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Curvas  inter  secundo  altioris  gradus,  Lemniscatam  Bernouillanam  eicellere  ob  dirersas 
.nec  non  elegantiores  proprietates  jam  olim  constabat:  ita  ut  ?iri  celeberrimi  Jagobus  Bernouilli, 
CoMES  Fagnako,  (cf.  opus  ejusy  cui  titulus  Produzzioni  mathematiche,  Tom.  II,  pag.  771  sq) 
EuLER,  Hac  Laurin,  alii  ei  operam  darent.  Nec  minorem  hisce  temporibus  famam  assecuta 
est,%quamTis,  geometriae  campo  adeo  extenso,  mathematicorum  ingenia,  iit  opinor,  magis  in 
limitevS  dilatandos,  minus  in  speciales  applicationes  intensa  sint.  Lemniscatae  Bemouillanae  ar- 
caum  dirisio  ac  multiplicatio  enim  non  tantum  cum  integralium  singularium  ut  et  cum  func- 
tionum  theoria  nexum  habet,  quo  illustrissimi  Libri,  Liouville,  caeteri  ad  hujus  limites  expan- 
dendos   usi  sunt,    se^l    etiam   hnjus  currae  rectificatio,  cum  theoria  gravissima  functionum  ellip- 
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ticarum  arcte  conjuncta  quum  sit^  ansam  praebuisse  Tidetur  ad  disquisitiones  illas  eruditas 
virorum  celeberrimorum  J.  Alfred  Serret  et  Michael  Roberts  de  repraesentatione  geometrica 
functionum  illarum  ellipticaruro.  Ex  quibus  Lemniscatae  Bernouillanae  connectio  cum  pluribus 
currarum  classibus  patuit,  quarum  nonnullae  etiam  aliunde  cognitae  erant;  inter  quas  autem  et 
Cassinoides  enitescunt,  pluribus  elegantissimis  proprietatibus  gaudentes,  quarum  quidem  Lemnis- 
cata  Bemouillana  est  ea  species,  quae  ab  Serret  parabolica  Tocatur,  id  est,  locus  geometricus 
punctorum^  quorum  ad  duo  puncta  fixa  distantiarum  rectangulus  constanter  quadrato^  in  horum 
punctorum  dimidia  distantia  constructo^  aequalis  sit.  Quo  respectu  nuper  a  doct.  Yeciitmann 
in  Diss.  inaug.  Phil.  de  curyis  Lemniscatis  (ut  Cassinoides  nominat  ille  auctor)  Gott. 
1843,  generalia  quaedam  de  Lemniscata  Bemouillana  adnotata  sunt.  —  Sed  inter  plures  quoque 
alios  modus  exstat,  quo  hancce  curyam  oriri  animo  proponere  possumus,  quemque,  et  ob  gene- 
rationis  simplicitatem,  et  ob  adjumenta  in  expositione,  una  cum  priori  fundamentum  hujus 
opusculi  eligere,  argumenti  indoli  congruum  mihi  Tisum  est.  Locus  etenlm  geometricus  est 
centri  Hyperbolae  aequilaterae  projectionis  in  ejus  curvae  tangentes.  Quo  respcctu  igitur  per- 
tinet  ad  noyam  curvarum  classem  generalem,  quae  a  vir.  clar.  Steiner,  Wolff,  aliis  sub  nomine 
germanico  Fuszpundencurven  nuper  elaborata  est. 

Porro  diversis  modis  tum  ex  Hyperbola  aequilatera,  tum  ex  circulo,  tum  alio  modo  gene- 
ratur  Lemniscata  Bemouillana,  ita  ut  a  geometrico  expositione  non  prorsus  indigna  existimeretur. 
Nec  quidem  in  Mechanicis  momento  prorsus  caret,  ut  suo  loco  exposituri  sumus.  Quodad  hujus 
curvae  in  Physicis  praestantiam  tantum  moneamus,  in  lucis  polarisatae  transitu  per  crystalloram 
biaxium  lamellas  oriri  imagines  coloratas,  cassinoidum  diversas  species,  et  Leipniscatam  Bernouil' 
lanam  ergo  inter  eas,  exacte  referentes. 

Non  prorsus  supervacaneum  igitur  mihi  videtur  ea,  quae  de  hac  curva  sparsim  commemo* 
rata,  et  ex  aliarum  curvnrum  connexarum  proprietatibus  deducta  inveni,  colligere,  quo  consilio 
imprimis  usus   sum   iis,   quac  a  viris    celeberrimis  jamjam  laudatis,  ut  et  a  Legendre,  MAGifUS» 
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OssiAiH  BoNNET,  alilsque  in  lucem  prolata  sunt.  Quae  yero  geometricus  illustris  Italicus  Torto- 
LiNi  imprimis  de  Lemniscatae  Bernouillanae  rectificatione  in  Diario  Giornale  Arcadico  1844 
publici  juris  fecit^  mihi  perlegere  non  licuit,  ob  hujus  Diarii  in  Bibliothecis  absentiam. 

Yaria  monita  passim  sparsa  sub  unum  conspectum  conjungendo,  nonnuUaque  addendo,  quac 
mihi  obvia  essent,  me  aliquid  ad  Lemniscatae  Bemouillanae  theoriam  promovendam,  quantum 
Tires  meae  exiguae  siverunt,  praestitisse^  \ix  sperare  ausim.  Utinam  saltem  ad  Tires  ingenii 
acuendas  profecissent  haecce  meae  primitiae! 

Friusquam  autem  ad  expositionem  transeamus^  pauca  praemittenda  sunt  de  Lemniscatae 
Bemouillanae  inventione. 

Jacobus  Bernouilli  Basiliensis,  celeberrimus  ille  saeculi  decimi  septimi  mathematicus,  de 
constmctione  Isochronae  Paracentricae^  seu  curTa  accessus  et  recessus  aequabilis  agens^  quo 
scopo  curram  algebraicam  quaerit,  rectificationis  formula 


f— 


d» 


gaadentem,  sic   loquitur   (cf.  Acta   Erud.    Lips.   Sept.  1694,   pag.  336  et  Jac.  BeBHOi'iLi.t 
Opera,  Tom.  I,  N'.  60,  pag.  609) 

»Talem  cx   voto  sese    sbtit    curra    quatuor   dimensionum,  quae  hac  aequatione 
»  exprimitur 

»  xio-^-ytf^ay^ixw  —  yy), 

»qaaeque  circum  axem  [2a]  constituta formam  refert  jacentis  notae  octonarii  CC,  scu 
»  complicatae  in  nodum  fasciae,  sive  Lemnbci  (A  n  /x  v  t »  x  o ;) ,   tCun  noeud  de  ruban 
»  Gallis." 
et  paallo  post  eam  Tocat  ille  auctor  (Opera,  pag.  611) 

»nostram  LEMNISGATAM" 
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(liim  iii  Actis  Erad.  Lips.  Dec.  1695^  pag.  S43  et  Operibirs,  Tom.  I,  N\  66^  pag.  648,  quuid 
de  articnlo  snpra  laudato  mentionem  facit,  addit 

»  quam  LEMNISCATAM  toco." 
Inde  patet,    currae  et  inrentionem  et  denominationem  iliustrissimo  iili  auctori  trUiuendam  esse. 
(cf.  praeterea  Opera,  Tom.  U,  N^  103,  Art.  2,  pag.  1001,  et  N^  105,  Art.  28,  pag,  1118^ 
ubi  ea  utitur  auctor  ad  conoidis  Horologii  constructionem,) 
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5  1. 

D£  JlEQUATIOITE. 


1.  £ipositioiiem  inchoemus  ponendo  dao  theoremata,  qaae,  iit  in  introitu  diximus^  mazime 
idonea  Tidentnr,  qaae  fandamentalia  habeantnr. 

2.  THEOREM&  L    Lemniscata  Bernouillana  locus   gfeometricus  est  projectiom's  centri  Uy- 
perbolae  Aequilaterae  in  tangentes* 

Aequatio  Hyperbolae  aeqnilaterae,  si  centmm  pro  coordinatarum  rectangularium  origine»  et 
azin  majorem,  2  a  aequalem,  pro  axi  abscissarum  accipiamus^  est 

x^  -^y^  =  a^  .  * » (a) 

unde  aequatio  tangentis   in  puncto^   cujus  coordinatae  sunt  x^  y  y^  ,  secundum  methodum  satis 
cognitam  eradit 


2 


^a?i— yyi=a*    Tel  y  =  ^  ^~ft ^*^ 

Coordinatae  pedis  perpendiculi,  e  centro  in  tangentem  demissi,  quae  a^  et  y^  sint^  ope  prae* 
ceptorum  Geometriae  Analyticae  inyenientur 

a*       fl?i  a* 

^a   ==  — r  y^  =  r •  (^) 
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uode 

"">          -1            -j        1                    5"  .                    "'  y»                  /j\ 

^j  =  — .7  yi  .  r  =  -7—   ^«1  y»  = 7 «»  yi  = .  .  *  ,  .  .  .  .  (d) 


Td  „    -           ^'      tt  t;    -            "*  y» 

0*  «, 
«1  =       .    .  --r 

et  ope  ic)  a?i  =  ? — (e) 

qoibus  Taloribus  in  (n)  substitutis,  quae  aequatio  pro  «,  et  y,  valet,  prodit  x^  inter  et  y, 
aequatio 

(^,»+yj=')*      (^j^+y,')*  vi-ry,  ;  y»  ;  w 

quae  Lemniscatae  Bemouillanae  est  aequatio,  in  qua  a  rocatur  hujus  cunrae  '  semi-axiSy  dmn 
centrum  Hyperbolae  aequilaterae>  i.  e.  origo  coordinatarum,  a  nonnullis  nodus^  ab  aliis  Tcro 
Lemniscatae  centrum  rocatur,  quo  posteriori  nomine  in  futurum  utemur. 

3.  THEOREHA  IL  In  Lemniscatae  Bernouillanae  axi,  duo  puncta,  a  centro  ab  utraquc 
parte,  quantitate  oi/y  distantia,  ea  proprietate  gaudent,  ut  productum  inter 
distantias  cujuscumque  Lemniscatae  puncti  ad  utrumque  punctum  constans  sit, 
idque  ^a^  aequalc. 

Pro  puncto,  cujus  coordinatae  sunt  a*|,  y^,  hae  distantiae  sunt 

V^{{a]/^-iCt)*+3^*]         etv/{(o|/i +  «,)»+ y,») 
igitur  earum  productum  si  P  Tocamus,  erit 

P  =  V^{(«V/|_a;,)»+y,»)  ((av/i +0^,)»+^,») 
=  v/{a«»+»i"+yi*)-«^»i/2]  {(ia»  +  «,»+y,»)  +  «*,  1/2} 

=  i/((i«»+*,'+y,n*.-2a.V*,M 

=  i/{(«,*+yi')*+oM*i*+yi*)  +  l«*-2o»*,»} 

rel  ob  (A) 

p  =  v/{«M*i*— yi»)  +  «M«i*+y.*)  +  i«*-2o>«,»}  =  ^^^0*^1«» 

4.  Quae  puncta  ob  generalem  hancce  proprietatem  focos  nuncupamus,  earuroque  ad  centruni 
distantiam  a\/^  Tel  e  excenlricitaiemy  ita  ut  in  sectionibus  conicis.  —  Ex  horum  parametrorum 
acceptis  Taloribus,  duo  sequantur  theoremata,  nempe 

THEOREMA  HL  Lemniscatae  excentricitas  e  dimidio  Hyperbolae  aequilaterae,  ad  eam  per- 
tinentis,  excentricitatis  E  aequalis  est. 

Estenim    £  =  01/2  =  2.  av/i  =  2e. 
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THEOREMA  IV*  Axis  Lemniscatae  et  Byperbolae  aequilaterae  commuDis  in  duobus  Hyper* 
bolae  verticibus,  et  focis  Hyperbolae  ac  Lemniscatae,  ia  cadem  quodad  centrum 
rcgione  sitis,  harmonice  secatur. 

Est  enim  in  Figura  1  ,  OA  =  OB  =  a,     OF  =  OF'  =  ff,     OE  =  0,E'  =  J?  =  2« 

BF  =  a  +  e  ,    BE  =  a  +  2e        AF  =  o  — e,    AE  =  2ff  — o 
unde 

BFXAE  =  AFXBE    vel  {a  +  e)  (ie  —  a)  =  {a—e)  (a  +  2e) 
identica  fit ,  Q  .  E  .  I . 


(A) 


5.  Transeamus  ad  Lemniscatae  Bemouillanae  aequationem 
(a;»+y»)»   =  a^{x* —y^) 
=  2e»(«»— y») 
ad  duos  axes  rectangulares  pertinentem,  perscrutandam. 

Si  eam  solramus,  ralores  ;r  et  y  invenimus 

g  ya»  —  2tf>  ±oi/(a»  — 8«»)         ^     J,         ,    .        ./  *        ,    ,A  n\ 

x=±  |/ :L Jll ±2.  =  ±  i/  [e»  — y»  ±  e  v/(e»  —  4y»)}  ,  ....  (1) 
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^j^_«»_2^a+at/(a«+8x»)_  ±  V/[-6»-^' +  .^/(e»  +  4^»)}    ..(2) 

ubi  in  Talore  y  sub  signo  radicis  signorum  duplicium  positirum  tantum  adhibuimus,  ne  y 
imaginarium  eTaderet. 

£x  potestatibus  secundis  tantum  Tariabilium  a>  eX  y  in  aequalione  (A)  existentibus^  con- 
cladimus  Lemniscatam  BernouiUanam  Tersus  utrumque  coordinatarum  axin  symmetricam  esse. 

6.  Ei  aequatione  (1)  elucet  cuique  Talori  y  quatuor  Talores  o?  respondere,  quorum  duo 
signo  tantum  a  duobus  caeteris  differunt,  nisi  sit 

8y^=a^  Tcl  y=  J-av/2  =  |e (5) 

quum  duo  tantum  Talores  a  ezstant^  iique  signo  contrario  praediti,  et  y  maximum  Talorem 
accipit. 

Ex  aequatione  (2)  contra  Tidimus  pro  quoque  Talore  x  duo  tantum  et  semper  Talores  y 
existere. 

a^  di  a^ 
Pro  y  =  0  ex   (1)   inTenitur  a?=±^ igitur  x  =  0    \el   =±o,    id  est  cunra 

2 

axem  abscissarum  secat  bis  in  centro  nec  non  in  duobus  punctis  a  centro  quantitate  dz  a  distan- 
tibus,  quae  verlices  nuncuparaus. 

Porro  ex  (1)  et  (2)  elucet,   nec  x  nec  y  umquam   infinitum  fieri  posse. 

Pro  ir  =  0  ex  (2)  sequitur  y=dzO,  id  est^  curTa  axem  ordinatarum  in  centro bis  transit, 
quod  jam  inTenimus. 
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Apparet  igitur  Lemniscatam  carram  esse  tertii  siye  lineam  ({uarti  ordinis,  ex  duobus 
lemniscis  continuis,  in  centro  confluentibus,  consistentem^  versus  utrumque  axin  symmetricam, 
hisce  axibus  igitur  in  quatuor  partes  aequales  dividiy  quas  inde  quadrantes  Tocabimus. 

7.  Pro  polarium  coordinatarum  r  et  (p  origine  currae  centrum,  et  axin  cunrae  pro  axi 
polari  assumamusy  ita  ut  sit 

a>  =  rCosq>  y  =  rSin<p ••(/") 

Hisce  yaloribus  in  (A)  substitutis,  habemus 

r*  =a^r^Cosi(p 
tel 

r»  =  0  et      r»  =5  a*  Cos  2  9 


(B) 
=  2e^Cosi<p  \ 

Prior  aequatio  docet,  ambos  currae  ramos  in  centro  coire,  ut  jam  Tidimus,  et  altera  aequatio 
est  requisita. 

Docet  ea,  pro  <p  >  45'' ,  r^  negatiTum  et  igitur  r  imagmarium  fore.  Ergo  curTae  uterque 
lemniscns  inscriptus  est  lineis  duabus,  quae  cum  axi  angulum  db  4B''  faciunt|  quasque  Tangenies 
centrales  Tocabimus,  cujus  nominis  ratio  n^  16  dabitur« 

Idem  quoque,  sed  minus  eleganter,  ex  aequatione  (A)  deduci  potest;  y^  enim  sempei 
minus  quam  w^  esse  debet,  ne  (^^+y^)^  negatiTum  fiat:  unde  sequitur  y:^,  id  est  tangen- 
tem  anguli  polaris  semper  unitati  minorem,  angulumque  ipsum  minorem  quam  45''  esse :  porro  si 
(A)  ponamus  sub  forma 


dcducimus  pro  a?  =  0  esse  1 — ?L  =0,  J?  =  d=    1  ,  id  est  angulus  tangentem   inler  et   axiu 

x^  X 

pro  centro  est  zt   45"*. 

Efidens  est,   duarum   illarum    tangentium    centralium   alteram   in  alteram  perpendicularem 
essc.   Caeteroquin  ct  ex  hac  aequatione  (B)  currae  symmetria  elucet. 

8.   Quando,   axi   polari   eodem  manente,    originem   in   Terticum   unum   ponamus,    et  tunc 
coordinatas  polares  r^  et  (p^  Tocemus,  erit 

a  —  0?  =  r I  Co5  <pi  el  y  =  r,  Stw  qp, t (g) 

Quornm  Talorum  substitutione,  ex  (A)  eruimus 

r,*  —  iari^Coscpi  +  (5  +  iCos^  qp,)  o^  r^^  —  ^a^  r,  Cosqi^  =0 

Tcl 

r,  =0  et  r,»  — 4ar,>  Cos(p^  +  (5  +  2  (V>5»  (p,)  a*^  r,  —  2  a»  Co5p,  =0  (C) 

Prima  aequatio  necessario   exinde   sequitur,    quod   unus  curTae  ramorum  per  originem  coordina* 
tarum  polarium  transit:  altera  est  acquatio  generalis. 
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9.  QauEn,  pro  eodem  axi  polariy  polom  in  alterum  focormn  traQsferamas,  qtio  casu 
eoordinatae  polares  sint  r^  et  tp^y  ubi  q>^  sumemus  ab  ea  aiis  parte,  quae  centfum  continet, 
liabemus 

e  —  af  =  r^Cos<p^       et      y  =  r^Sinqi^  , (A) 

quibus  Taloribus  in  (A)  substitutis,  obtinemus 

'r^^—iar^^Cos(p^\/2  +  ia^r^^=\a*  ,  \ 

Tel  (D) 

r^*—ieri^Cos<P2+ie^r2^=e^   .  J 

10.  Tangentes  centrales  si  pro  coordinatarum  rectangularium  x^  et  y^  axibus  assumamus, 
relatio  x  eX  y  inter  et  ^^  ^^  Vi  ^^^ 

a?^2=a?i  +y^     ,     ly  v/2  ==rri  — y^   , '. (t) 

quorum  in  (A)  substitutione  habemus 


i' 


Tel  etiam  ob  radium  rectorem  hic  eundem,  qui  in  systemate  (B) 

'■»■=(0' <"■' 

11.     Si  tangentem  centralem   unum  pro  axi  polari,  et  centrum  pro  origiue  coordinatarum 
polarium  r  et  9,  accipiamus,  fit 

x^ss^r  Cosqt^     et     y,  =r5m<)P,   , ».,*»..  (A:) 

quibns  Taloribus  ex  (E)  eruimus 

f*  =  a*r*  5t»2<]p, 
Tel  ' 


fa=0        et        r*  =  a^5in2  93  J 

=  2e*iSm2(p3,  i 


(F) 


ubi  r  idem  est   ac  in  systemate  (B),  ex  qua  aequatione  haecce  statim  dcTolTitur,  si  in  memo* 
riam  rcTocemus,  ex  figura 

qP3=45**— 9,     ergo     293  =  00^—29 

esse.  Caeterum  rix  opus  est  monere,  aequationem  r^  =  0  nos  nihil  docere,  nisi  curTambis  tran-* 
tire  per  polum. 

12.  Quando  axem  unumque  tangentem  centralem  pro  axibus  coordinatarum  obliquangularum 
#2  et  y^  sumamus,  ita  ut  harum  axium  regiones  positiTae  angulum  45^  includant,  habemus 

ya  V/i^  =  y         et         x^  +y2  V^i  =  iv  , (/) 

«nde,  substitutione  horum  Talorum  in  (A),  prodit 

(a?,^+y,H-^iyil/2)^=a^ir2(^, +y,V/2)  , (G) 

l 
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I  /a^  f  *  —  f  ♦        T  A  /a^  —  f  * 


(C) 


«el,  quia  hic  mrsiu  habemtu  r*  ssjr,*  -^  y,'  +<i^aya  l^^  > 
r*  =  o»  ar,  (ar,  +  y,  •  2) 

=  aM^j'+«»yii/2+y,»)  — o»y,» 

=  a»(r»-y,»), 
unde 

a^y^^=^T^{a^  —  T^)  , 

13.     Si  in  (A),  loco  a?  Tel  y ,  r  utamiir,  erit 
r*  =  a*  (i»'  — y^) 

=  o»(r»-2y»)  J(H) 

=  o»  (2«»— r»)  , 

unde  aeqoationes  mixtae 

a?  =  I  /«'  *•'  +  *•*  =  L I /£LdL!l 

l^         2o»  o  l^         2 


(fl') 


\(S) 


14.  Quae  aequationes  denique  r^  eliminando  ope  aeqaationis  (B)  dabunt 

a?=  \/Cos^(p  .  gl/      "*"       — ?  =  aCo*<pi/Co5  2  9  , 

y=  y/Cosiq>  .  a\/  ^^ 2!  =  aSintf  \/  Cosl(^  . 

15.  Quia  in  aequationibus  (B)  ,  (C)  ,  (D),  qp  fuactio  est  r  :  a^  sequitur 

THEOREHA  Vi     Omnes    Lemniscatae   Bernouillanae  sunt  curvae  similes,  tum  quodad  cen- 
trum,  quum  quodad  utrumque  focum,  nec  non  ad  utrumque  yerticem. 
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§2. 

OE  TANGENTE,  NORMALI,  SUBTANGENTE  AC  SUBNORMAU. 


16.  Inqoiramas  primum  ia  puncta  Lemniscatae  sin^laria  secandum  methodum  a  d. 
P.  N.  Ekman  in  Disquisitione  de  punctis  singularibus,  Par.  1842,  expositam,  et  Ad  hanc 
scopum  aeqnationem  (A)  ita  scribamus 

«  =-  (a,»  +  y»)»_a»(-»*— y*) 

=  a!*  +  2«*y»+y*— a»*»  +a»y*  =  0 
unde 

ll    =  4  X»  +  4  j:  y»  —  2  «»  j;  , 

ll   ^  4«»y+4y»+2a»y  , 
dy 

i!^  =  12a>»+4y»  — 2a»,     l!JL=8j;y,     |lj  =.  4a;>  +  12  y»  +  2a» .       V/m 
dx*  dxdy  d  y*  '^  ' 

- —  =  24a:,    — il =  8y,     — =80*  ,     - —  =  24  y  , 

^  =  24,     J!iL==0.    -iliL.=8,    .^»0,     ilii  =  24. 
diT*  diT^dy  diP*  dy*  da?dy*  dy* 

Qaae  aequationes  pro  centro,  ubi  ^  c*;  0,  y  ^^  0,  dabunt 

d^        dy  'da?*  'd«dy        'j)y^  /^.t^      Jir*Jy      Jla?iy*       dy* 

Igitur  (cf. 'op.   laud.  Pag.  21,  N".  25)  centrum  est  punctum  duplex,  et  habemus  aequationem 


,..(|D'+o-...-,«,„„a.(|iy= 


(») 
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igitor  (cf«  0  .  laud.   pag.  21,  N''.  25}  ambo  rami  decussant  se  inyicem  incentro.  Caeteroquin 
exinde  nomen,  iangentes  eentrcdes,  quod  n''.  7  proposuimus,  satb  responsatum  Tidetnr. 

Porro  habemus  aequationes 
0  +  5(— 2a»^y  +  0)^  +  0+0  +  0  +  0  =  0       unde  ^  =  0 

0  +  4(2a^iy+0)  ^  +0  +  0  +  24  (^''V+ 0+6.8  (p\  +0  +  24  =  0 
Cx  ox^  \cx/  \d^/ 

quae  posterior  aequatio  ope  (5)  dat 

lll^-ia^s^^zpia (fi) 

OX^  dx 

igitur  in   centro   inflexionetn   simplicem   habent   ambo    Lemniscatae    rami^    ob   signum   duplex 
(cf.  op.  laud,  pag.  22,  N^  25). 

17,  Ex  aequationibus  (4)  colligilur  (op.  cit.  pag.  4) 

^y  _  _^u /du  __  ix^  +  ixy^ —ia^  (V i{x^  +  y^)  —  «^    jf  ) 

Fx  ~        da?*  ^y  ~        4a?*y  +  4y»  +  2o^  y  ~        2  {x^  +y*)  +  a**  "y  I 

a*  —  2  f  *  07 ©*  —  r^  X         1 

~  a*  +  2r*  "y  ~  e*  +  r*  "y  '       ) 

rel  multiplicando   fractionis   denominatorem   nec   non   numeratorem   factore  (^^  +  y^)  >  ratione 
habita  aequationis  (A),  prodit 

dy  ^  _  2  g^  {x^  —  y^)  —  a^  {x^  +  y^)     x  _  5  y*  — x^   x  .^. 

^x  2a^(x^—y^)  +  a^  {^\+y^)'l/  ~  3a?»— y^'  y ^  ^ 

18.  Itidem  habemus  (cf.  loc.  cit.) 

—  f^J\^+  2  ^'^    iy  +^ 

_      /         ^       "    ^        '\lx^—y*J     y»  ^         ^5ai»— y»y^^  ^    "  '  , 

4«»y  +  4y»  +  2a»y 

qoa  fractione  redacta  et  aeqaationia  (A)  ration«  habita,  inTenimus 
rel,  quia  ex  (A)  seqoitor 
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e^  e*  z  e^ 

(11) 


9     •       «*••••••••••> 


/ 


erit 

19.   Pro  y  =  0  et  ir  =  dba,  deducimus  ei  (8),  ^^'  =  oo,  id  est,  in   verticibus   curyain 
ui  sub  angulo  recto  secari.  (cf.  op.  laud.  N^.  22,  pag.  20.) 

Snpra  jam  Tidimus  (cf.  form.  (3))  y  maximum  fore  |e  aequale,  unde  ez  (A)  ar=j-ei/5; 
hinc  --    =  0,  id  est,  tangens  in  eo  curyae  puncto  axi  parallela  esl.  (cf.  op.  cit.  N''.  21,  pag.  17.) 

20«     £x  aequatione  (8)  sequitur,  secundum  Geometriae  Analyticae  satis  notas  formulas,  pro 
seguatione  (angentis  in  puncto  dato,  cujus  coordinatae  sint  so^  ct  ^j, 

pro  aequatione  normalis  ejusdem  puncti 

3a?,*  — y,»  y,  Sar,»  — y,»  3ar,>— y,» 

pro  longitudlne  tangentis  7 

y  _  ^'^^^l    "^Ua:.»-y,J     y,'i   _  y,  K*+y,»)^ .^^. 

5y,*  — a;,»  ar,  a',   3y,»— a;,» 

3a?,»— y,»*y, 

pio  longitadine  normalis  i\r 

i^  =  T  ^  =i^li±M^ (15) 

Tjro  longitudine  subtangentis  jS| 

^  =  y, :  rsy,'-a>,>  ^\  ^  5a>,»  -y_^.y^     (,g^ 

«^  pro  longitudine  subnormalis  Sn 

5.  =  y.  .  .^yilziV  fi  =5_yxl^       (17) 

"•     3a;,»-y,»   y,        3«r,»-y,»     '  ^     ' 
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Deniqne  aDgalam,  quem  normalis  cam  axi  lacit,  denotemos  per  y;  erit  ez  (7) 

^  ^y      T^  —  e^x      2e\as^q>  —  e^       ^         Cosi(p—2Sin^  cp       ^ 

Sinw  Cosiw  +  2  Cos^  wSinw      Sinq>Cosi(p  +  Cos<pSini(p      Sinoq>       _,       ^  ,^^, 

= — — I — ■   .^   ' 1 L=__I ■    ^,' 1 !=== L  =  7afi9d<]p,  .  (18) 

Cos!tq)  Cosq>  —  2Sin^q>Cosq>      Vos2q>Cosq>  —  SinqSin2q>      Co$Zq> 

unde  p  =  oq>. 

21.     Transeamus  ad  systema  coordinafarum  polariuin 

r»  =  a»  Co*  2  9 (B) 

unde 

dy  r 

Angulo  radium  Tectorem  inter  et  normalem  per  a  denotato^  habemus 

«t                      dr         a*  &«2  <p      a*  5i»  2  (p       -       ^           ,            o»  /gia\ 

TVwij  a  =  —  ^ —  = 2.  = 1  =  Tang  2  qr,  unde  a  =  2  9 (20) 

r  d  9  r^  a^  Cox  2  9 

Porro  pro  longitudine  subtangentis  polaris    5^,    quam  in  perpendiculo  e  centro  in  radium  Tecto- 
rem  erecto,  iiide  a  centro  usque  ad  intersectionem  cum  tangente  liumeramus,  (Tid.  Fig.  2) 

rhv  ^r      a^Sin2<p      Tangiq>      ]/{a*—r*)  Tangl<p 

pro  longitndine  tangentis  polaris    T 

KV     T     ./      v^  ^^     Tang*i<pJ         Sini<p         )/(a*—r*)      Sin^f^    ' 

pro  longitudine  subnormalis  pelaris    5» 

'^S  ^T  ^^  _hT _-^a^Sin%(p  _  —  \/{a'^ —f'')       ~q5fa2<p 
rdqp       c)9  r  r  v'C5f)5  2(F     ' 

et  pro  longitudine  normalis  polaris    N 


? 


W=V(r»+'«)=,//'a»Ca,2»+?:l£^W    -"    -^l' (^4) 

K  V     -r     -/      K  y^  -i^-r    ^^2g,    )      yCosiip       r  ' 

22.     In  coordinataram  polarium  systemate 

r>  —  iar*CoSf  +  {i  +  iCos*<p)a^r--ia^Cos<p---0 (C) 

habemas 

^r__^^^,  ir^-iaTCosq>+a^ 

d?>  3r»  — 8arCb5(p  +  (5  +  2Co*^  q)a^  .  ^^^^ 

(2^) 


o.           2r*  — 2arCl)*qp+a* 
=  *—  ar5in  q> , —^ ; 

r^  —  2ar*  Cesq  +a^  Cosq 
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qoi    lero    pro    lineis    nmneri    praecedeniis   Tnlores    complicatiores   dat,   qoam  ut  nllius   nsdi 
essent. 

25.     Qaod  idem  Talet  in  coordinatanim  polarium  systemate 

r^  —  ier^Co8(p+ie^r^=e* (D) 

ubi  fit 

dr  __  er^Simp  . 

d9  r*— 3tfr  Co5<]P  +  2«»      '  '  ^     ^ 

24.     Siquidem  tangentes  polares  pro  coordinatarmn  rectangularium  aiibus  sumamus,  ut  in 
systemate 

{x^+y^y=.ia*wy  , (E) 

crit 

^  __  Hx^+y^)af  —  a^y  __  5a;»— y>    y 

^x  2(a?»+y»)fy  — o*a?  Zy^—x^"i ^     ' 

onde  colligimus  aequationem  (angeniis 

y-,.  =  _ifil:iyil.yi(;r-;r.),Tely 5a:.'-y.»  y,  a.,«  +  y,» 

^"  3y,»— ar,»^/  '"       ^  3y,»— «,»  ar,     ^     ''' 3yi»-ar,»  '  ^     ' 

leqnationem  normalis 

(-■r-a.,)-^^i*-y''.yj(y^y,)=0,yelar-^^''~y''.yi.a;=     ^'*-y»'        ;  (29) 
»'      3y,»-«r,»  a;/''      *"  3y,»-ar,»ar,  (3y,»-ar,»>c,    '^     ^ 

<^*  porro  pro  longitudine  tangentis  T 


3y,»— ar,*  !F, 


P»  longitadine  nonnalia  N' 

]V==r^  —  y*  ^^''  +  y»') (3j) 

pn»  losfegitodine  subtangentis  S,' 

s.=„ :  -  ('^i;^;.  !!i)=-^j!i;=£i; , : .  (5») 

\3yi* — ^i*  a?i/  3iP,*  —  y,* 

^P*^    longitudine  subnormalis  S'n 

\  s\=y,.-^''\-y^lh=^^''^'-y^\yjl (35) 

.  ^S,     Pro  y  maiimo  ex  (27)  Tenit  5  a?^  —  y>  =  0  ,  y*  =  5  .t*,  unde  ope  (E) 
[<i^Y  =4o*a?»3.a?Set  a?==ia>^|,y  =  |ai)^f. 
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Pro  X  jnaximo  ex  (27)sequitur  5y* — a?^  =0, a?^  =5y^,undeope(E}  (4y*)*  =  4a*y^  3y^ 

et  y  =  |aiJ^|,a?  =  |oiJ^v 

X  et  y  igitur  si  quidque  maximum  fiat,  Talores  inter  se  permutantur,  unde  etiam  liquidum  fit, 

pro  utroque  pancto  esse 

r^=|aMV/|  +  V/T)=ia^(V/|)(l+3)=a^l^|,r  =  aT^|  , 

ubi  T  idem  radius  rector  est,  ac  in  systemate  B. 

Praeterea  ex   (30)    et  (32)  colligimus  pro  x  yel  y  maximo,  yalores  y  et  ^  correspondentes 
currae  tangentes  esse,  unde 

THEOREHA  VI«  Lemniscatae  tangentes,  tangentibus  centralibus  parallelae,  cum  hisce  tan- 
gentibus  centralibus  quadratum  ef&ciunt,  curTae  lemnisco  circumscriptum,  cujus 
latera  sunt  l  a  ^  ".  (vid.  Fig.  3). 

Quod  etiam  sequitur  ex  trianguli'in  G  rectanguli  angulis  0  et  D  ambobus  semi-recto  aequali* 
bus,  unde  CD  =  OG.  Qula  porro  quadrilateri  anguli  singuli  recto  aequales  sunt,  ipsum  necesse 
quadratum  fit, 

26»     Priusquam    progredimur   operae    pretium     est    iuTenta    applicare    ad   Tertices  ac  ea 
puncta,  ubi  tangens  axi  Tel  tangenti  centrali  parallela  est. 
In  Tertice  est: 

In  puncto,  ubi  tangens  axi  parallela  est,  habcmus 

y  =  |e,fl?  =  |^V/5,r  =  ^,9  =  |  Arc.  Cbil  =»  ^.  60'  =  50%  1 

7=  00  ,  iV=|^,S,  =  00  ,  5,  =  0  ,  a  =  60^5,  =  —  ^e  v/  5  ,  V  =  |  <?  v/  3,  l  (55) 

^J,  =  _^V/5,V  =  2(?,  j 

In  jpuncto,  ubi  tangens  tangenti  centrali  parallela  est,  fit 
r^alJ^l^y^lirc.CoHv^^l^^O^^I^^A^^^^^^^^^a^-^y^^^^^^^^aiKlJ 

27.     Ex  illis,  qaae  hucosque  eiposuimns,   theoremata   sequuntur,   attentione   fonan  noa 
prorsns  indigna,  quorum  primum  a  Yechtmann  in  Diss.  cit.  pag.  21  sno  modo  deducitnr. 
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THEOREliA  Vllt  Angulus,  quem  normalis  cujusvis  Lemniscatae  puncti  cum  axi  efficit, 
triplo  major  est  quam  ille,  quem  radius  Tcctor  ejusdem  puncti  cum  axi  includit. 
(cf.  form.  (18)). 

THEOREMi  Vlllt  Angulus  cujusvis  puncti  normalem  inter  et  radium  Tcctorem  duplo 
major  est  quam  ille,  quem  axis  cum  eodem  radio  Tcctore  facit.  (cf.  Theorema 
VII  et  form.  (20)). 

THEOREHA  IXt  Semi-axis  Lemniscatae  media  proportionalis  est  tangentem  polarem  inter 
et  subnormalem  cujuscunque  curTae  puncti,  quando  centrum  et  axis  curvae 
sdnt  polus  et  axis  coordinatarum  polarium.  (cf.  form.  (22)  et  (23)). 

THEOREHA  X*  Pro  iisdem  coordinatis^  Lemniscatae  semi-axis  media  proportionalis  est  ra^ 
dium  Tcctorem  inter  et  normalem  cujusTis  curTae  puncti.  (cf.  form.  (24)). 

THEOREHA.  Xlt     Pars  semi-axis,  inde  a  centro  usque  ad  ejus  intersectionem  cum  cujusTis 

Lemniscatae  puncti  normali,  est  P  =  r,  -^ — —  (cf.  Theorem.  VII  et  VIII). 

Sin  3  (f , 

28.  Exposita  quoque  ducont  ad  solutionem' 

PROBLEMATIS  L    Ad  aliquod  Lemniscatae  punctum  tangens  nec  non  normalis  ducatur. 

SOLUTIO  1.  Ex  Theoremate  VII  deTolTitur  et  a  Vbghtmann  op.  laud.  pag.  Sl^propo- 
nitor.  Per  punctum  datnm  enim  si  rectam  ducamus,  quae  cum  axi  faciat  angulum  triplicem 
anguU^  radium  Tectorem  hujus  puncti  inter  et  axin  contenti,  linea  iUa  normalis  erit,  lineaque 
ei  in  puncto  dato  perpendicularis  tangens.  (Tid.  Fig.  4.), 

29.  SOLUTIO  ^.  Quae  ex  Theoremate  X  deducitur,  sed  mihi  nnllibi obTia  erat.  In  radii 
Tectoris  prolongatione,  inde  a  centro  partem  sumas  semi-raxi  aequalem,  et  ex  ejus  fine  ad  axem 
rectam  ducas  rectae  paraUelam,  e  Tertice  ad  punctum  datum  ductae;  recta  ita  in  axi  praecisa, 
e  puncto  dato  circuli  arcum  ducas,  qui  perpendiculum  e  centro  in  radium  Tectorem  erectum 
in  duobus  punctis  secabit,  quorum  unum  cum  pnncto  dato  conjungendum  est,  ut  normalem 
habeas.  (Quae  selectio  in  figura  minime  erit  difficilis.)  (Tid.  Fig.  4.). 

?0.  SOLUTIO  3.  Quam  petimus  ex  methodo  tangentesducendi,  quamcel.STEL^VERproCas- 
sinoidibus,    currarum   genere  Lemniscatam  qnoque  continente,  proponit  in  Diario  Journal   Ton 
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Crelle,  Tomo  XIY,  pag.  80,  puta:  Panctam  datum  cmn  focts  duobus  jungaB,  *;t  in  hasce 
lineas  e  focis  perpendicula  erigas,  tunc  linea  per  punctum  transiens,  quae  illis  perpendiculi! 
ita  secatur,  ut   intersectionum   distantiae   ad  punctum   datum   eaedem  sint,  erit  tangens. 

Sint   enim  coordinatae    puncti    dati  P,  x^  eX  tfi  y    tunc   notae   sunt   aequationes   linearum, 
quae  per  P  et  F  transit 


s 


Vi 


y  =  -^i-  (x-e)  , 


^i  — e 


quae  per  P  et  F'  transit 


quae  per  F  in  P  F  perpendicalaris  est 


y  =  —  f» 1  {x  —  e), (w) 


quae  per  F'  in  PF'  perpendicularis  est 


y    ^_fL±!(.f  +  .)     , («) 


_  3y,* — j;,*    ar,  «- * — •'-* 


quae  in  P  cunrani  tangit 

^  -'yi— --i-.li  g,  j.     '"'   ~g' (12) 

^        3a;.«-y,»    y,       ^  (5.r,»  —  »y, ») y, 
Coordinatae  intersectionis  (12)  inter  et  (m)  inTeniuntur 

P     _  (5j;,»— y,»)  (ejr,  —  g»)  — (j;,«— y,«) 

2(*.*+yt*)^i-(5*i»-y.»)*      ' 

(37) 

_     (^,*  — y,*)  +  (5y,'  — a?,»)  ex^      x^—e 

sc^i^+y.»)-". -(5j^.*-y.')*  '    yi 

Goordinatae  intersectionis  (12)  inter  et  (n)  inTeniuntnr 


^     _        (5a;.'— y,»)  (gj-. +g')  +  (a-.*-y.*) 

2(-«'-,»+y.*)-r. +  (5«.'-y.^)e      ' 

;(38) 

=    (■^1  *  -  yi  *)  —  (5  y.  *  —  mi ')  e  •«•.     .f|  +g 
^'         2(^'.*+y.»)a^i +(5j^.*  — y.»)«  *    y, 

Nunc   distantiae    aequales   esse    debent    punctum    datum   inter   et  intersectionem  (12)  tum 
cum  (m),  quum  cum  (n),  unde  coUigitur 

2a?i    =  ar^    +  fl?3  »  2yi    =  y»    +  »s    , 

quibus  aequationibus  yalores   (57)  et  (38)    reyera  cum  satisfaciant,    solutio  vera  eiii.     Praetcrea 
e\  hisce  aequationibus  eruimus 
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.         y, — yj . —  j 

9  0  Vl 

nnde  pro  tangentis  ipsios,  intra  duo  perpendicula  contenti,  longttudine 

'T  =  i/{(x,  -^3)>+(ya-y.)*}=  -  i/(^.^+y,*)  =  — ' (39) 

Vi  Vi 

Deniqne  coordinatas  intersectionis  (m)  iDter  et  (n)  colligimus 

/p  a ^» 

^4  =  —  ^i   »         y^  =— (*0) 

yi 

Problema  igitur  solvere  possnmus  con^tructione  Talorum  (57) ,  Tel  valorum  (38) ;  quo  casu 
enim  punctum  constructum  puncto  dato  si  conjungamus,  tangentem  trahimns.  —  Multo  autem 
facilior  constructio  prodit  ex  form.  (39)  sequens: 

In  ordinatae  prolongatione  inde  a  punoto  dato  partem  sumas  excentricltati  aequalemy  ex 
cajus  fine  linea,  axi  parallela  ducta,  radii  yectoris  prolongationem  secabit;  cum  distantia  hanc 
intersectionem  inter  et  punctum  datnm  ex  ipso  puncto  circuli  arcus  ducas,  qui  perpendiculares 
memoratas  in  duobus  punctis  secabunt,  quorum  duo  per  lineam,  pnnctum  datum  continentemy 
com  jungas,  tangentem  construxeris.  (yid.  Fig.  4.). 

31.  SOLUTIO  4.  Qoam  metliodum  nos  docttitill.  L.  J.  MAGPris  in  Diario  Journal  toh 
Crelle,  Tomo  IX,  pag.  13S,  in 

iHEOREIATE  XII*  Duo  perpendicula  per  mediam  excentricitatem  in  axem  eriges,  nec  non 
perpendiculum  in  medium  radium  Tectorem;  ulterioris  intersectiones  cum  duobus 
prioribus  jungpas  cum  puncto  dato  ;  linearum,  quae  ang^ulum  inter  hasce  lineas  bise- 
cant,  altera  est  tang^ens,  altera  normalis.  (vid.  Fig.  5.). 


Aeqnatio  enim  radii  Tectoris  est 


liiieae,  in  emn  medium  perpendicularis  , 


^, 


y  —  yyi  = ^  i^  —  i^i)  -y 

cQJos  intersectiones  cnm  perpendiculis  in  mediQm  excentricitatem  coordinatas  habent 

3* 
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pro 

1 


et  pro 


Aequationes  linearam  haecce  puncta  cum  pnncto  dato  jungentium  erunt 

unde  si  aequationem  lineae,  angulum  inter  hasce  lineas  Tel  proiongationem  utrius  bisecantis  , 

y-Vx  =  P{(B  —  (t,) 
ponamus,  erit 

p^  (-a;,«  +  15a?,^y,>-15a?,^y,^  +  y,»)d=(a?,»+5jr,^y,>  +  5j?,»y,^+y^«) 

-2^,y,  (3a?,^-y,^)  (3y,^— rp,^) 
unde,  aut 

P  sss  —  rLL  .  — ? LL-  ,  coefficiens  pro  normali  , 

a?,    3y,»  — a?,» 

aut 

X     3  t/  ^ "— "  j?  ^ 
p  ==  -}-  -i  ,  _ii L.  ,  coefficiens  pro  tangenti  prodit. 

y,    3^,*-y,* 

52.     SOLUTIO   5,      Quam    deinde   ex  opusculo   petivimus    ab   J.    A.   Serrbt,  in  Diario 
Journal  de  Liouyille,  Anni  1846,  Tomo  XI,  pag.  89,  publici  juris  facto,  ubi  est 

THEOREHA  XnL  Triangulum  coostruas  supra  radium  yectorem  e  foco  ad  punctum  datum 
divergentem  ut  basem,  cum  excentricitate  et  semi-axi  ut  lateribus,  respective  e 
foco  et  puncto  dato  divergentibus,  (quod  semper  fieri  potest,  quia  semi-axis  et  ex- 
centricitatis  summa  ac  di£ferentia  limites  sunt  ejus  radii  vectoris) ;  triangulus  erit 
duplex,  utrique  circulum  circurascribas;  unius  quorum  centrum  cum  puncto  dato 
coujungendo  tangentem  trahes.  Nec  erit  difficiUs  selectio  inter  duos  triangulos, 
quod  pro  tota  curva  eundem  situm  respectivum  servant.  (vid.  Fig.  6.). 

Sit  X  angulus  normalem  inter  et  radium  vectorem,  erit 
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qaae  ibi,  quam  sjstemate  D  ati  debemns,  ope  fonn.  (26)  fit 

Cot  X  =  ''-^''^'f+'^'' (41) 

etSintp 

Sit  in  figura  P N  perpendiculum  e  P  iu  P C  erectum,  et  nomines i^PFQ  =  aet^FPQ  =  /9. 

Erit 

Z  NPQ  =  |PCQ  =  180^  —  PFQ  =  180  —  «  , 

ZFPQ  =  |»  , 
nnde 

Z  NPF  =  180»  —  («  +  ^)  . 

Porro  ez  triangulo  F  P  Q  coUigimus  «  ^ 

— y    ,  =       ^        ■  ss  ___-,  Tel  ob  hotum  ralores 
StnPFQ       ^inQPF       ^inPQF 

9V^i 0     _  r 

Sina   ~  Sin  p  ~  Sin(a^  0)  * 
unde 

,  =  ii*yi+j («) 

iSifi  0 
et 

A'ii«=  Sin0  v/J  ,  Sin^a  =  2Sin^0  ,  Cos^  a  =  Cdsifl (43) 

Denique  in  Theoremate  XCI  probabimus  esse 

9  =  «  —  2/?  , (181)) 

unde 

CoS(p.Sin/i  =  Sin/3.  Cosa.  Cos%0  +  Sina.  Cos 0.%  Sin^  {3 

=  5iii  («  +  /?)  —  Sina.  Cosa.  Cos  («—/?)  , 
Simp.Cosfl  =  Cos0.  Sina.  Cosi /3  +  Cosa.  Cosfi.i  Sin^ /3 
=  —  5iiia.  Cosa.  Sin  («—/3)  ; 
quibus  in  Talore  (41)  substitutis,  eradit 

.5fa>(«  +  /?)_^5m («  +  /?)    Sin(a  +  0)—Sinoc.Cosa.Cos(a'^/3)    .    ^   , 

Sin^ff 5in/?      '  ^in/g  '  "*"     ^ 

^^  ^  —  ^Sin(a  +  /?)    — 5iyi«.Coi«.iyiii(a  — /?) 

•*       ^^^  •  iSm/? 

^  —  2  5iii>  («+/?)  +'5gw  «,  Cosa.Sin  (a  +  /?).  (7oi  («—/?)  +25^^^  /? 
—  5ina.  Co*  «.  Sin («  — /3), 5in («  +  /ff)  ' 
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_  5  Sin  u.Cos«.(^  Sin  2  g  +  4. 5'm  2  /?)  —  2  SiHJu  +  2  yg) .  Sin  a 
Colx=^  _  ^,-„ ^  ^j,, u.Sin(<K—0).  Sin (i  +  /?) 

|Co<«.(5t»2«  4-5t»2/?)  — 2(^«»g.Coj»  tt-\-Cosa.Sini/3) 
^  —Cosu.  Sin  («—/?). 5i«  («  +  /?) 

_  5»» 2  «.  (f  —  1)  +  ^i»  2  /?.  (I—  2) 
—        _  J,n  («—/?).  .$■»•»  («  +  /?) 

—  iStn{a  —  /3).Stn{a  +  fi)  v     i     / 

ergo 

NPF=x, 
unde  sequitur  PN  normaleniy  et  PC  tangentem  esse. 

55.     SOtUTIO  "'e.     Quae  sequitur  ex 

TfliEOREMATE  XlVt  Quod  mihi  in  perscrutatione  obvium  erat,  et  intimum  liabet  counexum 
cum  Theoremate  LXXXIX.  Si  ex  punoti  dati  medio  radio  yectore  perpendiculum 
erigas,  cujus  intersectionem  cum  radio  yectore,  ab  ahera  axeos  parte  cum  ea 
eundem  angulum  efficiente  ac  primus  radius  Tector,  cum  puncto  dato  jungens, 
normal^m  construxeris.  (Tid.  Fig.  1.). 

E9t  enim  secundi  radii  yectoris  aequatio 

et  perpendicali  in  mediom  prioiom  Fadinm  Tectorem  erecti  aeqnatio 


Tel 


91 


y.  2y, 


qaorom  intersectionis  coordinatae  sunt 


_  'gi*  +yi*  «I      „  _       ^i'  +yi'  yi . 


C) 


unde  lineae,  quae  hoc  punctum  cum  puneto  dato  coiyungit,  aequatio  Til 
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X   —^JlJ^LIiI    j^ 


3yi'  — ^r 

eadem  ac  aequatio  (13). 

54.  SOLUTIO  7.  Quae  sequitor  ex  Lemniscatae  generationis  modo,  cujus  in  Theore^ 
mate  XCII  mentio  fit,  et  qui  occasionem  dat,  (cf.  Grunert's  Archiv,  Tom,  VIII,  pag.  50)  in 
Lemniscatam  appUcandi  methodum,  a  celeberrimo  geometrico  Abel  Transon  Anno]  1844  pro- 
positam  et  a  dar.  Stegmann  in  Grunert^s  Archiy,  Tomo  YII,  pag.  48,  collustratam.  Inde 
sequitur 

THEOREMA  XVt  E  Lemniscatae  focis  cum  radio  |  o  aequali  duos  circulos  ducas,  terliumque  e 
puncto  dato  cum  radio,  excentricitati  aequah',  cujus  cum  duobus  prioribus  inter- 
sectiones  illas,  R],  R^,  quae  cum  puncto  dato  in  recta  sitae  sunt,  cum  foco,  ad 
quem  pertinent,  jungas,  harum  linearum  intersectionem  R,  cum  puncto  datocol- 
Uges;  tunc  normalem  construxeris.  (yid.  Fig.  7.). 

35.     Ex  hujus  problematis  solutionibus  tertia  et  qainta  haecce  profluunt  Theoremata 

THEOREHA  XVIt  Punctum  Lemm'scatae  quodvis  si  jungas  cum  duobus  focis,  et  in  illos 
radios  vectores  e  focis  perpendicula  erigas,  tangens,  inde  a  puncto  dato  usquead 
utramque  intersectionem  cum  hisce  perpendiculis,  eandem  habet  longitudinem,  et 
quidem  quarta  proportionalis  est  ad  ordinatam,  radium  vectorem  e  centro  diver- 
gentem  et  excentricitatem.  (cf.  form.  (39)).    . 

THEOREHA  XVIIt  Punctum,  ubi  duo  illa  perpendicula  concurrunt,  abscissam  habet,  ab- 
scissae  puncti  dati  aequalem,  negativo  vero  signo  praeditam :  ordinata  contra  quarta 
proportionahs  e«t  ad  puncti  dati  ordinatam  et  partes,  in  quas  focorum  distantia 
ab  ordinatae  ulterius  pede  dividitur.  (cf.  form.  (40)). 

THEOREHA  XVUlt  Girculus,  qui  per  punctum  datum  duosque  focos  trausit,  in  altera 
extremitate  diametri,  e  puncto  dato  ducti,  horum  perpendiculorum  intersectionem 
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coutinet  (ob  illa  perpendicula  cam  radiis  Tectoribus  angulos  reclos  efBcientia),  et 
chorda  e  perpendiculorum  intersectione  axi  parallela  ducta,  in  ordinatac  puncti 
dati  prolongatione  secatur.  (vid.  fiQ.  4.). 

THEOREMA  JSK*  Circuli  Theorematis  praecedentis  radins  tertia  proportionalis  esl  ad 
puncti  dati  ordinatam  et  dimidium  semi-axis. 

Est  enim,  (rid.  Fig.  4.),  radius  ille 

C  F  =  i  v/  {(^«  —^i^  +  (y«  -  yi)»).  Tel  ei  form.  (40) 

cF=iv/{(2*.)»+(lii:^^iliil!yj 

""  ,  l    '  yi*  y.*  yi'J 

""'"l      y.»  "^?       ^y"7J"T.""^- 

THEORENA  XXt  Supra  radium  vectorem  e  foco  diTergeulem  Iriangulum  pouslruas  cuju» 
latera,  excentricitati  et  semi-axi  aequalia,  respective  e  foco  ct  puncto  dato  conver- 
gant,  et  angulos  hisce  oppositos  fi  et  a  nomines;  habebis  formulas 

r-  ^Sin{a+/3) 

Sin0 ^     ' 

•     Sin^  «  =  2  Sin^  /?  ,     Cos^  cc  =^  Cos  i /3 (45) 

56.     Transeamus  ad 

PROBLEHA  Ilt     Ad  Lemniscatam  tangens  ducatur  ahcui  lineae  datae  parallela. 

SOLUTIO,  e  Theoremate  VII  profluensy  etiam  a  Yeghtiiakn,  op.  cit.  pag.  21,datur,  nimi- 
rum,  qaod  perpendiculo  e  centro  in  Uneam  datam  demisso,  et  angnlo  hoc  perpendiculum  inter 
et  axem  trisecto,  anguU  triens,  ab  una  parte  axi  incumbens,  pro  altero  latere  radium  vectorem 
puncti  quaesiti  habebit,  quod  pnnctum,  ut  posthac  $  7  monstrabimus,  curva  non  constructa, 
separatim  construi  potest.  Per  quod  pnnctum  lineam,  lineae  datae  parallelam,  ductam,  tan- 
gentem  esse,  perspicuum  est. 

Elucet   hocce   problema  intimum  cum  anguli  trisectionis  problemute  coiinciuni  hnbere,  ila 
quidem^  ut,  altero  soluto,  alterum  solvere  facilis  .«it  negotii. 
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57.  Praeter  tangentem  modo  descrlptamy  allae  quoque  adsunt.  Primo  quidem  si  rad^m 
vectorem  prolongemus  usqtte  ubi  quadrantem  oppositum  secet,  et  per  intersectionem  quoque 
lineae  datae  parallelam  ducamus^  haecce  pro  eo  currae  puncto  tangens  etiam  erit ;  quod  facile 
concluditur  ex  currae  symmetria,  nec  non  ex  aequatione  (8)  eadem  manentOy  si  z^  et  y^  simul 
negativa  sumamus. 

Porro  nihil  impedit^  quominus  pro  angulo  trisecando  prioris  (quam  5  (p  yocabimus)  supple- 
mentum  sumamus^  ideo  180'^  —  3  9 ,  unde  radius  Tector  puncti  quaesiti  cum  altera  axis  re- 
gione  angulum  60^  —  cp  faciet.     Exinde  perspicimus  pro 

<p  <  15^        et       59  <45'' 

huncce  radium  vectorem  cum  aie    angulum    45^  majorem  facere,  ergo  curram  non  secare,  quo 
c^su  igitur  duae  tantum  tangentes  adsunt.  Pro  9  majore  quam  15'',  quatuor  habemus  tangentes 
parallelas,  nam  radium  vectorem  postremum  quoque  prolongando  quartum  punctum  acquirimus. 
Quae  eiposita  conjungere  possnmus  in 


THfiOREHATE  XXL  Quando  tangens  cujusvis  Lemniscatae  puncti  tangentium  centralium  eas 
partes  secat,  quae  ad  euudem  lemniscum  pertinent,  una  praeterea  tangens  adest 
ei  parallela« 

Si  contra  ejus  cum  tangentibus  centralibus  intersectiones  in  eadem  quodad 
axin  regione  sitae  sint^  tres  ei  parallelae  tangentes  exstant  in  punctis,  quorum 
bina  in  opposilis  ejusdem  radii  yectoris  extremitatibus  sita  sunt,  angulo  inter 
duos  radios  vectores  60''  aequivalente.     (vid.  Fig.  8.). 


38.  Exinde  patet  difficultates  problematis,  tangentem  alicui  lineae  datae  parallelam  du- 
cendi^  prorsus  evanescere^  si  linea  ipsa  jam  Lemniscatam  tetigerit.  Quo  casu  enim  radium  vec- 
torem  puncti  contactus  usque  ad  quadrantem  oppositum  prolongare,  nec  non  per  centrum  lineam 
ducere  debemus,  quae  cum  illo  radio  vectore  angulum  60''  aequalem,  axem  includentemy  faciat, 
qnae,  utrum  radius  vector  verus  an  imaginarius  sit,  ex  dictis  patebit. 

E  nexu  invento  angulorum,  duobus  illis  radiis  vectoribus,  quos  r^  ,  r^  vocabimus,  cum  axi 
inclusorum,  quod  nempe  eorum  summa  60''  aequalis  sit,  profluit  quoque  inter  radios  vectores 
ipsos  simplex  relatio. 

Habemus  enim 

r^^  =  a^  Cosicp^  ,      fj*  =a*  Co5  2(jP2  ,      <jPi  +  gpj  =  60^ ; 
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erg» 

r^*=a^  {Cos  120'.  Co$  2  qt,  +  5»«  120'.  Sin  ivt)  =  4  «*  (5i«  2<f ,  j '  3  — CIm  2  9,)  , 

unde 

(r,»+|r,^)»   =i(,'(l-lil)  =4(a4_r,«),  et 

»-1*   +  ^i  r^   +  Tj^  =  |a*   =  3<?* (44) 

Quae  hic  de   tangentibus   parallelis   eiposuimus,    partim    inyenies    in   Diss.    ci  t.  a  YEcnTMANN, 
pag.  22,  alio,  forsan  minus  niiturali,  modo  dcducta. 


^tin^ 


Digitize(d  by 


Google 


§  3. 


DE  RADIO  CURTATURAE  ET  EYOLUTA. 


59.  Formalae  pro  angulo  contingentiae  t,  radio  carratorae  p,  centrique  osculationis  coordi- 
natis  ?  &  »,  bic  finnt,  ope  aeqoationam  (8)  et  (9),  nec  non  (H')  , 


(45) 


P  ^ 


(,    ,  /5y»— j;'y    j^]t 

(      "'"VSj;»— y»/    •   y»j  ^  (j!»+y»)^  ^        (d,*   +  y»)T 

'      -,/.i     „.^f_f!±yL\*  5(a;*_y»)(x»+y»)»  5(i;»-y») 

-^'•^-^'^(S^^-y»)^! 


(46) 


f  =x- 


dy 


2»» 


l/(ar»+y»)  3r' 


ia*!»'  _  (ff »  +  f »)T  _  2  a»  Co*'  «p 


1  + 


dly 
da;» 


5(a;»— y»)  3f«  5ar\/i 


3r 


(47) 


n  =y  + 


^a;»_     — 2y»      _— 2o'y3  _  —  (q»— r»)  ^  _  —  2  o»  ft«»  y 
^*y  3(a;»— y»)  3r*  5orv/2     "  3r 


40.     Inqoiramus   an   circulus   osculationis   Lemniscatam   alicnbi   secet.     Est   hujus  circuli 
aequatio  polaris,  in  systemate  (B)  , 

r»  —  2  (?Cot(p  +  r,Sin  cp)  +  f*  +.i »  — p»  ==0 

4» 
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Tcl  Iiarum  Taloribus  ex  (46)  A  (47)  substitatisy 

r^  — - — ((7o^»(Pi.ro^9  — 5m*(pi,5in<|p)r+--l.  =0 (48) 

3  fi  5 

Pro  puncto  intersectionis,  si  adsit,  sint  coordinatae  poiares  r^^qi^  ;  simul  esse  debet 

r,* — - — {Cos^ifi  .Costp^ — Sin^  (fi  .Sin(p^)r^+  ^  ==:0,  etfj*  =a^Cosi  (p^ , 
3  Ti  3 

unde 

(r  ^\^       16o* 

TCi 

(3Co^2(jPj  +  (7o^2<j)i)*(7o52g)4  =16  (Co^'<pj  .  Costp^  —  Sin^  <j),  .  Ang^i)*  Cos^^.cp^  , 
unde 

2 5m»  i(pi  .  »»11  2 <pj .  Cos 2 (jpj  =  — Co5*  2 (p^ .  Co5 2 (ip,  (1  +2S#V  2  (y),)+2Co52  g-j—  Co*«  2<]p ,  ; 
unde  quadrando 

Cos*  2  (y>2  (4—3  Coj*  2  (p,)  —  4  Co*^  2  gj^  .  Cb5  2  9,  (3—2  Cos^  2  (y,) 

+  6Co*2  2g.2.Co5^2(p,(2-Co5*2g.,)— 4Co5  2<|)2  .  Cos^  2(y,  +Co5«2(]p,  =0  ; 

Tel,  si  ponas      Co5  2  (p^  :  Coj  2(p,  ^r^^  :  r,*  =p,     erit 

0  =  4p(p3_3p2  +  3/>— 1)  — Co5^2(pi(3p*  — 8p3+6p^  — 1) 

=  4p(p-l)'-Co5»2g.,(p-l)»(2p+l)  =  (p-«l)'  (4p-(5p  +  l)Co5^2^,}. 

Trium  factorum 

p  —  l=0,Tel    p  =  l 
duo  indicant  osculationem  tcI  contactum  secundi  ordinis,  tertius  Tero  in  eodem  pnncto  Lemniscatae 
et  circuli  osculatorii  intersectionem  notat.    Quartam  Tero  intersectionem,  si  exstet  rationalis,  petore 
debemus  e  quarto  factore,  nempc 

4/>-(5/,+  l)Co*»-2v,  =0,     unde  p  = -J^llll—   , 

4-5  Cos^  z  9, 

Tcl  ob  Talorem  p 


,  r^^  a^^Cos-^ij, 

rJ  =  —k — — *—  = 


4a^  — 5a'^  Cos^  (p^         4a^  — 5r,^ 
Uiide  prodil 


(49) 


TllEOREMA  XXIli     Circulus  osculationis  cujusTis  Lcmniscatae  puucti  iu  eodem  puncto  cur 
Tam  iutersecat,  nec  non  in  puncto,  cujus  radius  Tcctor  est 


r     - 


,/  (4a»-^3r,*) 
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41.  Noa  abs  re  esse  pulOy  clrculi  osculatorii  elementa  pro  quatuor  illis  punctis  notandis 
itsdem  ac  in  n^.  26,  determinare.     Erit 

pro  centroy    ubir  =  0,       p=:oo,  f==x,  »3  =  00,  rj=0 (80) 

»     rertice,     y>  r  =  a  ,       p  =  |o,         {  =  |a,  «  =  0     ,  r^—a (51) 

»    (f  =  50%etr  =  ^,       p  =  ie  ,         f  =  |e]/3,    fi  =  i,e  ,  r^  =« i/ »  .  .  .  .  (52) 

^/s  1     ^^A   .      7+4^/3  7— 4i/3  /3  8+5i/3\ 

(83) 
Ei  form.  (51)  elucet,  In  yertice  Lemniscatam  inter  et  circulum  osculatorium  contactum  esse 
quarli  ordinis. 

42.  Exposita  quoque  ducunt  ad 

THEOREHA  XXnL  Normalis  polaris  in  systemate  (B)  cujusyis  Lemniscatae  puncti,  triplici 
ejusdem  puncti  radio  curyaturae  aequalis  est.  (cf.  form.  (24)  et  (46).). 

THEOREHA  }CUV«  Ratio  inter  centri  osculationis  coordinatas  tertiae  potentiae  rationis 
inter  correspondentis  puncti  curvae  coordinatas  aequalis  est,  sig^no  mutato.  (cf. 
form.  (47).). 

43.  Nunc  solvere  possumus 

PROBLEHA   \\h     Pro  quocunque  Lemniscatae  puncto  centrum  osculationis  construas. 

SOLUTIOl.  Ex  Theoremate  XXIII  deTolntam,apudYECHTMANN,Diss.  laud.pag.  24,  alio 
vero  modo  deriTatam,  invenies. 

Inde  a  puncto  dato  si  tertiam  radii  Tectoris  partem  sumas,  ex  cujus  trientis  fine  perpendi- 
rulum  in  normalem  demittendo,  in  ea  centrum  osculationis  determinas.  (cf.  Theorema  XXIII 
et  Fig.  2.). 

44.  SOLUTIO  2.  Sequitur  ex  illis,  qnae  L.  J.  Magnus  in  Diario  Journal  von 
Crelle,  Tomo  IX,  pag.   135,  absque  demonstratione,  exponit,  nempe  ex 

TUEOREHATE  XXY*  Circulum  coiistruas,curTam  iu  puncto  dato  P|  tangentem,  ita  ut  cum 
curva  duas  alias  intersectiones  Pj,  P3  habeat,  per  quas  et  centrum  secuudum  cir- 
culum   ducas;  tertium  construas  circulum,  qui,  per  punctum  datum  P|  transieus, 
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secundum  circulum  in  cur?ae  centro  tanjj^at,  qui  circulus  curram  alicubi  in  P^ 
sccabit,  pcr  quam  intcrseclionem  et  punctum  datum  quartum  ducas  circulum,  ita 
ut  primum  in  puncto  dato  tan{];at:  hic  erit  circulus  osculationis.  (vid.  Fijj.  9.). 

Hujus  Theorematis  dcmonstratio  ei  Theoremate  XCIV  petenda  est. 

Si  nempe  duos  circulos,  pcr  duo  illa  puncta  eadem,  Pj,  quae  ad  contactum  secundi  ordinis 
pertinent,  ducas,  quorum  primi  (quem  circulum  osculationis  assumamus)  cum  cnrva  puncta  com- 
munia  sint  punctum  intersectionis  in  contactu  Pj,  et  P^  :  secnndus  Tero  puncta  P^  et  P^  cum 
curva  communia  habeat;  per  P,,.  P^  ct  0,  item  per  Pj,  P3  et  0  circulos  ducas  ;  hi  secun- 
dum  Theorema  citalum  sese  in  currae  centro  tangent.  Ilinc  necessario  rursus  sequitur  ex 
hac  conditione  in  Theoremate  XXV  satisfacta,  primum  circulum,  qui  per  P^  transit,  circulum 
oscnlationis  esse. 

45.  SOLUTIO  3.  Ilaec  scquitur  ei  illis,  quae  n^.  113  eiponemus,  (cf.  n'.  54.),  ita  ut  se- 
cundum  methodum  clar.  Abel  Traxson  (cf.  Gronert's  ArchiT,  Tom.  TII,  pag.  1>5.)  htbeamns 

THEOREHA  XXVL  Secundum  ea,  quac  in  Theorcniatc  XV  cxposuimus,  si  nornialcm 
construxissemus,  in  lineis  R}  R3,  R^Ra»  partes  sumamus  Ri  R4,  R2  R59  qu*^- 
rcspective  tertiae  sint  proportionalc^  ad  e  et  R,  Rj,  ^etRj  R3.  Perpcndiculorum 
ex  punctis  R4,  R^,  in  respecliTOs  radios  erectorum  inlersectio  sit  R,,  e  qua  iu 
normalem  PR3  perpcndiculum  Rq  R?  demittas,  tunc  radius  osculatioois  PR,  tertia 
erit  proportionalis  ad  PR^  et  PR3.  (vid.  Fig.  7.). 


46.     Eiiminatnm  r  intcr  aequationes  (47),  habemus 


unde 

V  4.  .M^  ^K  +  5{(g^-,»)9a^-5«M]^  _  f27(g>-.^).-8a«)>a^ 

"^^     ^  81  {(?^  — )j»)9o^  — 3a^)  243(3(f^— >2^)  — a^)     '    *   *   '  ^     ^ 

quae   est  Evolufae  aeqnatio  pro  coordinatis  rectangularibus :  sin  utamur  coordinatarum  polarium 
ystemate  (R),  ea  fit 

729  f  •  Cos  2  9  — 245  o*r*  (1 +3(7(9^*  2  (y.)  +  432  a*r*  (7o5  2  <1P  — 64  a»  =0 (liU) 

Ponendo 

2a:5  =  A, (86) 

fiunt  hae  aequationes 
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(«7) 


«'  =  ,«  +  „«  (5»  +  3A>)— «»(f»  +36»f»— 34«)  — (f*— i*)»  =  0  . 

4  f« Cb*  2  f)—  3  A»  r*  (I  +  3  C<w*  2  p)  +  12  A*  r»  ^o*  2  <p  —  4  A»  =  0 (S8) 

47.  Appret  ex  aequationibas  (S7)  et  (l>8),  ob  pares  tantum  potentias  coordinatanim  f  ct 
r,  Tel  r  continenles,  Erolutain  iiyrometricam  fore  Tersus  utrumque  coordinatarum  axin;  dum  ex 
(50)  concludimus,  Lemniscatae  tangentes  centrales  huic  currae  esse  asymptotos,  Erolntam  ergo 
ex  duobus  ramis  hyperbolicis  constare. 

In  (137)  si  ponamus  »  =  0  ,  fit  f  =  ^6  ; 

et  5  =  0  ,  fit  «1«  +  3  Z»»  n*  +  3  A*  « *  +  i^  =  0,  quod  fieri  nequit. 

Carra  ei^o  axe  secetur  in  puncto,  ubl  ^  =  b. 

48.  In  puncla  Erolntae  singularia  inquiramus,  secundum  metbodum  «  cl.  Ekmar  in  0p. 
land.  propositam.     Emnt 

5^  =  _2f  (3f«  +  2f»(n*  — 3i»)— „«  +3*»,»  +  3iM  , 
df  ^ 


§7 

dedn 


+  2n  {3»«  +  2«»  (5»+3A«)— f'  — 3A»f»  +  3A«}    ; 
J.  =  —  2{15f«  +6f»(«»  — 3  4*)— «*  +  3A»n»  +  3A*j  , 
=  _4f,(2f»  — 2,>-|.  3i»)  , 


^  =  2  (18.!«   4-  6.!»  (5*   +  3**)  —  ?*  — 34»  f»   +  34«} 


,(»9) 


^  =  _24f(Sf»+,»-34»  )      ,         il!^  =_4«(6f»-2«»  +  54^)   , 


dW=^  *'<''*- '^*-''*^     ' 


^  =24n  (5..»+f»+3A»)  ; 
d««' 


>T5^=*""     '    ^  =  "(>».' +5'  + 36')  i 
et€. 
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Pro 

?  -=  i"  =  A     ,     «=0,  (cf.  form.  (81).)  est 
3 

uiide  punctum  illud  esse  cirjpt^  primae  speciei  inTenitur.  (cf.  Ekman,  op.  laud.,  pag.  24.). 
Pro 

?=levo=.^^    ,   .  =  -te.  =  --±«,  (cf.  form.  (52).),  fit 

d«  621/2      '    d«  '     d),^ 

unde   punctum   hocce   tangentem  ad  axem  perpendicularem  habet,  et  nulla  ipfleiio  obtinet.  (cf. 
Ekman,  op.  laud.,  pag.  20.). 

Eyoluta  igitur  currae  hyperbolicae  tertii  ordinis  conspectum  habet,  ita  ut,  gradus  aequa- 
tionis  altior  peti  debeat  ei  eiistentia  duorum  punctorum  imaginariorum ;  ei  aequationis  u  (57) 
adspectu  saltem  factor  secundi  gradus  non  obvius  est. 

49.  Constructio  Evolutae  facillima  est,  si  Lemniscatam  concentricam  construamus,  cujus 
semi-axis  sit  |  a ,  ei  cujus  intersectione  cum  singulis  radiis  yectoribus  perpendiculum  demittamus 
in  Lemniscatae  primitiyae  normalem  correspondentem.  florum  perpendiculorum  pedum  locos 
geometricus  (cf.  Problematis  III  Solutio  1.)  Evoluta  est.  (cf.  Theoremata  V  et  XXIII). 
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§  4. 

DE  QUADRA.TURA  ET  AREAE  MULTIPLICATIOITE  AC  DITISIONE. 


*^—%< 


50.     Lemniscatae  quadfaturam  facile  reperiemus  ex  aequatione  (B).   Formula  nempe  cognita 

q  =  l/r*  dqp 
ibi  fit 


unde 


'  =1  f^'  a^Coi2<p.^(p  =  \a^f^'^.  Stniif  , 


? 


q'^'=^ia^Sin^(p,—Siniq>,)  =  \a^Sin{<p,—(f^).Cos((p,+cp,); (60) 

et  si  area  sumatur  inde  ab  aii,  ubi  (jp  =  0  , 

/  =  |a*&n2  9  =|v/(a*  -r*)    ; ; (61) 

quae,   usque  ad  tangentem  centralem  sumta,  ubi  q>  =  45^,  Tel,  quod  idem  est,  inde  ab  r  =  o 
ad  r  =  0,  praebet  Lemniscatae  Quadrantis  aream 

(?  =  I  a»   ; (62) 

unde 

4  (?  =  a» (65) 

pro  totius  curvae  area  invenitur. 

Ex  hac  proprietate  areae,  ut  algebraice  sine  functionum  ellipticarum  ope  determinari  queat, 
utet  arcns  Parabolicus,  J.  A.  Serret  in  Diario  Journal  de  Liouyillb^  Anni  1843^  TomoYiri, 
pag.  145  sqq.,  argumentum  cepit,  curvam  nostram^  in  quarumdam  currarum  oppositione,  Lem- 
niscatam  ParaboUcam  nuncupandi. 

51.     Ex  comparatione  form.  (61)  inter  et  (23)  sequitur 

5 


Digitized  by 


Google 


-  84  - 

THEOREHA  XXVII*  Area  pro  qiioyis  Lemniscatae  puncto,  radium  yectorem,  e  centro  di- 
yergentem,  inter  et  axem  contenta,  areae  trianguli  aequalis  est,  qui  latera  habet 
eundem  radium  yectorem,  normalem  polarem  in  systemate  (B),  et  lineam,  e 
centro  ad  mediam  eam  normalem  ductam.  (yid.  Fig.  2.). 

flajus  enim  trianguli   area   dimidiae   areae   aequalis   est   trianguli,  qui  radinm  yectorem  et 
subnormalem  polarem  pro  basi  et  altitudine  habet;  est  ergo  primi  trianguli  area 


1       1 

T    •    5 


r.  1:11^1=^  =  iV/(«*-rM  =  /. 


Ex  eadem  formula  (61)  deducitur 

THEOREM  XXVIII  a  Vechtmann,  op.  cit.  pag.  27. 

In  semi-axin  si    con«truas    semi-circulum ;    datum  radium    ycctorem  usque  ad 

circuli  conferentiam  prolonges,  ac  intersectionem  cum  yertice  jungfas;  trianguh  ita 

comparati    area   aequahs  erit    q  .  (vid.  Fig.  10.). 
Nam  trianguh  altitudo  aequahs  est  \  a  Sin  2  qp ;  ita,  cum  basis  sit  a,  area  fit 
^a.l^  a  Sin  2  (p  =  l  a^  Sin  2cp  =  q  . 

THEOREHA  XXIX*   Ab    L,  J.   Magnus   in   opere   suo,  Sammlung  von  Aufgaben  und 

Lehrsatzen    aus   der   analytischen    Geometrie,  BerJ.    1853,  pag.  517, 

propositum. 

Area,    quemvis   radium    vectorem  inter  et  axin  contenta,  aequalis  est  quadrato, 

in    scmi-radium    vectorem    ita    positum,    ut  angulum  45*,  axin  continentem,  cum 

primo  radio  vectore  efficiat,  constructo. 
Est  enim 

/  =  I  «a  Sin  2  g)  =  I  fl^  C(7*  2  (45"—  qp)  =  A^^iso-^))  • 

THEOREHA  XXX.     In  Lemniscatae  totum   axin   si   construas   semi-circulum,   radium   vecto- 

rem   datum   usque  ad  circuh  conferentiam  prolonges,  et  ex  intersectione  perpen- 

diculum  in  axin  demittas,  triangulum  construxeris,  cujus  area  aequahs  est^  .(vid. 

Fig.  10.). 

Hujus  trianguh  nempe   basis  et  altitudo  respective  a  Sin  q>  et  aCosq>  aequales  sunt,  unde 
01  ea  fit 
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I .  a  Sin  (p  .  a  Cos  g)  =  |  a*  5**»  2  qp  =  9  aequalis  . 
Ii2.     Ex  form  .  (62)  et  (63)  concludimus 

THEORENA  XXXI*     Curvae  totius  area  dimidium  est  rectanguli  circumscripti.(vid.  Fig.  3.). 

THEOREMA  XXXII*    Lemnisci   unius  areae  ad  quadratum  circumscriptum  ratio  est  ut  4  ad 
5  |/  5.  (cf.  Theorema  VI  et  vid.  Fig.  3.}. 

55.     £x  dictis  in  promptu  suot  solutiones 

PROBLEHATIS  !¥•  Lemniscatae  seg^menti,  axem  inter  et  quemvis  radium  vectorem,  e  centro 
divergentem,  contenli,  (^  Quadranti  minoris),  area  n  —  plex  assignetur. 

PROBLEHATIS  ¥•    Lemniscatae  segmentum,  axem  inter  et  quemvis  radium  vcctorem,  in  n 
partes  dividatur. 

In  problemate  posteriori  sulTicit,  ut  inde  abaxi^  partem  assignemus:  reliquum  ope  pro* 
blematis  prioris  absolvitur.  Gaeteroquin  solutiones  amborum  problematum  eodem  redeunt. 

SOLUTIO  1.  Triangulo  Theorematis  XXYIII  comparato,  altitudinem  inde  ab  axe  n  — 

plicem  sumas,  vel  inde  ab  axe  ^  partem  abscindas,  et  per  harum  partium  extremitates  axi  pa- 

raUelas  ducas,  quarum  cum  circulo  intersectiones  curvae  cenlro  jungendo,  radios  vectores,  aream 
quaesitam  cum  axe  continentes,  habebis,  ut  facile  intelligitur  ex  trianguli  basi  constanter  semi- 
axi  aequali  manenti. 

SOLUTIO  2.  Priori  mullo  minus  expedita,  e  Theoremate  XXIXpetitur.  Radium  vec^ 
torem  enim  ad  angulum  41i^  —  q>  (ubi  (p  est  angulus  dati  segmenti)  pertinentem,  in  rationem 

1   ad  v^  n     ,     vel     1  ad  |/  jj- 

mutes,  et  angulo,  qui  in  Lemnucata  ad  huncce  pertinet,  ab  45^^  abstracto,  manet  angulus  seg- 
menti  requisiti. 

54.     Porro  patet 

THEOREMA  XXXIII.     Lemniscatae  Quadrans  bisecatur  radio  veclore,  qui  cum  axe  angulum 
15'  efficit.  (vid.  Fig.  3.). 
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quod  apud  YeghtmanN;  op.  cit.  pag.  26  ,  inYenitur  .  Tunc  enim  est 

/  =  I  a  >  5»n  3 0'  =  I  a »  .  I  =  ».  (?  . 
UinCy  nec  non  ex  his,  quae  n''.  25  de  hoc  puncto  conunemoraTimus,  sequitur 

THEOREHA  XXXIV*     Lemniscatae  lemnisco   uni   si  circumscribamus  quadratum,  cujus  duo 
latera  sint   tangentes   centrales,    area  figurae  mixtaelineae,   quae  inter  duo  latera 
quadrad   et  Lemniscatae   ipsius   arcum   inde   a  9  =  45''  usque  ad  q>  =  15"  conti 
netur,  Quadrantis  quartae  parti  aequalis  est.  (yid.  Fig.  3.)  . 

Trianguli  enim^  quem  radius  vector  cum  figurae  mixtaelineae  lateribus  rectis  efficit,  basis  et 
altitudo  cum  sint  in  systemate  coordinatarum  (E)  abscissa  et  ordinata  puncti,  ubi  tangens  alteri 
tangenti  centrali  parallela  est^  habemus  pro  ejus  trianguli  area 

27  3 

4- .  y  « l^  T  •  T  ^  ^T  =  16  «*  =  T    (?,  a  qua  cum  Quadrantis  dimidii  aream 

I  a^  =  ^    Q  abstrahamus, 
manet  ][ga*  =  }    Q  pro  figurae  mixtaelineae  area,  ut  probandum  erat. 

55.  Ut  aream  exprimamus,  inter  cujusvis  Lemniscatae  puncti  abscissam  et  ordinatam  et 
curvae  arcum  contentam,  habemns  formulam  notam 

9i   =  j  y  diP, 
quae  ibi  ex  form.  (2)  fit 


„=../»...  |/-°'-''"+;/'°'+°''' . 


et  posito 


8  J7*  =  t?  ,     .    . ' (0) 

quod  integrale  ut  rationale  reddamus,  ponamus 

—  a^—v  +  ai/(a^+iv)  ^  ^,  ^ ^^j 

V 

unde,  qnia  v  generaliter  non  0  est  aequale  , 

(1  +w^)^  (1  4"«^  ) 

Pro  limitibus 
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X  —  0  ^    esX  V  =  0       ,     10=1     ; 


X    =    X 


1  > 


_  Vi 


(q) 


j?* 


Integrale  ipsum  fit 

y  (1  +u>^y 

sire,  cf.  M.  Hirsch,  Integraltafeln,  BerL  1810,  pag.  50.  , 

a^io^  /A 

(l+fC*)» 

ergo,  ope  aequationum  (q)  et  (H') 

"O  4(a^i*— y»*)  4a»  ' ^    ' 

^  a    _       a^.y.*  _(a»-r»)t/(a*-r«) 

*.        («'.*  — y.')  4a» 

Ex  (64)  pro  r  =  a  ,  et  ex  (65)  pro  r  =  0  colligitur 

<?  =  i  a»  , (62) 

ut  decet. 

B6.     Eaedem  areae  a  yKCHTiu.Rif,  Diss.  laad.  ,  Pag.  27.,  indirecte  ez  figara  ita  deda- 
cantar  :  (rid.  Fig.  2.) 

Area      OAUPO      =  |l/(a«— r*)         ,  (cf.  fonn  .  (61).) 

rrtBny.  0PX  =  4^«y  =  *'V(°*~*'*^        ,  (cf.  aequ  .  {E').) 

4a* 

ergo 

Area      AUPXA      ^  («»-r») ,/ (a« -r«)  

4a»  ^    ' 

(jtiam  si  ab 

Area      OAUPVO   =  |  o»  abstrahas, 

erit  Area      OXPVO       =  ^*-ia'-ry(a*-r*) ^g^^ 

57.     Inde  nunc  colligitur 
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THEOREHA  XXXV»  Area,  quae  ab  ordinata  quacumque  usque  ad  Yerticem  curva  et  axi 
includitur,  sic  inveniri  potest.  Gonstruas  A  quartam  proportionalem  ad  r,  x  etyyBeiC 
tertias  proportionales  adr  eta,  et  ad  r  et  y  respectiTC;  D  quartam  proportionalem 
ad  r,  Bf  et  A :  reclangulus  C  inter  et  D  constructum  areae  datae  aequalis  erit. 

Est  enim  rectangulus  ille 

xy   a^ 

^  ^      A.B  ^        f      r    y^       a^  xy^  «        /^  r         ti,^g\  \ 

=  C.D  = C= —  = =L.  =5,       .  (cf.  form.  (65).) 

r  r        r  r*  «^i 

&8«     Si  area  rogetur  duas  inter  ordinatas,  axin  et  Guryae  arcum  contenta,  eruimus,  angulis. 
quos  radii  yectores,  ad  eas  ordinatas  pertinentes,  cum  axi  facinnt,  per  «p^  et  qp^  denotatis, 

w  =  iang  <p  ;  (cf.  fonn  .  {q).)  , 
iiflde  aequatio  (r)  fit 


fTang  Wa  _ 

^V~/^«»^^.(l+tr^)^  ""*'  \{i  +  Tang^^,)^        (1  +  TaV  gj^ j 

j  f      Sin^ qfi.Cas<Pi        Sin^  (f^  .Cos cp^     1 

~^    \{Sin^(p,  +  Cos^(fi)^        {Sin^(p,  +  Cos^4f,y) 


=  I  a>(5fn*  (]Pi  .  Sin  2  Pj  —  Sin^  (p^ .  Sin  2  (f^) 

=  |a»  (5m2g.i  ^5»w2<jpJ  — J  a^  (5m4(]Pi  — 5tn4(jpJ 

=  |a4Ca52(4B"— <yj  — Ca5  2(4B"— (p,)]~;ia»{CV>5  2(45"— 2y,)  — efe5  2(48'— 2(pJ}V^ 

V^     (450-y,)/  V^     (460-.y,)/  ^y      (450-2^0/  ^  V^     (46o~2y,)  /    * 

Hinc 

THEOREMA  aXXVI*  Area,  quae  continelur  axem  et  Curvam  inter  et  duas  ordinatas,  qui- 
bus  radii  vectores  et  anguli  polares  correspondent  respective  r,  et  (jPj  ,  ac  fj  et 
q^^  ,  sic  determinari  quit. 

Gonstruas  radios  veclores  r^^r^  «^s»''^'  4^^  ^^^^  ^^^  respectiye  incIudaDt 
angulos  45'  —  (jp,  ,  45''  —  q>2  ,  45""  —  2  y,  ,  45''  —  i<P%'9^  differentia  quadratorum 
in  dimidia  r,  et  r^  constructorum,  si  dimidium  abstrahas  differentiae  quadrato- 
rum  in  dimidia  r^  et  r,  constructorum,  area,  quae  restat,  aequalis  erit  areac 
quaesitae.  (cf.  form.  (66)  et  Theorema  XXIX.). 
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S9.     Quando  radium  Tectorem  e  foco  divergeiitem  cogitamus,  erit  systema  (D) 

r*_  ier^  Cosq>  +  ie^  r^—e*  =0  , (D) 


unde 


c«,=-'  +  V';'-'' m 


et  habemus,  (cf.  n"^.  23.)  , 


^  =  —  r^  —  5gr  C(95qp  +  2g^   ,  .^g) 

dr  ^r*  iSiViqp 


ergo 


3    =  h  fr'iq> 


-f 


^.r^^r    (4r«  +  8(?»f*)  —  (5  r«  +  12g*f»  — 3e« 

4r»        v/{16  «*»••  — (»•'  +  8«r»r«  +  16e*  r* —  ie*  r* —  8e*  r* +0*}) 


^  _t!  f  _ — Lk — l , .  l; 

*  iv/(r»_e»)^t/(_L*   +  6  1*   -  1)         •* 
e*  e* 


Yel  (cf.  M.  HiRSGH,  Integraltafeln,  pag.  185.)  , 

93  =  r    l/(-^!    +  eL*    -1)  ^\V{-r'  +  Qe^r^-e') (68) 

Hinc  sequitur  facilis  demonstratio 

THEOREHATIS  XXXlfll.     Quod   ex  iis,  quae  J.  A.  S£RREt  in  Diario  Journal  de  Liouville, 
Anni  J846,  Tomo  XI,  pag.  89,  proposuit,  deduci  potest. 

Si  in  radium  vectorem,  e  foco  divergentem,  triangulum  describas  excentrici- 
talem  et  semi-axin  pro  lateribus  habentem,  trianguli  area  aequaUs  erit  segmento 
Lemniscatae,  hunc  radium  vectorem  inter  et  semi-axin  contento.  (cf.  Fig.  6.), 

Trianguli  enim  latera  cum  sint  r  ,  ^  et  e  v/  2  ,  est  area  / 

/   _  \/r  +  e  +  e{/2    r  +  e  —  eV^    r  —  e  +  ej/i   —r+e  +  ej/^ 
y  2  2  2  *  2 

=  lyil+ilLllil!    —(r  —  ey  +  ^ie^  ^  t/r^+^ier-^e^    — r^  +  <ier  +  e^ 
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60.     His  addere  possumus 

THEOREIA  XXXlfUI.     Quod    Steinbb    demonstrandum    proponit   in   Diario  Journal  Ton 
Crelle,  Tomo  XVIII,  pag.  572. 

Girculum  describas  in  Lemuiscatae  totum  axin,  nec  non  duos  circulos  e  focis 
cum  radio  excentricitati  aequali ;  area  figurae  curvaelineae,  quae  restat  in  primo 
circulo,  post  arearum  ei  cum  duobus  posteriobus  communium  abstractioneni, 
areae  toti  Lemniscatae  aequalis  est.  (Tid.  Fig.  11.}. 

Quia    OG    =  OA  =  ^v/2  =  |/  (2  OF^)  est,  patet  LGOV  =  45^  esse,  ergo  OG 

cum  Lemniscatae  tangenti  centrali  coincidere,  GH  per  F  transire.     Porro  est 

quadrans  circtUi  0  H'I  G  0  =  |  ti  a* 

A  OGF  +  A  OHF'  =  2A0GF  =  2.|e^    =ia» 
quadrans  circuli  FOGF  +  F'OH'F'  *=  2F0GF  =  {na^   =  ne^ 

unde  a  duorum  priorum  summa  quum  abstrahas  tertium,  inanet 

figura  curvaiinea  0IGIH'Y0  =  |aa=2Q.     Q.E.I. 

THEOREMA  XXXIX.  Cujus  existentiam  Steiner  loco  citato  vage  indicat. 

Si  lineam  ducas,  cum  perpendiculo,  e  centro  in  axin  erecto,  eundem  angulum 
efficientem,  ac  radius  yector,  segmentum  quodvis  Lemniscatae  abscindens,  cum 
axe  includit,  partem  figurae  curvaelineae  in  theoremate  praecedenti  commemo- 
ratae,  inde  ab  illo  perpendiculo  abscindis,  quae  segmento  areae  Lemniscatae  ae- 
qualis  erit.  (vid.  Fig.  11.). 

Sit^IOQ  =  ^AOP  =  qPi   .Si  lineae  OQ  cum  circulo  0  F  intersectionem  M  cum  cenlro 
F  jnngas,  inyenies 

ZOFM  =  2ZIOQ  =  2<pi, 
pt 

segmentum  OXMO  =  2e*<jp,  -^^ —  |e*S»n2g, 
=  a*  qp, 1  a*  Sitt  2  a,    , 
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auod  si  a  yalore  sectoris  01  Q  0  =  a^  q^t   abstrahas,  manebil 


figora  mixtalinea 


OIQMXO  =  \a^Sini<f,   =  q' 


quod  inyeniendum  erat. 

61.  Idem  auctor  Steiner  in  Diario  Journal  Ton  Crelle,  Tomo  XIY,  pag.  88,  de- 
monstrandum  proponit 

THEOREHA  XL.  Iq  Lemniscatae  axi  punctum  £  ita  sumamus,  quod  ad  curvae  verlices, 
et  alterum  focorum,  quartum,  posteriori  adordinatum,  punctum  barmonicum  sit : 
itaque  (cf.  Theorema  IV)  focum  Hyperbolae  Aequilaterae  correspondentis.  Rec- 
tam  per  centrum  ducas,  ita  ut  curvam  in  duobus  punctis  intersecct,  in  quam  ex 
£  perpendiculum  demittas.  A  cujus  pcde  ad  duas  lineae  cum  curva  intersec* 
tiones  partium  rectangulus  constanter  quadrato,  semi-axi  superconslructo,  ergo  to- 
tius  curvae  areae  aequaUs  erit.  (vid.  Fig.  !.)• 

E^t  0  R  =  0  E  Co*  E  0  R  =  2  e  Co5  9  , 

0  P  =  0  F  =  r  =  (?v/  (2  Coj  2  q)  , 
ergo 

P  R  X  P'R  =  {2  e Cb5 y  —  ^  l/  (2  Co5 2  (j))}   .   [^eCos(f>  +  e  ^/ (2  Cos  2  q)} 
=  ke^  Cos^  qp  —  2  e*  Co5  2<p  =  2  e^  =  a^  . 

Eodem  redit    demonstratio   hujus  theorematis    a  Dippe  data  in  Diario  Journal  von  Grelle, 
Tomo  XVI,  pag.  65,  ut  et  ea,  quam  Vechtmann  in  Diss.  cit.,  pag.  28,  tradit. 

62.  Ex  problemate  quodam,  a  W.  J.  C.  Rammelman  Elzevier,  in  Verzameling  van 
Nieuvre  Wisk.  Voorstellen  van  het  Gen.  Een  onvermoeide  jirbeid  enz.,  Tomo  II, 
pag.  316,  proposito,  sequitur 

THEOREMA  XLI»  Si  per  quodcunque  Lemniscatae  punctum  in  radium  vectorem,  e  centro 
versus  illud  divergenlem,  perpendiculum  erigas,  boc  cum  duobus  tangentibus  cen- 
tralibus  triangulum  efficit,  cujus  area  constanter  quadrato  in  semi-axin  constructo, 
ergo  totius  curvae  areae  aequalis  erit. 

Est  hujos  perpendiculi  aequatio 
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et  aequationes  tangentium  centrallam 

y  =  a?     ,     et      y==  — x  , 
ergo  perpendiculi  cnm  tangentibus  centralibus  intersectionum  Q,  ,Qj,  coordinatae 


a-i    =  yi    = 


J^i a;,»   +  y,' 


1   +   - 

yi 


^-  «1  +  yi 


«'i*    +  Vi 


1 


Xj    —    —  yj    —    — 


—  1  +  - 
y. 


'^-  r.  —  y. 


unda  longitudines 


OQ.   =  v/Or,>   +  y,')   =  "''■'   +  y''  V^2  . 

a^.  +  y. 

0  Q,  =  »/  («^3»  +  y,»)  =  "''*  +  ^''  v/  2  • 

0?,  —  y, 

Quia  vero  triangulus  in  0  est  rectangnlos,  ejus  area  /  erit 

/=  ^.  OQ,  .  OQ,  =|ifiL±Ji4!  .  2=a» 

ar,»  —  y,» 


iMim» 
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§  5. 

D£  RECTIFICATIONE  IfEC  NON  ARCUS  SIULTIPLICATIONE  ET  DITISIONE. 


65.    Lemnlscalae  rectificalionem  quoque  ez  systemate  (B)  petamus.    Formula  satis  cognita 
ibi,  ope  aequationam  (B)  et  (19),  fit 


0^^052  cp 


~/  i7Co*2^  "~  /  1/(1— 25i»^(]p)  'l 
Tel 


/  l/Co*2(p  /  1/(1— 25i»^(]p)  'I 


d.-  }  (70) 


Vo-:-;) 

quae  ambo  integralia  ope  functionum  ellipticarum  exprimi  possunt. 

64.  Prima  jam  habet  formam  ab  lUa  ellipticae  functionis  primae  speciei  vix  diversam,  nisi 
ad  modulum,  unitate  majorem,  attendas.  At  vero  etiam  argumenti  (p  limites  sunt  0''  et  45% 
quum  contra  ellipticarum  functionum,  quae  comp]etae  habentur,  generaliter  limites  0''  et  90'',  ergo 
duplo  extensiores  sint.     Quas  limites  ergo,  ob 

2  Sia^  I  T  ==  1  =  Sin^  \  n  , 

'6" 
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facile  introseremas  ponendo 

2  Sin^  (f  =  Sin^  it^,  nnde  Cos  2  <f  =  Cos^  xp  ,  Cos^  cp  =  1  —  {  Sin^  ijf  , (71) 

et  differentiando 

S,  =  ^tVlia^        =^fWL_    ; (72) 

Coscp  v"  (1  —  I  Stn^  vO 

quorum  substitutione  form.  (69)  eyadit 

y/{l—^Sin^rp)    ' 
Tcl,  si  signis,  a  clar.  P.  F.  Verhulst  propositis^  utamur  , 

s  =  ai/^  .  dig.{i/ly^>)=e  .dig.{]/^,iti); (73) 

unde  hoc  sequitur  in  Lemniscatae,  nec  non  in  Eilipticarum  Functionum  theoriis  maiimi  momenti 

THEOREHA  XLIL     Si  Lemniscatae    exccntricitatem   pro   unitate    sumamus,    arcus  exprimit 
functionem  ellipticam  primae  speciei  pro  modulo  \/  J-,  aut  pro  angfulo  moduli  45". 

(^od  ab  ill.  Legenori  in  opere  suo  Traite  des  fonctions  Elliptiques,  Tomo  I,  Cap.  YIII, 
pag.  135,  jam  obserratum  est. 

Ratione  verum,  qua  ille  auctor  celeberrimus,  ut  et  vir  clar.  P.  F.  Verhulst,  in  opere 
Traite  elt^mentaire  des  fonctions  elliptiques,  Nota  2,  pag.  294,  ad  formulam  (73)  per^ 
venerit,  methodus  praecedens,  mihi  a  praeceptore  aestumatissimo  riro  cl.  G.  J.  Yerdam  suggesta, 
simplicior  et  magis  ad  manum  esse  videtur. 

Ei  form.  (71)  habemus 

r^  =a^Cos2(p  =  a*  Cos^  1}^,  et  r  =  a  Cosip  , (74) 

unde  et  aequationes  (H')  dabunt 

iV=za  Cos  yj  t/    —^ ^     ,     y  =  a  Sinxp.Cos  ipy/  ^ (75) 

65.  Ad  eosdem  autem  valores  etiam  ducimur,  si  mtegrale  (70)  secundum  regulas  cognitas 
(cf.  clar.  Yerhujlst,  op.  laud.,  pag.  15,  14)  ad  functiones  elhpticas  reducere  cupiamus.  Tunc 
enim  ponendo 

r  :  a  =  Cos  i/;  :  |/  1,  unde  r  i=z  a  Cos  xp  , 
in  formulam  (73)  incidimus. 

66.  Quando  yero  aequationes  (75)  tamquam  integralia  aequationis 

V(d^»+dy»)  =  _iil_ -.  .  .  .  (73) 
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consideremusy  ubi  ir  et  y  inter  se  conjunguntur  aequatione  conditionali 

{x^  +  y^y=2e^x^—y^), (A) 

alia  quoque  integralia  exstant^  ut  et  praecedentia,    tantum  singpilaria^^quia  constans  desideratur, 
quorumque  ezplicatio  paullo  posthic  dabitur,  nempe 

aSinxf}  aSinip.Cosyf 

^~  l  +  Cos^^tp     '     ^~   l  +  Cos^xp    ' 
unde  /  (76) 

j a^  Sin^  xp 

~  1  +  Cos^  xp  ' 

quae  mihi  obvia  fuerunt  in  applicatione 

THEOREMATIS  XLIIL  Quod  ab  J.  A.  Serret,  in  Diario  Journal  de  Lioutille,  Anni  1845, 
Tomo  XI,  pag.  257,  propositum  est. 

Lemniscatae  coordinatae  rectangulares  per  functionem  rationalem  amplitudi- 
nis  functionis  ellipticae  primae  speciei,  arcum  exprimentis,  exprimi  queunt,  ponendo 

x  =  a — ! ,     y  =  a (77) 

£xinde  enim  sequitur 

(^«+y»)»=a«(-l!Ly=o»(*'-y»)  , (A) 

et 

•"<*"+»'■)' =7^' ' *"' 

in  quibus  aequationibus  si  sumamus 

z  =  Tang  |  i^ , (79) 

erit 

v/(^^^+^y^)=     ^t/i>^V^        (73) 

et  0?  et  y  acquirent  valores  (76). 

67.     Hic  locus  mihi  videtur  idoneus,  ut  addam 
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THEOREHA  XLIV.   Ab  J.  A.  Sbrret,  loco  cit.,  pag.  258,  proposituai. 

Lemniscatae  Bernouillanae  aequatio  sub  forma  simpHcissima,  ut  opinatur  ille 
anctor,  est 


— : —  ,   «=c  — 


Hinc  orit 


{x^  +  y»)»  =(c»  j^,y  =  C»*y  , 


quam  cum  systemate  (E),  ubi  tangentes  centrales  pro  coordinatanun  rectangularium  axibus  sum- 
simus,  comparantes  yidimus  esse 

C  =  2e (81) 

Porro  evadit 

Tel,  ob  valorem  (81),  idem  ac  mox 

Ibi  ergo  etiam  aequatione  (79)  ad  substitutionem  uti  debemus,  unde  fiunt  form.   (80) 

e  Sin  i/i .  Sin^  |  i/i  ^^ e  Sin  \p , Cos^  ^  i/' 

1  ' 


68.  Ex  form.  (73)  coUigimus 

THEORGIIi  XIV.     Lemniscatae    arcus,   qiii   duobus  radiis  vcctoribus  r,   et  r^  delerminatur, 
exprimitur 

e  [dig.  (i/^  ,  xp,)  —  dig.  {i^  J  ,  V'i)}   , (8-^) 

si   nempe  qp,   ci  q)^  anguli    sint   illos   radios    vectores    inter   et  axin,  ct  obtineaiif 
relationes 

Cos  2  qpi  =  Cos^  </',     ,     Cos  2  qPa  =  Cos^  V'2  • 

69.  Pro  Quadrantis  arcus  longitudine  ex  form.  (75)  habemus 

S  =  e  D.(V/|) (84j 

41io  modo  rero  eam  quoque  exprimere  possumus.     Est  enim  ex  form.  (69) 
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Jq\/Cos2(p  /4t»/5»»2i  Jo 

=  \  a]/i  I      d  1  Sin-i  1  .  Cos-i  x (8») 

•'0 

Sed  in  Diario  Journal  de  Liodtilib,   Anni  1842,  Tomo  TII,  pag.  114,  J.  A.  Serret 

obsenrat  esse 

I     «»"-' J-  .   CS)»^'»   >*  =_ii_i ilZ   ; (K) 

ubi    sigQo  r»   ut  usus  fert,   Integrale    Eulerianuin   secundae   speciei   denotatur.     In  hoc  nostro 
casu  autem  est       m  =  n  =  | ,       unde  prodit 

THEOREMA  XLYI.     Lemniscatae  Quadrantis  arcus  longitudo  exprimitur 

S  =  Hil).  t (86) 

Fit  enim  aequatio  (K)  pro  m  =  n  =  ^ 

^o  2r(|) 

«nde  ex  form.  (85) 

2r(|)        ^     ^^    r(|) 
'^ade    quia  r  (|)  =  v^  tt  ,     et    ai^\  =  e  est,  aequatio  (86)  prodlt. 
70.     Ex  form.  (69)  dedncimus 

,-_^  /    o^<p       _    /" Coi^  y _    /" g  .  ^  .  ra;>g y 

Jv^Cositp  ~   J Sec^  9  i/ {Cos^  9  —  5w*  <jp)    ~  /  l/  (1  +  Tanj*  9)  i/(l  —  ranj^  9)) 

^    f    a.^.Tangip 

Jly^{l—Tang*(p)    ' '  '  ^     ^ 

«ttde  colligimus,  integralia  (70)  et  (87)  eadem  fore  intra  eosdem  limites  Tariabilium 

r  :  a        et     Tang  9  . 
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Si  inde  a  limite  0  nuineremuSy  arcus,  qui  integrali  (70)  exprimitur,  inde  a  centro,  ubir  :a  ==0, 
sumendus  est:  ille  contra  ex  integrali  (87)  deductus,  inde  a  yertice  sumendus,  ubi  iang  9)  =  0. 

Arcus  igitur,  ut  et  a  TECHTMAiirN  in  Diss.  cit.  pag.  30,  qni  a  centro  incipity  arcus  tUreC' 
ius  nuncupatury  arcus  inversus  yero  ille,  qui  a  yertice  initium  ducit:  dum  ambo  arcus,  a  centro 
ad  amborum  radiorum  yectorum  correspondentium  extremitates  computatiy  jam  ab  ill.  Euler  in 
Noyis  Commentar.  Petropolit.,  Tomo  TI,  pag.  58,  sqq.,  arcus  compkmentares  no- 
minantur. 

Radios  vectores  correspondentes  inter  relatio  facile  invenitur.  Si  enim  radium  yectorem 
arcus  complementaris  ^r  et  angulum,  quem  cum  axe  efficit,  ^q)  Tocemus,  r  et  qp  pro  arcu  ipso 
sumtis,  erit 

_    =  Tang  ^q  ,     Ye\  r  =  a  Tang  jCjp (88) 

a 

•^     1+Cw2,(p         '^    a* -i- ^r'         ^    ' 

quae  inter  radios  Tectores  relatio,  dabit  angulos  polares  ad  eos  pertinentes,  qp  et  j<f,  inter  se- 
quentem 


Tel 


vel 


a*Co«2<i)=o* —  , 

a» +a»Cb«2,(j. 


Cos  q>  .  Cos  ,9  =  |/  I  . 


(90) 


Dum  inter  angulos  auxiliares,  amplitudines  functionum  ellipticarum  referentes,  tp  et   ,t/',  relatio 
prodit 

a^  Cos^  ip  =  IZ  , 

a^  4-  o^  (^os^  jt// 


rel 


^'*' ^  =  1  f  1?  ,    '  «»»v=-^4^?l^.r«Vv  =  2Co/»,v.,    I 

1  +  Cos^  jV  1  +  Cos^  it/i  V(9i) 

Tang  if)  .  Tang  ,  i/;  =  v^  2  .   j 
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qoae  altima,  ut  decet,  eadem  est  relatio,  quae  inter  amplitudines  complementarium  functionum 
ellipticarum  primae  speciei  obtinet.  (cf.  clar.  Ybrhulst>  op*  laud.,  pag.  40.). 
Quae  si  coUigamus,  prodit  elegans 

THEOREHA  XLTlIt    Lemniscatae   duo   arcus    vicissim    complementares   erunt,   si   oblineaut 

relationes  inter 

£1» |.a 

radios  vectores,    ,r*  =  a^  , (89) 

ang^ulos  polares,  Cos  <p.  Cos  ,  g.  =  v^  4   > (90) 

angulos  auxiliares,    Tang  xff  .  Tang  ,i//  =  v^  2 (91) 

l^uia  enim,  (yid.  Fig.  12.)  ez  formulis  citatis  est 

Arc.  direct.  01=  Arc.  invers.  A  2, 
erit  quoque 

Arc.  direcL  02  =  Arc.  invers.  A  1 , 

ita    lat  elementa  correspondentia  permutari  queant  necesse  sit,  quod  ex  form.  (89),  (90)  &  (91) 
ita    £eri  patet. 

71.     Exposita  facillime  ducunt  ad  solutionem 

■^«OBLEMATIS  YL     Arcus  cujusvis  dati  arcus  complementaris  inveniatur. 

SOLUTIO  1.     Perpendiculum  in  aiin  e  yertice  erectum  erit  linea  tangentium  ad  circulum, 
^^\vxs  radius   semi-axi  a  aequalis  est.     Radium  yectorem  arcus  dati  igitur  inde  a  yertice  in  hoc 
""^^i^ndiculo  abscindas,  cujus  extremitatem  cum  centro  si  jungas,  Lemniscatam  secabis  in  puncto 
quaesito.  (cf.  form.  (88),  et  rid.  Fig.  12,). 

SOLUTIO  2.     Sequitur  ex  form.  (90)  a  Cos  (i=eScc^<\>  . 

£  dati  puncti  radii  yectoris  cum  circulo,  in  totum  axin  constructo,  intersectione  pei;pendi- 
culam  in  axin  demittas,  cum  parte  axeos,  a  centro  usqqe  ad  hujus  perpendiculi  pedeni, 
a  £0$  ^  aequali,  e  oentro  circuli  arcum  ducas,  cujus  intersectione  cnm  perpendiculo,  e  foco  in 
axin  erecto,  cum  centro  juncta,  radium  vectorem  quaesitum  habebis.  (yid.  Fig.   12.). 

72.     Caeteroquin  est 

iHEOREIIA  XLVlUt     Arcuum  Lemniscatae  complementarium  radios  vectores  si  prolougemus 

usque  ad  perpendiculum,  e  vertioe  in  axin  erectum,  partes  ita  in  hoc  perpendi- 

culo  inde  a  vertice  praecisae,  alteri  radio  vectori  aequales  erunt. 

7 
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(juod   idem   inTenitur  apud  YeghtmanNi  op.  laud.,  pag.  20. 
Porro  elegantissimum^  quo  integralia  (76)  explicantur  , 

THEORENA  XLIXt    Valores  (75)  et  (76)  amborum  integralium  aequationis 
nempe 


aotn^.ijos  w  ,  «- «3»/*- i;»  .^^. 


et  ft 

a  Sin  ip  a  Sin iff. Cos  i//  j a^  Sin^  i/» 

^  ~  1  +  Cos^  1/»      •'       ^         1  4-  Cos^  ip     '      ^    ""  1  4-  (7o5»  ip 

ad  arcus  complemenlares  pertinent. 

Secundum  enim  form.  (89)  erit 


.  j a^  —  r^     2 a^  —  a^  Cos^  i/»     ^  o*  iSt/j*  i/» 

^^    ""a^  +r^  **    ~  a»  +  a^  Co*^  yj  ^    ~  1  +  Cos^  </»  ' 

75.  Transeamus  ad  theoriae  funclionum  ellipticarum  regulas  in  Lemni^catae  arcuum  mul- 
tiplicationem  applicandas,  ubi  eadem  inTcnire  debemus,  quae  hucusque  inde  a  celeberrimo  Euler, 
usitatiorum  analyseos  adjumentorum  ope  iuTenta  sunt.    Et  primum  quidem  ponamus 

PROBLEHA  VIL    Arcus  dati  duplum  assignetur. 

Angulo  radium  Tcctorem  arcus  dati  inter  et  axin  per  qp  denotato,  ponamus  Cos  iqi  =  Cos^  i/'. 
Similiter  arcus  duplicis   angulum  polarem  per  qp^  denotemus  et  ponamus  Cos  2  (p^  =  Cos^  ip^; 
relatio  Va  '"ter  et  i/;  erit  (cf.  clar.  Verhulst,  op.  laud.,  pag.  42.) 

l  —  iSin^xp+^Sin*xif 
Sin^  V'  =  1  —  Cos^  1/;  =  1  —  !!  ,  (cf.  form.  (74).) , .  .   .  .  (95) 


a^ 


Xos  ti)> 


_— aM-2a»r»  +  r* 


^       a*  +2a»r»  —  r*   ' 
crgo,  quia  r^  positiTum  esse  debet,  et  ob  a  ^  r,  fit  ex  form.  (74) 

a*— 2a*r>  —  r* 


r^  =  dz  a  Cos  i/'a  = f94^ 

^       a*  +  2a*r^— r*  ^  ^ 
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Sed  aequo  jure  form.  (76) 


uli  possunrus,  quae  ob 


r,'   = 


—  51  — 


o*  Sin*  t//i 
1  +  Cos*  v» 


*         1— 4.5i»> 


(7G) 


(9li) 


(cf.  clar.  YfiRHULST,  op.  laud.,  pag.   42.),  fit 

2  a Sin  xp.  Cosxp.  A  (^i) 


r,  = 


quae  denique,  ope  substitutionis  fonn.  (93),  fit 


_  2a^rV^(a*— r*) 
^*  a*  +  r* 


(96) 


Vaionunrj»  in  form.  (94)  ac  (96)  inTentorum,  differentia  inde  petenda  est,  quod  ad  arcusdu- 
plices,  directum  et  myersum,  pertinenty  ut  et  r  et  ^r  in  form.  (74)  et  (76)  pro  arcu  simplici. 
Quia  Tero  ex  functionum  ellipticarum  theoria,  cujus  ope  inyenta  sunt,  discerni  nequit,  ad 
quidnam  r  quod?is  r^  pertineaty  ad  alia  adminicula  nos  conyertamus  necesse  est. 

Ez  aequatione  (94)  enim  dilTerentiando  liabemus 


d  .r. 


—  8o»f  (q*  +r*)^r 
'  {a*  +2a=«r»  -r*)» 


unde  Tidemus  hoc  r,    diminui,   si  r   augeatnr,   igitur   r,  ex   form.   (94)  radinm  rectorem  esse 
arcus  duplicis  inversi. 

74.     Hinc  sequitur  porro  inter  angulos  polares  relatlo 

pro  r,  ex  form.  (96) 

a*+2o»r*— r«        ,  ,   _    1  +  2Coi  2<p  — Co»»  2y 


€os  qpj    =5 


o*  +r* 


1  +  Cos^  2  (p 


v\ 


^  Cos^i^  +  Siii}  y.  Cos  2  y       , 
~  (7o5*9  — 5m*<jp.Cbf  2(p      ^  ' 


}(97) 


ct  pro  1^2  ex  form.  (94) 
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'   *      o*  +  2a»r>  — »♦  14-2Ci)*29  — Co*»2<p 

Quae  colligaiiius  in 


(98) 


THEOREHATE  Lt  Arcus  simplicis  radium  Tectorem  et  angulum  polarem  si  per  r  et  qp 
denotemus,  item  arcus  duplicis  directi  et  inversi  radium  Tectorem  et  angulum 
polarem  respective  per  rj,  g>j,  et  ,rj,  jg^j,  erunt  relationes 

a^^T^  a^  +  2a^r^ — r* 

p  _a*+2o^r>— r^         _l+2Co^2g)— (7o#>2y        ^Coj^yHr&nVC^gy  ,.  .g^v 

^'  a*4-r*         ^^       '       1+Cos^iip        ^      (7m»(p— iSm»g).(;o*2<p*^*'^     ' 

a*  +r^  ,        l+(7o*»2qp  Cos^  cp  —  Sin^  (f.Cositp  ,._. 

Co5  iCp*»  =  —————        =  — — ^— ^— — — —  =  ■    .  .  I  yoi 

^^-      a4  +  2a*r»  — r*  l+2(;o^2(p— Co^»  2^        Cos^(f+Sin^  <p.Cos2(p  ^ 

75.     Hic  locus  Tidetur  icloneus,  ut  moneamus  de  nexu  Lemniscatae  rectificationem  inter  et 
integralium  singularium  theoriam. 

Ex  aeqnationibus  (70)  et  (87)  enim  sequitur 

5  o  d.Tangq> 

d  •   —  = 


4/«\    ' 


a         ^C,_L*)         1/(1  — ranjf» 
cui  secnndum  form.  (89)  satisfacit  Talor 

-  =    1/ ^   =   t/;-;""^;^  ,  (cf.  Iheorema  XLVm) 


a 
nec  non  ex  aequationis  inspectione 

r 


Tang  (p 
a 


Hinc 
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THEWffilA  U*    Aeqaationi  differentiali 

^P  ^        S?  (L) 

1/(1—1»*)        V^(l-9*) 

satiafaciant  integralia 

P  =  7  .  j 

p>  =  i:zi[l.  [(M) 

Qiii  ralores  tamen  int^[ralia  sont  singolaria,  ob  constantis  arbitrariae  absentiam.  Integrale 
generale,  auctore  oel.  EnLEB  in  Not.  comment.  Petrop.,  Tomo  TI,  .pag.  83,  (cf.  praeterea 
Institnt.   Calcnli  Integr.,  Tom.  I,  Sect.  11,  Gap.  TI.),  est 

P»  +  ?*  +  C>p»9»  =  C»  +  ipq  1/(1— C*) (N) 

qaod  pro  C=0,  et  (7=1  respectiTC  formolas  (M)  duas  praestat. 
Item  ez  form.  (94)  et  (96)  seqnitur 


THEOREHA  UI.    Aeqnationi  differenUali 

i^P         _         ^q 
V/(l-p«)        V(l-?^ 

satisfaciunt  integralia  «ingularia  duo 

2p^(l— p«) 


(0) 


9  = 


1+P* 
^  1  — 2p»— p4 

l+2p»— p* 


(P) 


quorum  primom  quoque  continetur  in  integrali  (N)  pro  C  =  p. 

Benique  ez  dictis  de   Lemniscatae  arcubus   complementaribus   generaliter    sequitur^  eadem 
obtinere  quodad  n-cupla  arcus  simplicis^  ideoque 


THEOREIA  UIL    Aequatio  differentialis 


V-(l-p*)  1/(1-9*) 

duobus  integralibus  singularibus  gaudet  • 

76.    Ex  aequatione  (N)  mrsus  solutio  ad  manum  est 


(Q) 
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PROBLEHATIS   YUIt     Duo  detennineatur  arcus  directi  quorum  summa  veL'4iffereotia  ler- 
tio  arcui  dato  aequalis  sit 

Arcus  dati  radium   yectorem   per  r,   arcuum   determinandorum    rero   per  p  eX  q  denofes; 
tunc  aequatio  (N),  ubi  homogeneitas  introducenda  est,  hic  erit 

/>'+?'+  C^p^q^  =  <7»a*   =F  2;??  lx-(l  — C*o*)  , (99) 

ubi  signum  superius  pro  summa^  inferius  yero  pro  diSerentia  ?alet. 

Pro   arcuum  altero,  y.  gr.  p  ,  0  aequali,    alter  q  erit  r  aequalis,  unde  constans  Cdetermi^ 
natur  aequatione 

r»  =  C^  a*   ,       unde      C^  =  r*  :  a*  ; 

quo  constantis  yalore  in  aequationem  (99)  substituto,  nobis  est 

«*(P*  +9*)  +  pM*^^  =  «•^*   =F   2a^P9  l/(a^— r*)  , (100) 

ex  qua  q  in  functione  p  determinare  possumus 

(a*  +p^  r^)  q^  ±  2a^pq  v/ (a*  — r*)  =  a*  (r»  — p»)  , 
unde 

^^  _  ,,  PV/(««-r«)±rv^(««-p«) ^j.^j 

a*  4"  P^  ^* 
ubi  sigui  duplicis,  quo  q  afiectum  est,  superius  et  inferius  respective  pro  sunima  ac  differentia  Talet. 
Si    angulos   radios  vectores  r^p^q  inter  et  ajcin  per  qp ,  i/»  et  X  denotemus,  inde  sequitur 
inter  hosce  angulos  polares  relatio 

^^ "    ~  ^         (1  +Cos^  (^.  Cos  2  1/0* 

Hinc  habemus 

THEOREMA  LIV»     Duorum    arouum   directorum    L^mniscatae,  quorura  extremitates  coordi- 
natas   polares   habent  p  et  i/»,   g  et  3f,  summa  vel  differentia  tertio  arcui  directo 
dato,   cujus   extremitas  coordinatas  polares  habet  r  et  g; ,  aequalis  erit,  si  exstent 
relationes 
pro  summa 

^    ^  y  _  (Cos 2 (f-\-Cos 2 V») (l—Cos 2 gp.  Cos 2  y»)  —  2 ^t»  2if.Sinl\p\/Coslv.Coslip  ^ 

(i-\-Cosif.Cosirt>)^  ' 
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et  pro  diflferentia 

^  a*  +  ;?»  r> 

_  {Cos^  (p  +  Cosixp)  {l—CosZ<p.Cos2  ip)  +  2Sin2q>.Sini  ^i  \/ Cosiq^.Cosi  iff 

(1  +Cos2<p.Costxif)^ 

77.     Ad  argumentum  redeamus  ac  ponamus 

THEOBEHA  LV«  Quod  lll.  Euler  loco  citato  a£fert. 

Si   chorda  arcus  simplicis   sit  r,   et  chorda  arcus  n-cupli  r„,  erit  chorda  arcus 
(«  +  l)-cupli 

'■*•-    '^r.-,.  .'^,.  ('«^) 


a 


ubi   semi-axis  a  pro  unitate  sumitur,  et  chordae  e  centro  divergeates  cum  radiis 
vectoribus  coincidunt. 

Probandum  igitur  est 

a  •  (Tn  +  i)  _    (»+l)    dr 

1/(1 -(r,+0*}         V{i-r*)    ' 
quod  eTadet,  si  meminerimus  e  relatione  r„  inter  et  r  sequi  relationem 

S  -r^  ^         «^r 

l/(l-r/)  i^(l-r*)  ' 

cujus  ope  enim  fit^  post  reductionem 

^•'-+>-p(T=Hr'-'       (1+r*)  (l+r„3)      ■(  ,yl-r^       l_r,M»  '  <*^'^ 

(1— r»  r»»  +  r>  +  r„*)> 
(1+r»)  (l+r.«){l-rr,  (/j^p^    •  ^,j 

{-2rr,  +  v^(l~r*)(l-r,«)}» 
J  —  r»,+,  = — — ——7  ; (lOK) 


(1+r.)  (l+r..){l-rr.  l/lzll  .  l=^j^   ' 
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Tinde 


TCl 


78,     Ez  quo  theoremate  statim  dedacitur 

THEOREHA  LVIt     Sl  chorda  arcus  m-cupli  sit  r^j  et  chorda  arcus  n-cupli  r^,  eritchor- 
da  arcus  (m  =fc  w)  -  cupli 


,     _    «^  1  +  »-.'      "»^  i+fm» 

r«  +  «= ? z ■ : r 


,+«= '     " ^.   " (106) 

l=Fr«r,|/    j^^^^    •  l  +  r.> 

79.     Si  chordam  rel   radium  Tectorem   arcus  (n  +  l)-cupli,  in  Theoremate  LV  me- 
morati,  complementaris  quaeramus,  erit 

quod  ex  form.  (104)  et  (105)  fit,  denominatorem  ut  et  numeratorem  (1  +  r' r,^)  multiplicando, 

.    1/1— r»    1— r,» 

"  K     1  +  r»    1  +  r.» 
unde  pro  arcu  (m  db  n)  -  cuplo  statim  sequitur 

THEOnEHA.  LVU*    Arcus   (»»  ±  n)-cupli,   in  Theoremate  praeccdenli   memorali,    roni- 
plementi  radius  Tector  vel  chorda  erit 


.+|/± 


hF  »•«.»•«  ^"  *""  *" 


.r«+«= -+»•.»      1  +  r,»      ^j^g^ 

•^     l+r„»      l+r,« 
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Porro  de  hisce  aequationibus  (102),  (106),  (107)  et  (108)  monendum  est,  quantitatem 

l-r> 


^     l+r% 


nihil    aliud   esse  nisi   radiam   yectorem  ^Tp    arcns    complementaris  vel  inTersi  ejas,  cujus  radius 
rector  sit  Vp. 

80.  Similitudo,  quae  functionnm  in  Theorematibus  LYI  et  LYII  obyenientium  inter 
et  formulamm  pro  duorum  angulorum  summae  yel  differentiae  functionibus  goniometricis  formam 
adest,  celeberrimum  Euler  non  effugit.  Qua  ille  auctor,  ope  transformationis,  ab  ill.  C.  F.  Gauss 
in  opere  Theoria  motus  corporum  coelestium  saepius  fructuose  applicatae,  nsus  est,  ut 
eas  sob  formam  elegantiorem,  conspectu  faciliorem  transduceret. 
Posito  enim 


r^  =  JU  Sin  ^       ,  r^  =  Pf  Sin  v        , 


unde 


eradant  formulae  (106)  et  (108) 

_  M  Sin  II.  N  Cos  v  ±iN Sin  y.  M  Cos  ^ 
**"-*  ""  1  zpMSinfi.NSinr.MCosfi.NCosy' 

_  M  Cos  II.  N  Co$  V  ^  MSinfi.  NSin  v 
'*^"-"  ~  1  ±:MSinfi.NSinv.MCosfJi.NCosv  ' 

Est  autem         1 — r^j^ — i^^j»  =  f  ^m  ir'»,         cpae  ope  form.  (109)  fit 

\—M^=M^  Sin^  (i.  Cos^  fi  , 


Tang  fi  = 

j7m 
^m 

Tang  y  = 

—  ; 

unde 

et  simili  modo 


M^  Sin  (i.  Cosfi  =  1/  (1  — 


imc 


(109) 


(110) 


I 

(»1) 
iV»  5io  v.Cos  V  =  v^  (1  —  ^*)  •  I 
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THEOREHA  L¥I1I.   Sit 

Cborda  arcas  m-cupli 
Chorda  complementi 
Chorda  arcus  n  -  cnpli 
Chorda  complementi 

erit 


Chorda  arcus  (m  ±  n)  -  cnpli 
Chorda  complementi 


M  Sin  .u  , 
M  Cos  n  , 
y  Sin  r  , 

Pf  Cot  v  ; 

M]YSin{n  ±  ,) 


MNCos(ii±v) 

1  d=i/(i— jif»)(i— ivO  ■ 

Sub  qua  forma  ab  ill.  Euler  Ioco  citato  dantur. 

81.     Sed  tamen  ulterios  reduci  possunt,  posito  nempe 

l=.Cosa,-^=Cos/3,  undeT/(l— -l.)  =  5in«,i/(l  — 2)  =  5in/?  ; 


dum  ex  aequatione  (108)  sequitur 
1 1_ 

M*      H 


^-■^.^Sin^f^-^^f^f^^-iSin^i^, 


iinde 


crgo 


—   =  Cos^  oc  == 


L  =Cos^a=.\^±lSl±Si'*^ 
Cos  u  =    J/ 


1  d=  i^  (1  -{-  5m*  2  ,u) 

2 


Simili  modo 


Hinc  prodit,  ob 


CosP  =  i/L^±i(i±«^) 

l/  (I  —  M^)  (1  —  iV»)  =  MNSin  a.  Sin  /?  , 


THEOREMALIX.    Sit 

Ghorda  arcus  m-cupli 
Ghorda  complementi 
Ghorda  arcus  n  -  cupli 
Chorda  complementi 


Sin  II  :  Cos  cc  , 
Gos  fA  :  Cos  a  y 
Sin  V  :  Cos  P  , 
Cos  V  :  Cos  /3  ; 


(100) 


{112) 


(113) 


(H4) 


\{\\h) 
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erit 
Chorda  arcus  (w  it  w)  -  cupli  Sin  (fi  ±  y)  :  Cos  («  dz  /9)  ,  1 

Chorda  complementi  Cos  (ji  zt  v)  :  Cos{a  =p  fi)  .  i 

82.  Quae  de  radiis  Tectoribus  arcuum  (m  dz  n)-plicinm  tam  directorum  quam  inyersorum 
in  Theorematibus  LTI  et  LTII  inTenimus,  etiam  ad  horum  arcuum  angulos  polares  applice- 
musy  qnem  ad  scopum  in  form.  (106)  yalores 

r*   =  Cos  icp  ,  i^  —  Tangq)    , 

substituamus,  quo  fit 

Cos  (p^.Sinq)^  \y  Cos  2  9«  =fc  Sin  <p,». Cos  qp»  V^  Cos  2  ejPn 

"*-*-"  COS  ()p«.  Cb5  9«::^  iS»»  9«.  iSl»  qp»  i/  Co^  2  qp^.  Co^  2  qp^ 

unde 

1   +  r^±» 


(7o5 


qPm±«    =  l/- 


2 

_    l  +  Cof2qp^+  Coslqtn  —  Cosltf^.  Cosiq>n 

~  V/ 2{(1  +  Co52qp«.  Cos2q>n)^  +  (5lll 2 qp„  ^/  Co5 2 qp»  qz  Stn 2qpn v/  Cb5 2  qr«)«} 

Simili  modo  erit 

Sin  q)»Sin  qp«  qp  <7o*  qpM.Cbf  qp«  v/  ^*^^  2  fnfCos  2  qp» 

«»±1»  ^^^  q^.(705  qp»  dr  vSm  qPw.St»  qp„  V^  Cos  2  qTm.Cb*  2  qp« 

unde 


n(»»') 


....  (118) 


ft).f  (fm.CoS  q>n  *  5»;»  qPm.^W»  9n  V  CoS  2  qp^.  Co5  2  qp„ 

Quae  coUigamus  in 

THEORENaTE  LXi  Si  anguh'  polares,  ad  arcus  m  -  etn  -  phces  pertinentcs,  sint  q^n  et  qm  ad  arcuni 
(w  :±:  w)-plicem  directum  et  inTcrsum  pertinentes  sint  qp»i«,   iqrm±n>  crit 

Cos    ^^^  =  l  +  Cosiq>m+  ros2(fn—Cos  2  qp^.Co^  2  qr^ .^j^. 

V'^2[(l+Co52qp«.ro.y2qr«)*+(5fn2qp,„V^ro52fn=F'Sm2(rnv^Co52t^»,)2}  ^       ^ 


Co#  ,9«j-,  =   l  +  C052qp^.C052qp, 

Costpm.Cos qp»  ±  Sinqfm.Sin  g-»  V^  Co*  2  qPn,.Co5 2  (^n 
83.     Ex  modo  ezpositis  sequitur 


(118) 


S* 
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THEOREMA  LXI«     Si  chordae  arcus  simplicis,  duplicis,  triplicis,  etc,  respcctiye  per 

denotentur,  eorumque  arcuum  coroplementorum  radii  vectores  per 

l''l    >    1^2    9    i^s»  ^^*  » 
erit  ex  Theorematibus  LV  et  LVII 


^i  =ri   , 


(119) 


1  — r,    .,r, 

r    —    ^i*i^a    i"  ^a*i^i      ^ 
1       ^^•''a-i^i^i''^ 

\  ^    _    ^iM^s  +rtM^i 
^    *^4— 1 T— 1^ — -  ' 


1— r..r,..r,.,r 


,.#  j.j*  ,.,#  3 


l 


^S  — Z ' 

'e       Z * 

*  ^l^^^SM^^l-l^S 

etc. 


t'» 


1'  I 


_     i^iM^a       ^i^^a 
1  +  ^i-raM^^iu^a 

^    _    i*'im'*s — ^'i-''^ 


l+^^i-^-s-i^^i-i^a 


.r«  = 


I'  0 


l  +  r,.r4.,r,.,r^ 

1  +ri.r5.,r,.,r5 
etc. 


(120) 


THEORENA  LXHt     lisdem    chordis    per  eadem   signa  denotatis  ac  in  Theoremate  prae- 
cedenti,  erit  ex  Theorematibus  LVI  et  LVII 


1  — rj   .,^2 

^    _    ra.irs  +r^.^r^ 

r^  — 9 

1  — r^^r^.^r^^ir^ 

8       1— rj.r^.xrj.jf^ 
_      2r3..r, 

etc. 


-  r  - 

r»» 

1*^4 

l+r,». 

ir,» 

> 

4* 

_      l»-»-!'^» 

—  »•» 

•»•» 

1*^6 

l+r,.r 

ji»-»- 

!»•» 

f*-. 

_    i»-»-!»-* 

—  »•» 

.»•« 

1^« 

1  +  r,.r 

«•i»"» 

l»'^ 

_    !»■»*- 

»•,* 

^ 


)  (122) 


!+»•»*..»•,* 


etc. 
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In  quas  fonnalas  si  sabstituamus  Talorem  ,ri,  erit 

THEOREMA.  LXIII*    Easdem  chordas  si  iisdem  signis  denotes  acinTheorematibus  duobus 
praecedentibus,  erues,  ut  ex.  qt.  apud  ill.  Euleb,  loco  citato,  pagp.  82,  inrenitur, 

r,  =r 


_2r  V{i—r*) 

*  TTT'* ' 

_r(5— 6r*— r«) 
'^'  ~1  +6r«— 3r»  ' 


\(125) 


_  4  r  (1  +  r*)  (1  —  6  r*  +  r»)  \/ (j  —  r*) 
*"*  (!  +  »•*)*  +   16r*  (1— r«)» 


etc. 


> 


_  1  —  2  r'  —  r* 
*''*~l  +  2r»  -r«    ' 


_(l+r«)'  -  4r>  (1+r»)»    yl-r» 
'  *       (i+r*)»   +  4r»  (l_r»)»K  1  +  r»   ' 

(l_6r*  +r»)*  —  8r»  (1— r*)  (1  +  f*) 


(124) 


i 


'  *       (l_6r*+r«)»   +  Sr^   (1— r^)  (l+r^)^  ' 

etc. 

Qaorum  lalores  r^  et  ^r^  cum  iis  coincidunt,  quos  in  Theoremate  L  inyenimus. 
84.     Transeamus  ad  arcus  cujusTis  Lenmiscatae  di?isionem,  et  ponamus 

PROBLEMA  1X«     Arcus  cujusyis  semissis  inveniatur. 

SOLUTIO  1.  Quae  in  promptu  est  ez  Theorematis  L,  form.  (94)  ;  ,^2  enim  pro 
arcus  dati  complementi  radio  rectore  ,r  si  sumamus,  erit  r  ibi  nil  aliud  nisi  r^  quaesitum. 
Habemus  itaque  ex  illa  aequatione 

(o_  ,r)  r*,  +  2aM«  +  i^)  r»,  =  a*  (a-  ,r)  , 
unde 
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rS   =.  -«-.r+t/Ma'  +  ,rM  ^, ^^^^^ 


«  — ,r 


obi,  ne  r^  imaginariuin   eradat,   signi  duplicis   inferius   omisimus.     In   qua  nunc  si  form.  (89) 
substituamus,  erit 

^      _  2o-t/(a»  +  r»)-t/(a»-r»)  ^,  _  {«-^/(a^-r»)}  (r(«*+,»)-o}  ^,  . 

»/(a»+r»)  — j/(a»-r»)  r»  '*       ' 

cujus  arcus  inrersi  fit  radius  rector 

^^,^-{«  +  V^(«*-^^)}    (l^(«» +>»)-«}   „, (j2,j 


r 


2 


qui  ambo  valores  apud  cel.  Euler,  Ioc.  cit.^  iiiTeniuiitur. 

Arcus   Tcro   iuTersi,    qui    semissis   est    arcus   dati   complementi,    radius  Tector  inTcnitur  ex 
form.  (125)  esse 

_a_MM£2^aM-^  a»   .  . (128) 

a —  r 

unde  pro  hujus  arcus  directi  radio  Tcctore 

_  -a  +  r+^/2(a»+r»)  ^, ^,2^^ 

a  -f-  r 

85.     SOLUTIO  2.     Peti  potest  ex  formulis  (97)  et  (98)  Theorematis  L,  ad  reiationwn 
inter  angulos  polares  referentibus. 
Ex  form.  (97)  est 

COS  ijp    =  ! 1^ II  \/  i  , 

1  +  Cos^i^^  ^ 

unde 

(1  +  Cosq>  |/  2)    COS^  2  94   —    2  C05-2  qpj    =    t  —  CA)S<p\  -  '2  , 

et 

,,     ^  i   dz  Stnqr  \/i        (1  ±  Sin  OP  v/  2)  (—  1  +  Cos  (f  \/  2) 

i'OS  ^  ap  1  =   _-_^__^_  =  — — , 

*         1   +  Costp  \/2  Cosl  cp 

quae  pro  signis  superiori  ac  inferiori  respectiTC  ad   ,r|  et  r\  pertinere  ex  form.   (127)  ac  (126) 
inTenitur.     Ergo 


.,    ^  (1  —  Sin  (jp  l^  2)  [Cos  qp  1  /  2  —  1) 

'  (705  2  qp 

r    5,  (1 +Anqpix2)  (Co5  9  V- 2  — 1) 

iOS  Z  .  qp.  =  .2 — 1 . 

'^*  G?5  2(i 


1(130) 
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Ex  form.  (98)  Tcro  est 

1  +  Cos^  2  <p«j 


Cos(p  = 


1  +  2  Cb5  2  <jp«j  —  Cos^  2  (jp«4 
unde 

(1  +  Cos (p)  Cos^  2  <p«j  —  2  Cos q>.  Cosif^i  =  Cosip—t  , 
et 

Cos  <jp  =b  v^  Cb*  2  <p 


Cos  2  <p_j : 


1    +    Cosqt 


quae  pro  siguis  superiori  et  inferiori  respectiye  |r.|  el  r.^  correspondet,  ut  ex  form.  (129)  et 
(128)  invenitur.     Itaque 

^                   Cosw  —  ix'  Cos  2w  1 

^  •                1  ^.  Cw<j.  I 

Coscp    +   ly-Cos2(p  U^^^^ 

1  +  Cos(p  \ 


Cos  i<p-4  = 


86.  SOLUTIO  3.  Quae  seqnitur  ez   Problemate  YIII,  ponendo  p  =  qy  unde  obtinemus 
ex  aequatione  (99)  pro  signo  superiori 

2  a*  p»   +  p*  r^  =  a*  r^  —  2  a>  p»  l/  (a*  —  r*)  , 
unde 

,   ^  — g^  fa^  + V^(a*-^r^))   =b  a'v^{2a*  +  2  a^  i^(a*—r*)] 

^  — g»  {a^+l^(a^— r*)}   =b  a^fa  v^(a^  +  r^)  +  oi^(a'  — r^)} 

r> 

_   {aTl^(«^-r^)}    {^V(a^+r^)-a)  ^. 

r» 

87.  SOLUTIO  4.     Idem  inTeniri  debet  ei  formula  pro  Digammatis  bisectione^  (cf.  clar. 
Verhulst,  op.  laud.,  pag.  45.)  , 

^v      1/(1 +  Ai^) 

ande 

^,>f  .,■■  — l/Av  +  Co»V>  ^  |/fttfi/>— A*i/»  +  (l— Cmi/;)Av> 
»^       1  +  Av  •''^  1  — A**/» 

_ I  ./2  Co<  v>— 1  —Cot*  1//+2  (1  — Cig*  v)  Ay  _  I  /— l  +  C((»*V'  +  V^2(I  +  Co**v) 


1  —  Co**  i/>  "  1  +  Co*  t/> 
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aade  ope  form.  (93) 

r,  =  aCo,^,,,  =  a[/ ^_^.  ^ 

Utram  rero  illud  r^  arcum  datum  ipsum  an  potius  ejus  complementum  bifariam  secet,  ex 
priori  solutione  patere  debet  (cf.  form.  (129)),  non  yero  ex  ellipticarum  functionum  theoria 
determinari  potest. 

Quae  conjungamus  in 

THEOREHATE  LXIV*  Ar^us  dati  ejusque  complementi  semisses  habeant  radios  vectores  r^ , 
r«j ,  semissium  vero  complementa  ^rj,  ir_j ,  quae  notatio  eadem  pro  angulis 
polaribus  valeat,  erit  ex  form.  (126)  usque  ad  (131) 

,  _{a-l/(«^— r^))  fv/(a^+r^)-a}  ^,                        (l-^iiiyv/2)(Co5(y  1/2-1) 
rj     ^^ a     ,Cosn .^-^ 

,       {«+i/(«^-r>))  {v/(a>+r^)-a}\,                        (l+^iny  v/2)(ro^(pt/2^1)   1 
,rj a     ^Cos.cp^ ^^-^^ , 


2       — g— r+i^2(a>+rM     .  ^^^^  Cosq>— l^  Cos2q> 

a — r  I  +  C059 


1(132) 


_  o  +  r+ 1/2  (a»+r^)     .  ^ 


Cosq}  +  V^  Cos2(p 


a+r  '         i-    I  l  +  Co*g) 

88.  Quando  autem  Lemniscatae  arcum  quemvis  in  plures  partes  diTidere  volumus,  in 
aequationes  altioris  gradus  incidimus.  (cf.  aequationes  (119)  usque  ad  (124),  nec  non  quae  a  cJar.  Ter- 
HULST  in  opere  cit.,  pag.  46,  sqq.,  de  digammatis  divisione  exponuntur.).  Quarum  solutionem 
celeberrimus  Gauss  in  opere  suo  Disquisitiones  Arilhmeticae,  Lips.  1801,  Sect.  YII,  pag. 
595  ,  quo  resolutionis  aequationum  binomium  inventionem  publici  juris  fecit,  ex  eadem  methodo 
peti  posse  annunciavit,  insuper  addens: 

»  de  illis  functionibus  transcendentibus  amplum  opus  peculiare  paramus,'' 
quod  mihi  vero  non  in  manum  venit.  Postea  illustrissimus  Abel  morte  impeditus  est,  quominus 
Lemniscatae  arcuum  divisioni  resolutionis  classis  aequationum  algebraicarum  theoriam  suam, 
ut  et  functionibus  circularibus,  appllcaret.  (cf.  Memoria  8  in  Diario  Journal  von  Crelle, 
Tomo  IV,  pag.  131,  sqq.,  cui  titulus:  Memoire  sur  une  classe  particuliere  d'iqua- 
tions  r^solubles  alg^briquement.).  In  ejusdem  Diarii  Tomo  X,  pag.  167,  $({q,j  apparuit 
memoria  celeberrimi  Q.  Libri,  cui  titulus  est:  Memoire  sur  la  resolution  des   ^quations 
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algebriques  dont  les  racines  ont  entre    elles    un  rapport  donne;   in  qua  auctor  sibi 
fandamentum  sumit  rdationem  inter  radios  Tectores  arcuum  2**  -  pliciuni 

(1  +  r*)«       ' 

et  ez   formationis    natura   deducit   aequationum   decompositionem  in  factores  rationales,  quorum 
pe  quaestio  sohi  potest.  Quoniam  Tero  haec  tum  cum  functionum,  tum  cum  numerorum  theo- 
ria  arctius  cohaereant,  longiora  autem  expositu  forent,  nec  ad  argumentum  pertinere  proprie  dici 
possint,  me  hic  persistere  ne  quis  aegre  ferat. 

89.  Quando  Tero  Quadrantem  integrnm  di?idere  Tolumus,  ulterius  progredi  licet^  ante- 
quam  in  talium  aequationum  altioris  gradus  resolntionem  incidamus,  quod  expositio  illustrabit, 
si  transeamus  ad  dinsionem  Lemniscatae  Quadrantis  ex  commemoratis  petendam,  et  nobis  solu- 
tom  ponamus 

PROBLEHA  X«     Lemniscatae  Quadraus  bifariam  secetur  . 

SOLUTIO  1.  Hoc  obtinebit,  si  alicujus  arcus  radius  Tector  arcus  inversi  radio  Tectori 
Hqoalis  sit,  unde  ergo  ambo  arcus  Quadrantis  dimidio  aequales  erunt.  Habemus  igitur  exform. 
(89),  hlc  etiam  simplicitatis  gratia  semi-azin  a  unitatem  ponendo  , 

r  =  J/Lzll,  unde  r*+2r»  — 1=0        ,  r»=  — l  +  v^a,     (133) 

'^i  signi  duplicis  inferius  omittendum  est  ne  r  imaginarium  evadat.     Si  igitur  radium  Tectorem 
(^adrantem  bisecantem  per  a  denotemus^  erit 

cc  =  1/(^/2  —  1) (134) 

SOLUTIO  2.     Idem  iuTeniamus  necesse   est  ex  form.  (98),  ubi,  pro  r,  ="  a,  r  =  a  esse 
dcbet,    id  est 

2  «y/  (1  — ^M  ^  I  ^       „nde        0  =  («^  +2«»— 1)»   , 
1  +a 

ea&^m  ac  aequatio  (155). 

SOLUTIO  3.     Idem  denique  ex  form.  (94)  prodire  debet,  ubi,  pro   r^  =  0,    r  =  a  esse 
Ifiq^ilur,  ergo 

1—2   fl*  a* 

0=i — —y     Tcl       0  =  a*+2«^  — 1, 

1  +  2  a»  -    «♦ 

^dem  ac  aeqnatio  (133). 
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90.     Hinc  seqoitar  pro  angulo  polari^  radio  Tectori  a  correspoadentiy  quem  «^  vocabimus, 

Cos%  *^  =  —  l  +  |/2  ,       Co**j  =  l>^i  ; (135) 

iinde 

THEOREHA  LXV«  Punctl,  ubi  Lemniscatae  Quadrans  bifariam  dividitur,  radius  Tector  et 
angulus  polaris  sunt,  semi-axi  pro  unltate  sumto, 

a  =  v^(l/2~l) (134) 

Coi  <b^  =  ^\ (135) 

Si  vero  semi-axin  rursos  introseramus,  fit 

«  =  V/a(2e  — (i)    ; (156) 

ande 

THEOREHA  LXVf,  E  foco  cum  excentricitate  circulum  describas,  qui  in  perpendiculo,  e 
Tertice  in  axin  erecto,  partem  inde  a  Tertice  determinat,  radio  Tectori  a  aequalem ; 
ergo  (cf.  Theorema  XLVIIIj  linea,  quae  hanc  intersectionem  cum  centro  jungit, 
Quadrantem    bisecet  necesse  est,  (Tid.  Fig.  11). 

Quod  a  Ybghtmann  in  Diss.  laud.,  pag.  33,  alio  modo  deducitur. 

9J.     PROBLEHA  XL     Lemniscatae  Quadrans  trifariam  dividatur. 

SOLUTIO  1.     Hoc  fiet,  si  arcus   alicujus   dupli   radius  vector  cum  arcus  simplicis  inversi 
radio  Tectori  coincidat,  puta  si 

2rv-(l-i«)  _|/1^^     „„d^         l_2r-2r»+r*=0 (137) 

SOLUTIO  2.  Idem  obtinebit  quod  ad  arcuum  in  solutione  prima  complementa,  id  est,  si 

r  =  \~V\~^\   '     ""^«       (1+r)  (l-2r-2r»  +  r*)=0; 
1  -|-  z  r**  —  r* 

vel  quia  (1  +  r)  0  aequale  esse  nequit  manet  aequatio  (137). 

SOLUTIO  3.     Idem  r  invenire  debemus,  si  in  form.  (123)  r|  =s  1  ponamus,  unde 
l+6r4  — 3r»==3r-6r5-f»,     et     (1  —  2r— 2  r«  +  r*)^   (1  +  r)  5=  0  . 
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SOLUTIO  4.     Idem  denique  r  prodire  ddbet  ex  form.  (124)  si  ^^3  =  0  ponamus^  idest. 

l_r»=0,  aut  (l+r*)»— 4r»(l+r*)^  =  (l+2r+2r»+r«)(l— 2r  — 2r»+r*)=:0; 

quarum  prima  aequatio  dabit  r  =  1  ,  quod  hic  nuUius  est  ntilitatis ;  in  secunda  aequatione  factor 
primus  daret  r  negativumy  quod  iieri  nequit:  ergo  superest  factor  posterior  idem  acform.  (137). 

SOLUTIO  S.     Si  contra  arcus,  tertiae  Quadrantis  parti  aequalis,  complementi  radium  vec- 
torem  quaeramus,  in  form.  (123)  r,  =  0  ponere  debemus,  unde 

3_6r^-.r«=0 (138) 

SOLUTIO  6.     Quod  etiam  inventuri  sumus,  si  in  form.  (124)   ^r^  =  1  snmamus,  id  est, 

^   ^  1   +  2r^   +  r»  — 4r^  (1  +  2  r^  +  r^)      i/l— r^ 
~  1   +  2  r*   +  r*  +  4  r>  (1  —  2  r*  +  r*)       »^   1  +  r»   ' 
Tel  reducendo 

0  =  (3-6r«— r»)*  . 

92.     Ei  quibus  nunc  ut  radiorum  yectomm  valores  quaeramus,  ponamus  aequationem(137) 
sub  forma 

0  =  1  — 2r  — 2r»+r*  =  (1+pr  +  r*)  (1  +  jr  +  r»)  ; 

qno  facto,  secundum  regulas  theoriae  coefficientiom  indeterminatarum»  eruimus 

2  '  "^  2  ' 

quorum  posterior  aequatio ,   R  imaginarium    qOum   daret,    rejicienda   est ;  in    prima   yero,    ob 
R  semper  unitati  minusy  aigno  inferiori  tantatn  est  utendum»  ita  ut  restet  yalor  yerus 

R  ,1  4-^5-1^21^5 (,55) 

Ex  aequatione  (138)  autem  habemus  r^=  —  3  +  1/12,  signo  inferiori  omisso,  unde 

»-l^Ym <"») 

Ad  ainbo  B  correspondere  inTenimrtur  ralores  angulorum  polariam 

/V..9*  2  —  1/21X3  _     .  ,yl  4.1/5  —  1X21X5  .  ,,.,, 


9 


♦ 
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TUEOREHA  LXVIL     Punctorum,  ubi  Lemniscatae  Quadrans  trifariam  secatur,  radii  vectores 

et  anguli  polares  sunt 

^l+V/5-v/2v/5  ^l/l  +  V/5-^2^5 

1  2  V      /  '  i        i^         2  (—  1  +  v/  5)  ^       ' 

^        1+K5  V       ^   '  I        K  2(1+1/5)  ^       ' 

95.     PROBLEHA  XII*     Lemniscatae  Quadrans  quadrifariam  secetur. 

SOLUTIO  1.     Si  alicnjus  arcus  dupli  inTersi  radium  Tectorem  a  aeqoalem  sumamus,  arcus 
simplex  quarta  Quadrantis  erit  pars,  cujus  radins  rector  R^  ex  form.  (94) 

1  _  2r»  —  r* 


«  = 


1   ^-  2r»  —  f* 
erit 

(1_«)  «/  +  2(1+«)  /i,»  =  l-a  , 

y  T 

ergo 

«.»   =  -1-^+1/2(1+«») ^^^3j 

T  1  — a 

ubi  tantum  signo  inferiori  utendum  est,  ne  7?|  iiat  imaginarium.     Hinc  quoque  ope  form.  (89) 
arcus  hujusce  inyersi  radius  Tector  prodit 

„,   =  -l+«  +  V^2(l+«») -^j^^j 

T  1  +  « 

Ne  nimis  prolixi  simus,  tantum  adnotabimus  unde  reliquae  solutiones,  quae  eosdem  Talores 
(143)  et  (144)  dare  debent,  petendae  sint. 


SOLUTIO  2.Eiform 

.  (96)    , 

ponendo 

rj   =  «  , 

erit 

r    =  /?j  ; 

»       3.  » 

» 

(125)  . 

» 

r*   =  0  , 

» 

r    =  «   ; 

»       4.  » 

» 

(125)  , 

» 

^4    =   1    , 

» 

r    =  «,   ; 

»       5.  » 

» 

(12*)  . 

» 

,r^   =  0  , 

» 

r    =  /?|  ; 

»       6.  » 

» 

(124)  , 

» 

i^   =  1   , 

» 

r    =  R\  l 

»       7.  » 

» 

(126)  . 

» 

r     =  «  , 

» 

r^  =  «1  ; 

»       8.  » 

» 

(127)  , 

» 

r     =  a  , 

» 

,rj  =  Ri  ; 

»       9.  » 

» 

(128)  . 

;> 

r     «=  «  , 

» 

iM=  ^i  y 

»     10.  » 

» 

(129)  , 

» 

r,     =  «  , 

» 

r_|=  «j  . 
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94.  SOLUTIO  11.  Sin  angulum  polarem  pro  elemento  cpiaesito  habere  malimas,  totidem 
solutiones  petere  possumus  ez  formulis  cuique  ralori  r  semper  pro  Cosq>  adnixis.  Facilius  Tero  est, 
hoc  casuy  angulos  polares  quaesitos  determinare  ez  yaloribus  pro  radio  Tectore  inyentis.  Est  igitur 

unde  w,45) 


Cos 
item 


♦    _  I  /  i^  ^  t^  2  —  2  l^  (l^  2  —  1)  . 
T      y         2{l_V/(V/2  — 1)} 


T  1+1/(1/2  —  1)  I     K        2{1— 1/(1/2— 1)}      ^       ' 

Hinc 

THEORENA  LXVUIt     Punctoruiu,    ubi  Lemniicatae  Quadrans   quadrifariam   secatur,   radii 
vectores  et  anguli  polares  sunt 

^      ^--l_^(t/2-l)  +  l/2l/2  ^|/v^2l/2-2l/(v^2-l) 

\  i_i/(|/2_i)  ^       "  j       «^  2—21/(1/2-1)         ^       ' 

fl»,  =a»=V/2— 1     (154)  ,      Co**,  =^(7o*#,  =1^^^  ; ,  (135) 

T  T  T 

^  l  +  ^(^2-l)  +  i^2vx2  t;o..3  =l/^'^'  +  '^^^V'^(146) 

f  i +1/(1^2—1)         ^     '  T     i^       2— aix-d^a— 1)       ^-     ^ 

9S.     PROBLEHA  XUL     In  Lemniscatae  Quadrantis  quintamsectionem  inquiratur. 
SOLUTIO.     Si  chorda  Quadrantis  quintae  partis^  quae  a  centro  incipit,  sit  /tj  =  r  ^  habemus 

pTochordaarcusinyersii?^  =  \/  -,  et  tunc  ope  Theorematis  XLIX  sequentes  relationes 

is       ^     1+r* 

s  y      ■^     1  +  r^ 

2rv/(l— r*\  „         l_2r  — r*  (^ 

*  l+p*  '  s       t+iq—q*   ' 
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Si  nunc   ambos    yalores   R^,  rel  etiamA^,  aequales  ponamus,  inde  erui  potest  vaior  r,  et  hinc 

reliqnoruin  A^   >  A3   ,  A4  yalores  inTeniri  possunt. 
y         y         y 

96.  Quia  vero  in  aequationes  altioris  gradus  incidimus,  quod  eo  magis  valet  de  n  >  sectione, 
quando  n  majus  quam  5  est,  etiam  hic  ad  analyseos  superioris  adjumenta  transfugere  debemus, 
de  quibus  n''.  88  monuimus. 

Gaeteroquin  ex  hujus  Problematis  solutionis  methodo  patet,  quomodo  inquisitio  instituenda 
sit  pro  diyisione  Quadrantis  in 

2»  ^  2« 

partes.     Quia  enim  pro  arcubus  directis 

2  -  cnplo,     2*  -  cuplo,     2'  -  cuplo,  &c  , 

radios  yectores  in  radii  vectoris  arcus  simplicis  r  functione,  et  contra  pro  arcubus  inversis 

1  -  cuplo,     2  -  cuplo,     2  *  -  cuplo,     2 '  -  cuplo,   &c  , 

quoque  in  radii  vectoris  r  funciione  exprimi  queunt,  ex  ejusdem  radii  Tectoris  duobus  valoribus, 
ex  utraque  serie  repertis,  aequiparandis,  aequationem  in  r  assequemur,  altioris  gradus,  cujus 
solutio  a  principiis  illis  analyseos  superioris  pendet. 
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§  6. 

OBSERTATIOITES  DITERSAE. 


97.  ObserTationes  diYersas,  nec  non  appUcationes  speciales  expositonini,  nunc  una  cum 
nonnnllis  theorematibus  tradere  non  abs  re  esse  arbitror,  imprimis  quia  eorum  expositioni  inter- 
serendorum  locus  opportunus  non  adfiiit. 

Primum  sub  nnum  conspectum  coUigamuSy  quid  de  pnnctis^  proprietate  quadam  excellente 
gaudentibusy  sparsim  monuimus.  Puncta  haecce  sunt  centrum  et  yertex,  nec  non  ea,  ubi  tan- 
gens  vel  axi  yel  tangenti  centrali  parallela  est^  nimirum,  pro  quibus  est 

<p  =  0"  ,       =  15"  ,       =  50"  ,       =  45^ 

cujus  seriei  ratio  animadyersione  digna  saltem  est. 

Inyenimus  enim  (cf.  n"  26,  form.  (34),  (SS)  et  (36),  etn"59,form.  (50)  usque  ad  (53))  pro 

Puncto,  ubi  tangens  parallela  est, 

Vertice.  Tangenti  centrali.                                      Axi.  Centro. 

g  =0"  ,  =16"  ,  =30*  ,  -=45"  ; 

rx=a,  ^al^i,  =  <?  >  =0; 

w  =  a  y  =i(l/3  +  l)a|>^5  ,  =|ei/5,  =0; 

y  =  0,  =|(v/5— l)al3^5  ,  =|e,  =  |r,  =0; 

T  =  0  ,  =1(1^5— l)alJ^|  =  yi^2,  =  oo    ,  =0  ; 

/«r  =  ia,  ^         =|(i/5— l)al>^|  =  r,  ={e  =  y,  =0; 

5^  =  0.,  =1(1^5— l)alJ^5=y  ,  =00,  =0; 

S=0,  =|(i/5— l)aiJ^5  =  y  ,  =0,  =0; 
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' 

Puncto,  ubi 

tang^ens 

parallela  est, 

Verlice. 

Tongenti  centrali' 

Axi. 

Centro. 

'5  =.00     , 

^aiy  »  =ry/Z  , 

=  i*l/5  =  |3-, 

=  0  ; 

T  =  oo    , 

^ial^i^^ir  , 

• 

=  0  ; 

n 

=  |oi^|  =  „>:r  , 

1» 
=—ff|/3=— 5  *, 

1 

=  0  ; 

V=a  , 

=  a  i^  1  =  a'* , 

=  2c  =  2f  , 

=  0  ; 

P^\a  =  IS', 

=  iaj^4  =  ?''^^, 

-.=  »e  =  Vv/J  , 

=.»    ; 

^-T='-" 

_7  +  4v/3 

=  e  V-  »  =j!v/2  , 

=r.x,    ; 

-r,=  Q    , 

7— 4  1/3 

—                 a  , 

12JJ/3 

=  »»/»  =  1>  . 

.--00    ; 

rt=-a  , 

58  +  5V/3 
-"^2-       37         ' 

=  «»/>,  . 

-=0  ; 

unde  pro  medlis  punciis  theoremata  plurima  specialia^  (|uod  ad  nezum  inter  diversas  lineas  me- 
moratas,  quorum  nonnulla  in  tabula  indicata  sunt,  peti  possunt. 

98.     Incpiiramus  in  tangentes  focales,  id  est,  in  lineas  e  foco  dirergentes,  et  Lemniscatam 
tangentes.     Ad  hunc  scopum»  si  in  aequatione  tangentis  generali  (cf.  form.  (12).) 

y-y^^ll\'"'\  .   ^(:r-;r.) (12) 

5»,»— y,»       y, 

obi  dr,  et  y,  coordinatae   sunt   puncti  contactus,  ponamus  y  s=  0  ,  x  —  —  e  ,  qni  valores  in 
foco  obtinent,  habemus 


3»,»  — y,»       y, 


sive 

(*i*— »i*)  =  (3y,*— a;,»)«a-,  , 
et,  Talorem  y  ex  form.  (2)  in  hanc  aecpationem  snbstitnendo,  eruimus 

4«»»,»  (—3»,  +  ie)  =0  , 
unde,  quia  ar,  rf  0  aequale  esse  neqoit,  sequitur 

*,  -  I  « .  .  .  (148) 

|Iinc  sequitur  ex  form.  (2) 

y,  =|ev/J  =  }o (149) 
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C.v  quibus  seqaitur  (Tid.  Fig.  13.) 

Tanyy,  =  ^  =  |/  «, 

GF»  =  (*  — «,)»  +  y,»=ie»  , 
GF»  =  («>  +  »,)» +y,>  =  3«»  . 

Porro   ex  form.  (14)  asqne  ad  (17) 

r=  49\/i,lY=\ei/6  ,  5;=|e  ,  5  =  ,s.e  =  {a;,   ;  . (181) 

et  cx    fonn.  (21)  nsque  ad  (24) 


V  —lei/S^IT  ,  V  =  |ev/3  =  t7'  ,    ^5   =«ev/3  =  2V, 

V  =ev/6=Kflr=Ti/2  ; 


(152) 


et  ez    foim.  (46),  (47)  et  (49) 

99.    Item  inquiramus  in  (angentem  verticatemy  i.  e.  quae  e  vertice  di?ergens  curvam  tan- 
git.       $Qo  casu  in  form.   (12)  ralores  ^  =  0,  x=s  —  a  locum  habent,  unde  aequatio  illa  eyadit 

3^1*— yi'     yi 

qaae  substitutione  yaloris  y  ei  form.  (2)  fit 

0  =  8a'  a?i»  (2j-i— o)(2^,^  +adri— a*)  , 

e  (jua  eruimus 

^Ti  =0  ,      j?i=^a  ,      iP|  =|a(l  ±:  3)  =a,  aut  =  —  |a. 

rosleriomm  ydorum  alter  negatiyus,  alter  pro  altero  yertice  yalet,   neutro  igitur  hic  uti  possu- 
niQs;  Bec  minus  patet  yalorem  0  rajiciendnm  esse»     Manet  ergo  yalor 

^i   =  I  a  , (184) 

qoae  quaestioni  satisfacit ;  ex  qua  inyenimus 

yi  =  |fl»/(-  5+21/3)  ; (15K) 

nnie  (Tid.  Fig.  13.) 

10 
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r,  =ioi/(— 2H-2V/3)  ,  j 

TVjwjqp,  =v/(— 3  +  2i/5)  =  v/ r<iiijfl»'.7Vm^60'  ,  | 

HB»=(a  +  a:J>+y.»=ia»(3  +  v/5)  .  ) 

Hinc  form.  (14)  usque  ad  (17)  ibi  fiuut 

r=a|/!ill^,iV  =  av/(— l+»/3)  =  r,v/2,  S  =|a  ,  5  =(— 2  +  |v^3)a  ;  .  (187) 

et  form.  (21)-  usque  ad  (24) 

^5  =atK|.  v/(9~8v/3)  ,  V=aTJ/|.V/ (6-2^/3),   ^S  =  —  ai^ix/ {1 +  {/o)  ,    j 

V  =  ai/(l  +  V/3)  ;  1 

form.  (46),   (47),  (49)  denique 

P  =  iaV(l+1^3)     ,     5  =  ia(2  +  v^5)     ,     — «  =  i  a  v/(— 9  +  6i/ 3)  , 

l^^i  —  l  }(i51)) 

V^2(ll  — 3ix3) 

Lineae  in  hoc  nec  non  praecedenti  numero  deductae,  ad  nonnulla  theoremata  specialia  argu- 
mentum  praebere  possunt,  ut  apud  singulas  adnotatum  est.     Elegans  denique  exinde  sequitur 

THEOREHA  LXIXt  Si  inde  a  foco  versus  centrum  in  axi  partem  sumamus  excentricitatis 
quintuplo  aequalem,  haec  liuea  centro  et  puncti,  cujus  tang^ens  per  focum  transit. 
in  axin  projectione  harmonice  dividitur.  (vid.  Figf.  13.) 

Est  enim 

F  H'  =  5 «?  ,  F'  0  =  e^  ,  0  G  =  |  e  , 

ergo 

GH'=4i?~|^=  Ve  , 
inde 

F'0'XGH'  =  ^X  V*^=S^X|<^  =  F'H'XOG'.       Q.E.D. 

100.     De  curya  videamus,  cujus  radius  yector  est  subtangens  polaris  Lemniscatae  in  syste- 
mate    (B).     Axin   Lemniscatae   pro    axi   polari  hujus  curyae  accipiamus,  tunc  t/s  angulum  axin 
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iniet  et  lineam  subtangentimn  polarioniy  angnli  (p,  radiom  Tectorem  Lemniscatae  inter  et  axin, 
complementnm  esse  patet,  qnod  alterins  anguli  latus  in  alterius  est  perpendiculare«  Est  porro, 
si  subtangentem  polarem  per  a  denotemus,  (cf.  form.  (21).)  » 

iT===  —  aCoticpl^Cosiq>  =  —  aTangixpi^Sin2\}f  , (160) 

et 

^,  _  a*Sin*  2  «/»       .    4  _  ^  a*  .  »*  Sm»  tjj  .  «r»  Cos*  v 
Cos*  2V    '   *  "  (»»Co*»v.-<r»5»»»t/.)»      ' 

qaae  si  ponamus 

? ,  »=  ff  Cos  if<  ,         « ,  =  <r  Sl»  tf)  , 

fit 

(|,»  +  ,,»)»  =  li^iillLL,yel{5/-,/)»=.8a»?,»«,'.    .    ..(161) 

in  qua  aequatione  ^,  et  19,  semper  eodem  signo  gaudeant  necesse  est.  Curra  postquam  per 
centrum  transit^  quo  in  duas  partes  aequales^  diriditury  perpendiculum  e  centro  in  axin  erec- 
tum  asjmptotum  habet. 

101.  Simili  modo  in  curTam  inquiramus,  cujus  radius  vector  est  Lemniscatae  subnormalis 
polaris  in  sjstemate  (B),  quam  <x,  yocabimus.  Si  Lemniscatae  axin  pro  hujos  currae  axi  polari 
sumasy  angulus  1/',  hunc  axin  inter  et  subnormalem  polarem^  ita  ut  n^  praecedenti,  est  90''  —  q) 
aaqualis;  eruimus  ergo  ex  form.  (23) 

l^Cosiq^  l^Siniifi^  ^^  ^       ^ 


et 


Sin  ixp^  '  i  (T^  Sin  i/',    .  <y ,  Cos  v, 

unde,  si  ponamus 

{j    ass  ffl   60*  1//,  ,  ^j   =<yj  5tni//,    , 

fit 

10* 
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in  qua  f^  ^^  yi%  semper  eodem  signo  praedita  esse  debeDt.  Cur?a  postquam  per  centrum  transit, 
quo  in  duas  partes  aeqnales  diyiditury  Lemniscatae .  tangentes  centrales  asjmptotos  habet. 

102.  Transeamus  ad 

THEOREHA  LXXt  Cujusvis  Lemniscatae  puncti  radium  vectorem  inter  et  radii  osculatiouis 
in  eum  radium  vectorem  projectionem  constans  est  ratio. 

TnEOREHA  LXXL  Projectionis  centri  osculatiom's  in  radium  vectorem  Lemniscatae  locus 
geometricus  esl  altera  Lemniscata,  cujus  semi-axis,  iliius  axis  duabus  trienlibus 
aequalis,  cum  ea  incidit. 

Quae  sequuntur  ei  iis,  quae  J.  A.  Serret  in  Diario  Journal  de  Liouville,  Anni  1842, 
Tomo  VII,  pag.  114,  generaliter  eiposult  de  curvis,  quarum  perimeter  integralibus  Eulerianis 
secundae  speciei  exprimitur,  quarumque  aequatio  polaris  est 

r^  =  llflr  Cos  mt. 

2 

Quia  est 

•,»  =  |1    ,  (46)  et       v^^^iif,  (18) 
est  projectio  radii  osculationis  in  radium  vectorem^  p' 

p'  =  pC05(i;  — qp)  =  pCo#29  =  ^  .    !:!  =  ir, (164) 

ergo  ratio  illa  constans  in  Theoremate  LXX  commemorata  est  \. 

Quod  ad  alterum  theorema,  pro  radio  vectore  hujus  locigeometriciex  form.  (164)  habemus 

ergo  ex  Theoremate  V  hic  locus  etiam  erit  Lcmniscata,  cujus  semi-aiis  \  a  aequalis  est. 
Horum  Theorematum  intimus  est  conneius  cura  Problematis  III  Solutione  1. 

103.  £x  modo,  in  Theoremate  I  demonstrato,  quo  Hyperbola  aequilatera  Lemniscatam 
Bemouillanam  gignit,  plurima  sequuntur. 

Aequatio  enim 

x^—y^  =  a^   ; (a) 

quando,   ut   in   systemate    (B),  centrum  et  aiin  rationalem  pro  polo  et  aii  coordinatarum  pola- 
rium  R  eX  q>  sumamus,  evadit 

fl*  Cb5  2  9  =  a»   ; (B) 
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dum  aequatio  Lemniscatae  pro  iisdem  coordinatis  polaribos  est 

r^  =  a^  Cos2  (p (B) 

Inde  habemus 

THEOREMA  LXXIL  Hyperbolae  aequilaterae  et  Lemniscatae  Bernouillanae  correspondentis 
radiorum  vectorum  e  centro  divergentium  eundemque  angulum  cum  axi  efficien- 
tium,  rectangulus  constans  erit,  et  quidem  quadrato  semi-axi  superconstructo 
aequaHs. 

Nam  eslR^  .r^  =  — —  .  a*  Co^So)  =  a*   ,       unde      Rr=a^ (168) 

Cos2(jp  ^       ' 

THEOREIA  LXXIIL  Radiomm  vectorum  Hyperbolae  et  Lemniscatae,  qui  ab  utraque  axis 
parte  cum  eo  angulos  aequales  includunt,  extremitates  si  jungas,  haecce  linea 
Hyperbolam  tanget,  et  in  Lemniscatae  radium  vectorem  perpendicularis  erit. 

£st  enim  ex  form.  (B)  et  (R) 

r»   =  a»   Cbi  2  9  =  /J»  Cos^  i  (p  , 
unde 

r  =  R  Cos  i(p (166) 

nnde  ei  Figura  1  patet  P  Q  in  0  P  perpendicularem  esse>  ob  angulum  P  0  Q  =  2  qp :  exinde 
ex  Theoremate  I  sequitur  P  Q  etiam  Hyperbolam  tangere,  quod  in  Q  locum  habeat  ne- 
cesse  est. 

THEOREHA  LXXIY»  Cujusvis  Lemniscatae  puncti  normaUs  polaris  in  systemate  (B)  Hyper- 
bolae  aequilaterae  puncti  correspondentis  radio  vectori  aequalis  est. 


£st  enim  (cf.  form.  (24)) 

104.     Quoniam  ex  (R)  seqoitur 

fiont  pro  flyperbola  aeqnilatera 


^*^        a* 
S  =  ^  =  R  . 
r 


\!1  ^  RTang  2(p  ,     (167) 

09 
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^S,  =r  fl»:  {RTangiq)  =  R  Coli<f  , 

^T  =  \/  (fl*  +  fl»  C!9/>  2  9)  =-  fl  Cojcc  2  (y  , 

S„  =  R  Tang  2  qp  , 

V  =  v/  («*  +  «*  TVmij»  2  9)  =-  fl5w  2  <f  . 
Uinc  sequitur 

THEOREIA  LXXV.  Hypcrbolae  aequilaterac  et  Lemaiscatae  subtangCDlcs  polares  iuter,  uec 
non  tangentes  polares,  subnonnales  polares,  ut  et  norraales  polares  inter  eadem 
est  ralio  quae  inter  radios  Tcctores,  quae  nempe  aequalis  est  duplicatae  rationi, 
inter  hujus  Lemniscatae  puncti  radium  vectorem  et  semi>axin  obtinenti.     Id  est 

^St  ,  V  ,S„   ,V  ,  r)  :  :  (>,  ,  V  ,    X  /^  »«)=»•*:  «'    •    •    •  •  (169) 
Porro  quod  ad  Hyperbolam  aequllateram  et  Lemniscatam  correspondentem,  habemus 

THEOREHA  LXXYl.  Alterius  curvae  subtaDgentem  polarem  inter  et  alterius  subnormalem 
polarem  reetangulus  quadrato  in  semi-axin  constructo  aequalis  est. 

THEOREHA  LXX\fU*  AUerius  curvae  tangenlem  polarem  inter  et  alterius  subnormalem 
polarem  rectangulus  quadrato  in  Hyperbolae  puncti  correspondcntis  radium  vec- 
torem  constructo  aequalis  est. 

105,  Sed  etiam  altero  conspectu  intima  adest  relatio  Hyperbolam  aeqiiilateram  inter  et 
Lemniscatam  correspondentero.  Posito  enim  semi-axe  unitati  aequali,  aequationes  (B)  et  (R) 
evadunt 

r»   =  Co$  2  (f     ,     R^   Cos^  <F  =-  1    ; 
nndc 

THEOREHA  LXX\flll«  Lemniscata  curva  polaris  inversa  cst  Uyperbokte  aequilaterae  cor* 
respondentis  quod  ad  systema  (B). 

£x    quo  sequeretur  partun  Theorema  LXXV.  (cf.  clar.  G.  J.  Terdam,  Opmerkingen  over 
zekere  soort  van  kromme  Itjnen,  pag.  90). 
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106.  Sequantur  nonnalla  theoremata,  quae  celeb.  Cuasles  in  Diario  Goinptas  Rendu^ 
Hebdomadaires  des  Seances  de  rAcad.  des  Sciences,  21  Jaill.  184S,  Tomo  XXI, 
pag.  199,  sine  demonstratione  tradidit. 

THEOREMA  LXXIXt  Cujusvis  Lemniscatae  puncli  radius  vector  et  perpendiculum  e  puncto 
in  eum  erectum,  in  Hyperbola  aequilatera  duo  puncta  determinant,  quae  eadem 
gaudent  abscissa ;  in  quibus  punctis  Hyperbola  radlo  vectore  Lemniscatae  secatur, 
perpendiculo  vero  tangitur.  (vid.  Fig.  1). 


(170) 


Sit  0  P  =  r     ,     OQ'  ^  R,     et    Z  A  0  P  =  9 , 
erit  0  M  =  r  Sec  q>  ,        et        P  M    =  r  Tang  9  , 

ON  =  i?  Cos(p  ,        ct        Q'N  =  R  Sm(F  . 

In  triangulb  similibus  0  P  M  et  Q  N  0  est 

MP  :  OP  =  MN  :  NQ  , 
Tel,  quia  MN  =  ON  —  OM  , 

post  Talomm  cognitorum  ex  form.  (170)  substitutionem  , 

NQ *—  (RCosv  -  rSeev)  =  ^^^'"'f-''  , 

r  Tang  9  Sin  9 

^el    ei  form.  (163) 

j^^  _  RCos^<p-  RCos2<p  _   RSin-^f  _  ^^^^  _  ^.j, 
Sin  cp  Sin  q> 

incie     ex   Hyperbolae    Tersas   axin   0  A   symmetria    sequitur   haecce   puncta    eandem    abscissam 

*^^^^rum  illud  perpendiculum  Hyperbolam  tangere  ex  Theoremate  LXXIII  sequitur. 
Xx  hisce  statim  seqnitnr 

LXXXf  Radii  rectores,  ad  ambas  arcus  Lemniscatae  extremitate^  ducti,  pro- 
longati,  arcum  in  Hyperbola  determinant  aequalem  ei,  qui  in  hac  curva  perpen* 
diculis  determinatur,  in  ambos  radios  vectores  ex  Lemniscatae  arcus  extremitatibus 
erectis:  qui  ambo  arcus  Hyperbolae  aequilaterae  arcus  Lemniscatae  areus  corres" 
pondenies  vocantur. 

107.    Porro  habemus  fundamentale 
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THEOREMA  LXXXIt     Pro  duobus   in  Lemniscata   arcubus   aequalibus,  arcus  in  HyperlK)Ia 
correspondentes  differentia  rectificabili  gaudent. 

Sint  radii  yectores  singulos  arcus  definientes  respectiTe 

r,  et  r\       ,        r,  et  r'^  , 
et  anguli  eos  inter  et  axin  respective 

9,      ,     (p\    ,         et         92      »     ^'2   f 
qui  ita  ordinati  sint,  ut  sit 

Ponamus 

Cosiq>i=Cos^  ipi   ,  Cos2(p^'  =  Cos^  xp^'  y  Cos2(p^  =  Cos^  ^i^  ,  CosZ(p^'==Cos^  \t'^\{ni) 

illi  arcus  exprimuntur,  (cf.  Theorema  XLY  form.  (83).)  , 

s'=  e  [dig.  (i/|,Vi')  —  dig.  (v/|,V'i)}  . 

f. 

?t'  {(172) 

5    =  e?  [dig.  (l/|,t//2')  —  A>  (v/ i  »  ^2))   •  \ 

f^  ] 

Porro  pro  iisdem    angulis    polaribus    px   radiis   Tcctoribus    correspondentibus  R,   est  Hyperbolae 
aequilaterae  aequatio 

/?»  =  a*  &c  2  9  , (R) 

unde  deduximus 

ij^  =  li  Tang  29 (168) 

09 

Unde  si  arcum  Hyperbolae  aequiiaterae  per  ^  denotemus,  fit 

=    /l/(dfl*  +  R^  d9')   =  ]]/iR^Tang^i(p  d  9'  +  ^*  dg>') 

=    I  /f  5l9C  2  9  d  9  =  o  Jd(f  '  Sec  iqf  \/  Sec 

Posito 

Cof  29  =  Co5»  v/  , (71) 

eril,  (cf.  form.  (72).)  , 

go.V;V/|  ; 


ff 


'^T 
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onde 

^_      , ,  f Cos  tp  ^ip 

/   Co»»  1/»  l/( l  - 1 5i«»  v)  l     y  t-'»**  V  »/(1— ^ ««*  V)     y  Cl»j*  V  t 

(      V»/(>— ♦»»'»•)  •'  1/(1— i  Sm>  V)       j 

°"K^^'-^^"^'-*/-'^;AX)"^'^^! 

Tel  si  signis^  a  clar.  YfiRHULST,  op.  cit.,  propositis,  utamur 

cr=2tf  (ranjfi//.A(l/|,v)  +  i^*V-(V^i>V)  —  ^»*.  (1/t>V)} (l'?^) 

Quia  rero  modulus  in  functionibus  ellipticis  arcus  et  Lenmiscatae  et  Hyperbolae  aequilate- 
rae  semper  v^|  aequalis  est^  eum  ezprimendi  nulla  est  necessitas;  quo  igitur  remoto^  et  e 
unitati  aequali  posito,  habemus  pro  arcubus  Lemniscatae  (168)  et  pro  arcubus  hisce  in  Hyper-» 
bola  correspondentibus 

=  rfiff.  (Vi')  —  dv.(V'i)  ; 

dig.  (<//»•)  —  dig.  (v,)  ; 

)(I74) 

==  aronjv'!  •A(v'i)  -  27Vwy(/<i '.A(v'» ')+*y-(V'i)---<'»s'(«/'i  0— 2«j»('/'i)+2«'P*.(v',  l;! 

/ 

'  ==  i!ra«jfVfj.A(V'2)--2raii^i^j\A(V/29+*V-(«/'a)— ^V-CV^i^ 

11 
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Nunc  si  ponas  (cf.  clar.  Yehhdlst,  op.  laud.,  pag.  38,  63,  68) 

Coi(*i  =  Cos\i>y'.  Cosii>i  +  5invi'.  5»»Vi-  £^ftt   >  \{VJS\ 

Cosi*^  =  Cos^ii'.  Cosxpt  +  &»V'»'-  Sin^t.  Am»  •  j 

ra 

dig-  ('/'i')  —  dig.  (v/i)  =  dig.  (a,)  ; 
d«j.  (V'a')  —  *V-(V'»)  =  d»!7-(/*j)  ; 

*P«-(Vi')  —  ep*-('/'i)  =  «PS-{l*i)  —  \Sinxi>i'.  5»»Vi.  5i»/«,   ; 
«/»*.  (Vi')  —  «P*- ("/'»)  =  */«•(/*»)  —  j*»»V»'-  5i»Vj-  5i«/«,  ;  I 

quorum  subsUtulione  fiunt  aequationes  (170) 

^^"  =  dig.  t«i)  ,  5^'=  dig.  C«a)  ; (1") 

/'=  'iTangx\<,.L{^'^)—'2.Tang^>^\L(ypi')-dig.{}i^)-^2eps.{a,)—SinH<t'.Sin^<^.Sin!i,-,\ 
fi  1(178) 


(176) 


r==  2ran|/i;',.A(^'2)— 2rari</i//2^A(i/'20— *?-(/*2)+2ep^-{"2K^ 


9>i  yi 


Quando  nunc  est 

erlt  ex  form.  (173) 

*V-(/*i)  =  digAi^t)  ; 
ergo 

uj    =  ^2   >        ^*  ***"^        ^P*'  (^i)  ~  ^Z'*'  (.**»)   ' 
unde  in  differenlia  arcuum  Hyperbolae  functiones  cllipticae  se  mutuo  toUunt,  ita  ut  remaneat 

J^'  —  J"=  arawjVi- A(V'i)  —  ^Tangxpi'.  hi^h')  —  Sin^i^.  Sin  xpi'.  Sin  fi^ 
?.        ?t  l(*'®) 

—  SrawjVa- A(*/'2)  +  ^Tangxfi^'.  LiH'^!  +  Sinx^f^.  Sinxp^'.  Sinu,   ; 

dum  hic  valet  loco  aequationum  (178)  aequatio 

CosiA^   =  Cosxt','.  Cosxi^,  +  Sinn^,'.  Sinx^i^.  A/*, 
=  Cosxp^'.  Cosxp^  +  Simi)^\  Sinxif^.  Af*i   ; 

quae  ultimae  aequationes  non  tantum  ralorem  ^,  dabunt  in  functione  i/'i  ,  i//,',  V'2  >  V2'>s^ 
eliam  inter  quatuor  ilios  angulos  relationem  praebebunt,  ex  arcuum   aequalitate  «e  deyolrentem. 
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Hanc  relationem  ?ero,  quum  functione  nimis  implicita  exprimatnr,  quam  ad  formam  simplicio> 
rem,  e  qua  relationis  postulata  in  figura  conspicua  reddi  possint,  reducere  mihi  non  contigit, 
hic  non  tradam.  Geeteroquin  yix  monere  opus  est,  fbrmulam  (179)  deikioiistrationem  e$sie 
theorematis  propositi,  quia  -tantum  lineas  goniometricas  continet. 

108.     Ex  quo  Theoremate  Chasles  sequentia  deducit  . 

TH£OREHA  tXXXnt  Si  duo  Lemnisoatac  arcus  acquale^  suiit,  perpendicula  ex  arcuum 
extremitatibus  in  radios  vectores  correspondentes  erecta  quadrilalerum  formant, 
cui  circulus  inscribi  potest. 

THEOREHA  LXXXHL  Pluribus  Lemniscatae  arcubus  aequalibus  sumlis,  et  in  radios  vecto- 
res  singulos  determinanles^  e  cutTae  punctis,  perpcndiculis  ercctis,  intersectionis 
amborum  perpendiculorum,  ad  eundem  arcum  pertinentium,,  locus  geometricus 
Hyperbola  erit,  cum  Hypcrbola  aequilatera,  Lemniscatae  correspondenti,  confocalis. 

THEOREHA  LXXXIVi  A  punclo  quovis  Lemniscalae  si  ab  utraque  parle  duos  arcus 
aequales  quoscunquc  sumas,  per  quorum  exlremitatcs  in  radios  vectores  respecli- 
vos  perpendicula  erigas,  horum  amborum  perpendiculorumy  ad  aequales  arcus 
pertinentium,  intersectionis  locus  geometricus  Ellipsis  erit,  cum  Hyperbola  aequi- 
latera,  ad  Lemniscatam  pertinenti,  confocalis. 

Quorum  demonstratio  ope  Theorematis  LXXXI  statim  patet  ex  nonnuliis  theorematibus. 
quae  idem  geometricus  Chasles  in  Diario  Gompt.  Bend»  hebdom.  des  scanc.  de  TAcad. 
des  Sciences,  23  Oct.  ISiT^y  Toroo  XVII,  paj.  838,  circa  arcus  sectionum  conicarum,  diffe- 
rentia  rectificabili  gaudentes,  quosque  exinde  ille  auctor  arctts  similes  nuncu^tkXy  inlucem  edidit, 
verum  absque  demonstratione ;  imprimis  nempe  ex  iis,  quae  ibidem  signis  I,  II  et  VI  desig- 
nantur.  Nam  perpendicula,  quorum  in  hisce  Theorematibus  LXXXII,  LXXXIII,  LXXXIV 
mentio  fit,  nihil  aliud  sunt  (cf.  Theorema  LXXIII}  nisi  tangentes  Hyperbolae  aequilaterae, 
quae  secundum  Theorema  LXXX,  in  hac  curva  arcus  determinant  aequales  iis  arcubus,  qui 
radiis  vectoribus  determinantur ;  quorumqne  differentiae,  ob  arcuum  in  Lemniscata  correspon- 
dentium  aequalitatem,  rectificabiles  sunt  ex  Theoremate  LXXXI.  Ut  verbo  dicam,  arcus,  qui 
in  ffyperbola  perpendicolis  citatis  determinantur,  similes  sunt:  ergo  theoremata  citata  hoc  loco 
immediate  applicari  possunt,  quorum  vero  dcmonstratio  hic  non  pertinet. 

II  * 
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109.     Transit  Ghaslbs  ad  ponendom 

THEOREIA  LXXXY*    Per   quodyis  Lemniscatae  punctum  circulus  duci  potest,  per  centrum 
transiens,  curramque  in  illo  puncto  tangens  . 

Positis  circoli  cujusdam,  per  originem  transeuntis,  centri  coordinatis  ec  et  /?  ,  erit  ejus  aequatio 

x^  +  y»  =  2(«a?  +  /?y)  , 

unde 

}{181) 
dy  _  _  ^  — «  . 
d«  y  —  fi 

qainam  coefficiens  differentialis,  tangentem  goniometricam  angoli  tangentem  inter  et  axin  re- 
ferens,  pro  pnncto  contactus  coefficienti  differentiali,  ex  Lemniscatae  aeqnatione  (A)  dedncto, 
aeqaalis  esse  debet;  ergo  ex  form.  (8) 

^Vt  _   _  an  —  «   _  5yi*  —  a?,*    s^ 
^mi  Vi—fi  3«,»— y,»    y, 

unde  '  • 

«y,  (3^,*— y,»)  +  |J<P,   (3y,»— J?,*)  =  2«,  y,   (ar,»+y,»), 

dnm  ex  form.  (181)  priori  sequitur 

ax^  +  /?y,  =  |(aT,»+y,»)  ; 
ex  qnibns  duabas  posterioribus  aequationibns  facile  inrenitar 

»,»— y,»  *    2       «,»+y,»    ' 

>y ^i*  +  yi*    yi_  — T«*yi   .  \    - 

a*,»-y,»-    2        ^,»+y,»    '  ) 

unde  circuli  hnjus  radius,  quem  P  Tocabimusy  erit 

^°'^'°'+^''°^(V+,..) """ 

In  quibus  si  loco  coordinatarum  rectangularium,  cobrdinatarum  polarium  systemate  (B)  utamur, 
nobis  est 
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u  ^ _ — li-    =      4  «,  Cot  (j>,  , 

2r, 


P=^        =    i«- 


in  qaibus  est  i?|  Hyperbolae  radias  Tector,  ad  angnlum  polarein  (p^  pertinens.  Inde  patet^ 
centram  eircoli  commemorati  sitom  es&t  infra  axin  et  quidem  in  Hyperbolae  medio  radio  Tec- 
torey  qui  cum  axi  angulum  —  9^  efficit,  ita  ut  hujus  radii  yectoris  cum  eo  circulo  intersectio- 
Dom  altera  centrum  sit  Lemniscatae,  altera  rero  punctum  Hyperboiae  aequilaterae. 

110.     Ex  quo,  ope  Theorematum  in  n"*.  108  citatorum^  auctore  Chasles  sequuntur 

TBEOREHA  LXXXYL  Si  per  plurium  arcuum  Lemniscatae  aequalium  extremitates  circulos 
tangentes  ducas  per  centrum  currae  transientes,  binorum  circulorumy  ad  eundem 
arcum  pertinentium,  intersectionis  locus  geometricus  erit  locus  geometricus  projec- 
tionis  Hyperbolae  non-aequilaterae  centri  in  ejus  tangentes. 

THEOREHA  LXXXYIL  Si  per  duorum  Lemniscatae  arcuum  ae<lualium  extremitates  circulos 
ducas  tangentes,  uec  non  per  centrum  curvae  transeuntes,  hi  quatuor  circuli  quin- 
tum  quemdam  circulum  tangent. 

111.     Priusquam   pergimus,   duo   Theoremata  notatu  digna,    ex  iis  deducta,  quae  n"*  109 
exposita  sunt,  tradam. 

THEOREMA  LXXXflll.  Si  ex  medio  Hyperbolae  aequilaterae  radio  yectore  circulum  du- 
camus,  per  centrum  transeuntem,  ille  Lemniscatam  tang^et  in  puncto,  cujusradius 
veclor  ab  altera  axis  parte  eundem  cum  eo  efficit  angulum,  ac  ille  Hyperbolae 
radius  vector. 

InEOREHA  LXXXIX.     Pro  quocunque  Lemniscatae   puncto»  si  radium    vectorem   ita  con- 
structum,  ut  ab  altera  axis  parte  cum  eo  eundem  angulum  faciat  ac  puncti  dati 
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radius  vector,  usque  ad  Hyperbolam  correspondeulem.producas,  et  tuuc  mediuiii 
hunc  Hyperbolac   radinm  Ycctorem    cum   puncto   dato  jungas,    normalem    con- 


struxeris 


Quod  ultimum  intime  cum  Theoremate  XIV  conneium  est. 

Quibus  inventis    ex  Theoremate   LXXXV  ad   puncta    saepius    commemorata  applicatis, 
erit  pro . 

r  =a  ,  a=z^a  ,  —  /?  =  0,  v=\a.\ 

T^a^\  ,         a  =  \at>'W{^+[/^)  >  -/ff=to^JV/(2-V^3),l' =  i  a  r^  J   ; 

r  =  oi/|  =  e,  a=:ialy^6=x  ,  _/?  =  |aV^2  =  |e  ,    v  =  \a[/^  =  e=iy=r: 

r  =  0,  a  =  oo,  —  /?  =  ao,  P:i-^oo; 

r  =  ai^|,        a=iai,"2  =  ef,  —fi=\a.  p-    Jai     5 -.  '  r  . 

;112.     Ex  iis,  quae  Chasles  addit  de  Lemniscatae  generationis  roodo  quodam,  deduximu.s 

THEOREHA  XG«  Si  e  foco  cum  radio  j-  a  aequaU  circulum  ducas,  radius  rector  cujusvis 
Leraniscatac  puncti  aequah's  erit  cbordae,  quam  in  circulo  determinat.  (?id. 
Fig.  14). 

Est  enim  circuH  aequatio 

(x  —  e)^  +  y'  --  1  a'  =  'f€^   , 
et  Lemniscatae  radii  vectoris 

y    =  —   ^   ; 

unde  pro  horum  intersectionibus  duabus  . 

x^  —  te.T  +  e^  +  ^  x''  -    l  e^   , 
unde 
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et 


y ^ r— i^ — i *yi  > 

iinde  chordae  illius  longitudo 

==  i/  {(x-xy  +  (,j-yy} 

IV'      «^i»+y.»       /       V      (^,»  +  y,»)       ^'  j 

113.  Transeamus  nanc  ad  Theorema,  quod  celeb.  J.  A*  Sbrret  tradidit  in  Diario  Jour* 
nal  de  LionyiLLE,  Anni  1846»  Tomo  XI,  pag.  89 ,  qnodque  deducit  e  generatione  ac  theoria 
generaliy  a  se  inyentis  pro  curyarum  novarum  classi»  quas  curvas  ellipHcas  primae  dassis  nun- 
cupat  ille  auctor»  quaeque  casu  speciali  Lemniscatam  Bemouillanam  quoque  continent. 

THEOREHA  X€If  Supra  Lemniscatae  cujusvis  puncti  radium  yectorem  r  e  foco  diyergen- 
tem  triangulum  construamus  cujus  reliqua  latera  sint  e  et  jP  V^  2  =  o,  respectiye 
e  foco  et  puncto  curyae  divergentia ;  (quod  semper  fieri  potest  ob  yaloris  r  limites 
ei/2  —  e  et  ei^  2  -^  e);  angulos  lateribus  e  i^  2  et  e  oppositos  respectiye  a 
et  /3  nominemus,  angulumque  polarem,  radium  yectorem  inter  et  semi-axin,  (p  : 
tunc  erit  constans  relatio 

CoSif^Cos^a-^ifi) (185) 

Sit  in  Fig.  6 

FP  =  r  ,  FQ'  =e  ,  PQ  =ev/2, 
erunt 

.ZPFQ'  =  a,ZQ'PF  =  /?,Z0FP«9. 

Est 

Q'pa  =  Q'F»  +PF^  — 2Q'FXPF  .  Cb*Q'FP  , 

Qv^  =  Q'v^  +  Fr^  —  iQ'rxf^  .  cosQvr  , 

quae  ope  form  (186)  fiunt 


(i8C) 
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^e^^e^  +r^  —  ierCosa     ,        e^  ^ie^  +  r^ —lerCos 0i^i  , 


tCosa  =  L—l      ,         ^Cai3V^i  =  L  +  1 
e         r  e         r 


quaram  summae  ac  differentiae  dimidium  dat 

L  =  Cosfiv^i  +  Cosa     ,        1  =Cos0]^^i—Cosa  ; (187) 

e  r 

e  <{uibus  sec^uitnry  quod  jam  in  n^  32  inTenimns  , 

Sin^  «  =  a  Sin^  fi    ,     Cos^  a^Cosip  y (43) 


r 


_eS%n{a  +/?)    ^      eSinfi 

Sin/3  ~  Sin{a  —  /3) 

Porro  hic  ex  aequatione  (D)  habemus 


(41) 


Cosqf 


ier*  0         r  ^r' 


Tel  ope  form.  (187) 


Conr  =  |((7o*/?|/2  +  CM«)  +  (Ci»*/?|/J  — Ci»*a) 

—  i  {Cos^  /?  2 1/  2  —  6  Cos*  /3.Cosa  +  Z  Cos/3.  Cos*  uy/l  —  Cos*  «) 
=  iCos/3]/i  —  lCosa 

—{[{t-{-Cosifi)€^s0]/i'^5{Cosip.-\-l)Cota-\-ZCosp.Cos2/3\/i—Coscc.Cdtl0} 
^iCosfi\/i'-'iCosa  —  ^{Cos/3i/i-..ZCosa  —  iCosi0.Q>s«-\-'iCos/3.Cosl/3\/i) 
^Cosi/3.Cosii-\-Cds0{t  —  Cos2  0)\/i 

^Cosi^.Cosa^Cos0  .  2&n»/9.£^ 

Sin/3 

=  Cos tt.  Cosi/S-^-Sina.Sini^  =  Cos{a~.i/3)  . 
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Eodem  trianguloy  cujos  in  hoc  Theoremate  mentio  fit,  usl  sumus  tum  ad  tangentem  ad  quodvis 
Lemniscatae  punctnm  constraendam^  tum  ad  aream  exprimendam,  hunc  radium  yectorum  inter 
et  axin  comprehensam.  (cf.  Theorema   XIII  et  Theorema  XXIVII). 

Caeteroquin   patet,   si  punctum   P  Lemniscatam  totam  describat,  punctum  Q'  bis  circulum 
describere»  cujus  centrum  sit  focus  et  radius  eicentricitati  aequalis. 

114.  Ex  ils,  quae  doct.  Haedenkamp  in  Diario  Grcnert's  Archiy,  Tomo  III,  pag.  400,  de 
constructione  quadam  Lemniscatae  tradidit,  deducitur 

THEOREMA  XGIL     £  Lemniscatae  focis  cum  radio  semi-axi  aequali  duos  describas  circulos» 
•     et  e   quovis  Lemniscatae  punclo  cum  excentricitati  circulum  tertium,  cujus  cum 
prioribus   duobus   intcrsectionum   duae  in  linea,  per  punctum  datum  transeunte, 
collocatae  sunt.  (vid.  Figf.  7}. 

Si  punctum  datum  pro  coordinatarum  polarium  polo  sumamus,  quarum  azis,  azi  curvae  paral- 
lela  est,  fiunt  horum  trium  circulorum  aequationes  polares,  respective  , 

r»  +  2  [a^  —e)  Cb^ijp  +  tyi  Sincp}  r  +  (a?i  —  e)^  +  ji»  —  2  e^  =  0  , 

r^  +  2{a?,  +e)Cos(p  +  y^Sinq>}  r -f  (ar,  +  e)»  +  yj»  —  2  e»  =  0  ,  * 

r  =  e  . 

Quorum  tertii  cum  duobus  prioribus  intersectionum  anguli  polares  eruuntur,  post  Talorum  or,  et 
y,   in  r,   ct  9,  ez  aequationibus  (/*)  substitutionem  , 

*  2*  .  |{2eCo5  9),  — r,)»  ^' 

_—eCos2(Pt  ±  (g  — f,  Cos<Pt)      ^g.^ 

2  ff  Cosifi  — r,  *  * 

j^f  (^eCoscp,+r,)[-eCosi^,^(e  +  r,Cos<p,)] 

'  2e.|(2eCo59i+rJ^  ^' 

_-eCos^<p,^(e  +  r,Cosq>,)      ^  5m  (^,  ; 
2«  Cos(pi  +  r, 

e  quibus  duabus  aequationibus  pro  signis  inferioribus  inyenimus 

Sin  qpa  =  —  2  Sin  9, .  Cos  9    =  —  Sin  29,=  Sin  9,  , 

ande  porro 

12 
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THEOREMA  X€UI«  Linea  ia  Theorematc  praecedenti  commemorala  cum  axi  angulura 
ellicit  duplum  ejus,  qui  eodem  axe  et  radio  ycctore  puncti  dati  includitur. 

115.  Vir  doct.  L.  J.  Magnus  in  Diario  Journal  Ton  Crelle,  Tomo  IX,  pag.  135, 
proponit  sequens 

TflEOREHA  XCIv«  In  Lemniscatae  circumferentia  duo  puncta  quaecunque  assumas,  per 
quae  yarios  ducas  circulos,  qui  singuli  cum  Lemniscata  generaliter  duo  alia  puncta 
communia  habebunt,  per  quae  posteriora  et  curyae  centrum  denuo  si  circulos 
ducasy  horum  contactus  punctum  erit  currae  centrum. 

Gujus  in  opere  Sammlung  Ton  Aufgaben  und  Lehrsatzen  aus  der  analytischen 
Geometrie^  pag.  292,  demonstrationem  dat  idem  auctor  ex  theoria,  quae  redprodicUis  Tocatur, 
petitam.    Sed  etiam  sic  demonstrari  potest. 

Doo  puncta  data  habeant  coordinatas  polares  r^  ei  (p^  ,  fi  et  9^ ;  per  quae  circulum 
quemyis  ducas,  cum  cnrya  praeterea  duo  paneta  communia  habentem,  quorum  coordinatae  polares 
sint  fj  et  (jPj,  r^  et  94.     Tunc  aequatio  polaris  hujus  circuli  , 

r»  —  2(ai  CoSip+fitSifKp^r  +  a^^  +/?,»  =«^»  , 
fit  pro  quatttor  hisce  punctis 

r,^  —  i(cc,C0S(p,  +fitSin(fi)r,  +  cc^^  +  0,^  =  R,^   , 

r^^  —  i{ot^Cos<p^  +  fii  Sin(p^)r^  +  a,^  +  /3,^  =  R^^   , 

r,»  -  2  K  Cos<p,  +  H,  Sincp,)  r,  +  «1*  +  /?i'  -  «1*   ,  ^^^^^^ 

^4 '  —  2  («,  Cos  <p,  +  a^  Sin  94)  ^  +  «1 '  +  ^i '  =  «1 '   ; 

dum  aequatio  polaris  circuli  per  puncta  r,  et  9,  ,  r^  et  94  et  centrum  curTae  transeuntts  , 

r  =  2  («j  Cos(p  +  /Jj  Sin(p)  , 


pro  illis  punctis  fit 


dum  est 


r,  =2(«,  Cd*^,  +^a*»9i)  1  ) 

r^  =  2  («,  Cos  94  +  li\  Sin  94)  ,  j 


(189) 


Digitized  by 


Google 


-   91  - 

r,2  =a^  Cosiip^  ,  r^*  =  a^  Co^  2  (pj  ,  r^^  =a^  Cos  2cp^  ,  r^»  r^a^Cwa^^  .  .  .  (190) 
Ei  acqnationibus  (189)  scquilur 

_  ^a  ^  ^3  ^^^  ^i  —  ^*  ^^^  ^  > 
Ji        r.j  Cos(p^  —r^Coscp^ 

unde,  qr,  ope  fonn.   (190)  climinato,  et  factore 

(quia  TGj  0  acqoalis  esse  ncquit)  sublatOy  eruimus 

r,^=a^r,^(l-p^y^'+^'^'+'^''''^^'+^''^''''''^ (191) 

'  4V        F/         a*  {l—p^)'  +16r,'p^{l+p^y  ^       ^ 

Si  priorem  aequationum  (188)  a  sequentibus  abstrahimus,  ex  diflerentiis  habemus 

la^  ^  (^1^— ra^)(r,  Sin  (p  ^—r^^  Sin  cp^)  —  {r  ^^  —r^^)  {r^Sincp^  -^r^Smtp^) 
2/?i         {r,^—r^^){r,Cos(f^~r^Cosip^)—{r^^—r^^){r^Cos^^—r^Coscp^) 

){m) 

{r^^—r^^^iriSincp^—r^Sincf^)  -  {r^^  —r^^)  {r^Sincp^  -^  r^Singf^) 
(ri^— r/-')(ri  Coscp^—r^  Coscf^)—  {r^^  —  r^^)  (r^  Coscp^—r^Cos cp^) 

£x  qua  aequatione,  siopeform.  (190)(]P3  eliminemus,  tunc?alorem  r^^  ciform.  (191)  substituamus, 
prodit  aequatio  r^  et  p  inter  et  r |,  g) ^ ,  r^ ,  92 >  quantltates  cognitas  continens,  quam  si reducimus,  r^ 
evanescere  vidimus;  p  igitur  determinatur  in  functione  r^,  <^,,  r^,  qPs»  ^^^  ^^  idem maneat pro 
quoYis  circulo  qui  per  duo  puncta  data  ducatur ;  omnia  circulorum  secundae  seriei  centra  igitar 
in  eadem  linea,  per  ccntrum  cunrae  transeunte,  sita  erunt,  et,  quia  per  centrum  hocce  transire 
coguntur,  ibidem  contactus  sit  necesse  profluit.  Calculum  Tcro  ob  nlmiam  prolixitatem  et  for- 
mularum  monstrosam  complicationem  hic  omittere  debemus. 


116.  Ei  intersectionis  superficierum  secundi  gradus  diTcrsarum,  tuni  inter  se,  tum  cum 
plano,  projectione  in  planis  certae  positionis  quamquam  Tariae  oriantur  curvae  Lemniseatae^ 
firustra  conatus  sum  inter  hasce  etiam  Lemniscatam  Bemouillanam  determinare,  nisi  in  pasu  spe- 
ciali  Tori  specialis  cum  plano  certo  intersectionis. 
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Sit  nempe  aequatio  Tori^  cujus  meridianus  est  circulus,  generalis 

{R:hi^{x^J^%^))^+y^^r^ (193) 

ubi  est  axis  coordinatarum  y  axis  rotationis,  R  distantia  circuli  centri  ad  aiin  iUum,  et  r  radius 
circuli  rotationis.  —  Inyenitur  hujus  superficiei  cum  plano,  plano  coordinatarum  x  et  yparallelo, 
intersectionis  aequatio,  ponendo  in  aequatione  (195)        %  =  tt  ,       unde  eruimus 

(a:a+yi)a^2(a*— r^+/?*)y*  J^  i {ck*  —  r^  —  R^) x*  +  {R^  J^r^ —a^)^ —  ^R^  r^  =  0, 

Si  ponamus  planum  illud  secans  etiam  Torum  tangere,  est        a  =-^  R  —  r  , 
et  haec  aequatio  fit 

(a?2  +y»)a   +  4/?(fl  — r)y»  —  i  Rr  x^   +  (7?^  +  r^)»  —  2(/J^  +  r^)  («  — r)» 

+  {R  —  r)^—  iR^r^  =0  , 

ubi  functio  constans  0  aequalis  evadit.  —  Ut  autem  fiat  aequatio  Lemniscatae  Bemouillanae, 
in  promptu  est  necessaria  R  inter  et  r  relatio 

iRr  =  iR  {R  —  r)  ,         yel         7?  =  2  r  , 
unde  tunc  aequatio 

{x*  +y*)»   =  8r»  {x^—y^) 

cum  aequatione  (A)  coincidit. 

Quamobrem  torus,  conditioni  R  =  ir  satisfaciens,  ab  J.  A.  Serret,  in  Diario  Journal  de 
LiouviLLE^  Anni  1845,  Tomo  TIII,  pag.  49S,  Tocatur  Lemniscaiicus. 

Hinc 

THEOREHA  XGV»  Si  larum  Lemniscaticumy  ubi  igitur  circuli  radium  iuter  et  circuli  centri 
distantiam  ad  axin  rotationis  ratio  est  } ,  secemus  plano  axi  parallelo  et  torum 
simul  tangenti,  intersectio  est  Lemniscata  Bernouillana,  cujus  excentricitas  circuli 
diametro,  id  est  2  r,  aequalis  est. 


117«     Postremo  pauois  enunciemus,  quibus   casubus  sese  in  Mechanicis  obferat  Lemniscata 
Bernouillana. 
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THEOREHA  XGVL  Curva,  cujus  arcus  et  chorda  punclo  gravi  eodem  temporis  spatio 
percurruntur,  est  Lemniscata,  in  cujus  centro  punctum  labi  incipit,  cujusque  axis 
cum  verticali  angulum  serai-rectum  includit. 

(cf.  J.  A.  Serret  in  Diario  Journal  de  Liouville,  Anni  1844,  Tomo  IX,  pag.  28,  in  Hemoria, 
coi  titnlas  :  Sur  une  propriete  mecanique  de  la  Lemniscate,  d^couverte  par  N.  Fusz. 
Idem  vero  Theor^ma  propositum  esse  videtur  a  geometrico  Saladini  in  Diario  Memorie  dell' 
Istituto  Nazionale  Italico,  Tom.  I,  Parte  2.). 

Sit  g  gravitas;  cjp  angulus  verticalem  inter  et  radium  vectorem  r.  Tempora  lapsus  ejusden) 
poncti  per  arcum  et  radium  vectorem  sunt 

1/  2  jJ  'o  •^       rCoscp  ^     gCoscp 

quae  igitur  ibi  aequalia  sunt.     Differentiando  obtinemus 

A     ■/  d<P*         o     1  l  j/CoS(p     CoS(f^r  +  rSinq)^(p 


vcl 


Coscp  ^       r  Cos^  cp 


Cos^py^ir^  +—)  =  Cos^p^!^  +  rSin(p 
d<P*  o(p 


quadrando  et  reducendo  eniimus 


d_r  _   j    j.  Sin  2  9 

r    ~  ^    Sin  2  cp      ' 
unde  si  constantem  a  ponamus, 

r^  =  a^  Sini(p (F) 

Inde  seqnitur  Lemniscatae  tangentem  centralem  cum  verticali  coincidere  . 

118.  THEOREHA  XGVIL  Punctum  materiale,  vi  constanti  e  puncto  fixo  soUicitatum,  si 
per  curvae  cujusdam  arcum  et  chordam  eodem  temporis  spatio  dilabi  debeat: 
curva  haecce  erit  Lemniscatay  cujus  centrum  cum  puncto  fixo  in  linea  horizontali 
situm  est,  et  axis  infra  hanc  lineam  cum  ea  angulum  semi-reclum  efficit. 
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(cf.  OssiAN  BoNNET  m  Diario  Joarnal  de  Liouyille,  Anni  1844,  Tomo  IX,  pag.  116.). 

Si  puncti  lixi  ad  motas  originem  distantiam  a  Tocemos,  et  pro  aii  coordinatanim  polarium 
samamus,  et  pnnctum  posterius  pro  polo,  punctnm  materiale  chordam  et  arcum  percurret  in 
temporibus,  quae  exprimuntur 

/l/^rL+^^^^^  ^^       ^^^  ^^^  /r-aCos,. 

J^    2arCos(p  —  r^  \    a  Cos  if     ) 

quae  aequiparando,  et  difierentiando  erit 

^    ^arCoscp — r'^ 

aCoscp  aCos(p{dr  +  aSin(p^a)  —  {r^aCosq){ — aSincpdq) 

~       Y^[a^  Cos'  (p  —  {r—a  Cosq^) ^')  a»  Cos^  rp 

Cos  <p  d  r  +  r  Sin  (p^(p  ^  -,  ^ 

Cos  q) 
quadrando  et  reducendo  , 

Sin  2  (p  i  r  =  rCos^(p  ^  tp  , 
unde  ut  supra 

r^  =  a^Sin2(p (F) 

119.  TnEOREHA  XGVnit     Catena  flexilis,   homog^cnca,   inaequalis   crassiliei,   in   quam   ris 

centrah's,  distantiae  inverse  proportionaUs,  a{;it,  si  in  aequilibrii  statu  assumatur 
lensionem  variare  constanti  ad  crassitiem  ratione  3,  formam  Lemniscatae  arcu<» 
assequitur,  cujus  axis  horizontalis  est. 

Quod  theorema  casus  est  specialis  in  argumento,  quod  ab  OssiA?f  Bon5ET  iu  Diario  Jour> 
nal  de  Liouville,  Anni  1844,  Tomo  LY,  pag.  97,  eipositum  est. 

120.  THEORENA  XGIX»     Punctum  matcriale,  quod  duobus  punctis  fixis  inversa  distantia- 

rum   rationc   attrahitur,   et  motus    initio   talem  impulsionem   assequitur,  ut  con«* 
stanti  celcritate  movcatur,  Lemniscatam  Bernouillanam  describit. 
(cf.  ill.  Cassini,  Elements  d'Astronomie,  pag.  149.). 

Linea  quae  duo  puncta  fixa,  quorum  distantia  sit  2  e,  jungit,  sit  axis ;  oriarinem  coordina- 
tarom  in  media  illa  distantia  ponamus,  erit,  si  attractionis  unitatem  per  g  denotemus,  ut  mos 
fert. 
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_  d|_3;  ^     g {e—x) g{«-\-x)       ^  x""  +y*— «» ^ ng  . 

d/»  (e  — ar)»+y»         (e  +  ar)*+y»        («»  +  y»  4.  «»)»_  4e>  a;»      ^      ' 

-  }Ll  =—11— gy  =  -r«  +  y»  +0»  2-„ 

^<»        (*— j-)»+y>        (<»  +  a?)*  +  y*         (x» +y* +e»)*  — 4«»  a;» 

Est  porro  conditio 

ergo  differentiaodo,  et  valores  — --  ,  — |  inrentos  substituendo,  post  dirisionem  per*  factorem 


e«-it 


(**+y*— «»)2a?  dar  +  (aj»+y»+<,»)  2y  dy  =  0  , 


onde 


(x»+y»)  (d.»>   +  d.y»)  =  «»(d.«»  —  d.y»)  , 
e(  integrando 

T  («*  +y*)*  =  «*  («*  — y»)       Tel      («>  +y*)»  =  2e»  («»  — y») 


(A) 


121.      THEQREHA  €•    Quod  ex  dictis  ia  Theoremate  XGII  scquitur. 

Sit  enim  in  Figura  15,  parallelogramma  bilancium  in  machina  aquae  yapore 
mota  referente,  AMB,  GPD  etOD  tres  stipites,  et  M,  0,  cardines  fixi^  G,  D, 
Tero  mobiles.  Motu  stipitis  A  M  B ,  punctum  P,  in  medio  G  D  situm,  Lemniscatam 
Bernouillanam  describity  ai  est  relatio 

2  0D«  =  2  CM»  =  CD»  =  OM^  . 
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§7. 

D£  COIfSTRUCTIONE  SITE  DELIITEATIOITE  ET  DE  GENERATIONE. 


122.  Transeamus  nunc  ad  generationis  methodos^  ad  cuiTae  delineationem  magis  minusve 
aptas,  ex  traditis  coUigendas,  iisque  quasdam  alias  addendas.  Postea  agamus  de  illis  Lemniscatae 
generationis  modis^  qui  ob  difficultates  in  constructione  non  ad  delineationem  inserYiunt. 

CONSTRUCTIO  I.  Quae  ei  Theoremate  I  sequeretur;  puta,  utin tangentempro  quoris 
Ilyperbolae  aequilaterae  puncto  constructam  e  centro  perpendiculum  demittas,  cujus  pes  punctum 
erlt  Lemniscatae.  (vid.  Fig.  1).  Quum  Tero  perspicuum  sit,  errorem  in  Hyperbolae  forma,  ma- 
jorem  erroreHfi  in  Lcmniscatae  forma  gignere,  satius  est  nos  Tcrtamus  ad 

123.  CONSTRUCTIONEM  II.  Quae  exinde  ut  et  exTheoremate  LXXIII,  form.(166) 
sequitur.  Per  centrum  duas  lineas  ducas,  quarum  angulus,  recto  minor,  axi  bisecatur,  et  ex 
harum  cum  Uyperbola  quatuor  intersectionibus  in  alteram  lineam  perpendiculum  demittas;  quo- 
rum  quatuor  perpendiculorum  pedcs  puncta  erunt  Lemniscatae.  (vid.  Fig.   1). 

124.  CONSTRUCTIO  III.  Ex  Theoremate  Ilprofluens.  Pro  quocumque radio  Teclore  e 
foco  diTergente  r,  inler  limites  a  +  <?  et  o  —  c  sumlo,  construas  tertiam  proportionalem  r,  ad 
r  et  (?.  Circulorum  e  focis  rcspecti?e  cum  r  et  r^  ductorum  interscctiones  puncta  erunt  quae- 
sila.   Quae  constructio  generaliter  proCa5^mo»rfiAti5Talct. (cf.  Vechtmann, Diss.  laud.,pag.  17.). 

125.  CONSTRUCTIO  IV.  Quae  ex  aequatione  (B)  deTohilur,  quaeque  ex  alio  principio 
deducitur  a  celeberrimo  geometrico  Colhos  Mac  Laurin  in  opere  Geometria  Organica, 
Part  II,  Sect.  3,  Prop.  XIX.  Per  centrum  lineam  ducas  cum  axi  angulum  2<p  ef&cientem,  in 
quam  perpendiculum   e  Tcrtice   demittas,   et  in  qua  ab  altera  centri  parte,  inde  a  centro  ipso, 
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partem  semi*azi  aequalem  abscindas;  supra  hanc  lineam,  a  -{-  a  Cos  2  gaequalem,  semi^circulum 
describas»  qui  in  perpendiculo;  e  centro  cunrae  in  radium  Tectorem  erecto,  inde  a  centro  partem 
determinaty  quae  est  radius  yectqr,  r  =  v/  (a  .  a  Cos  2  qp)  =  a  y/  Cos  2  cp,  ad  angulum  q>  pertinens. 
(yid.  Fig.  16). 

126.  CONSTRUCTIO  V.  Ex  eadem  aequalione  deducta. 

In  semi*aiin  circulum  construas  et  per  curyae  centrum  duos  radios  rectores  ducas  ab  utraque 
azis  parte  cum  eo  eundem  angulum  9  efficientes>  circulumque  in  punctis  Z,  V  secantes. 
Arcum  ZL  sumas  arcui  ZA  aequalem,  distantiam  0L  =  ad95  2<p  in  aiin  demittas  in  M,  e 
quo  perpendiculum  in  azin  erigas.  Hujus  cum  circulo  intersectionis  ad  currae  centrum  distan- 
tiam  in  radios  Tectores  transponendo,  puncta  currae  quatuor  inTcnies.  (Tid.  Fig.  17).* 

127.  CONSTRUCTIO  VI.  Quae  ez  eadem  aequatione  seqnens^adoct.  VECnTM.i.\N,  in  Diss. 
land.,  pag.  19,  proponitur. 

E  foco  ctun  ezcentricitati  semi-circulum  describas,  et  e  centro  in  azin  perpendiculmn 
erigas,  in  quo  Talorem  quemTis  r  sumas,  cum  cujus  eitremitatis  ^d  Tcrticem  distantia  e  centro 
cnrrae  circuli  arcum  ducas,  cujus  cum  priori  semi-circulo  intersectionem  centro  jungas,  et  in 
hanc  lineam  Talorem  r  primitire  sumtum  transducas.  (Tid.  Fig.  18). 

128.  CONSTRUCTIO  VII.  Quam  aequatio  (E)  obfert.  In  tangentium  centralium  altera 
partem  sumas  OM,  focorum  distantiae  aequalem:  in  altera  partem  OL,  radio  Tectori  cuivis 
aequalem.     In  rectam   ML  ez  L  erecli  perpendiculi   cum   prima  tangcnti  centrali  intersectionis 

ad  centrum  distantia   ON  erit  ^  ,  ergo  ON^  erit^ryaequale.  Restat  igilurut  construamus  trian- 

gulum  rectangulum,  cujus  hypothenusa  sit  r,  et  area  4^  ON^,  cujus  altitudo  p  igitur.erit  teitia 
proportionalis  ad  r  et  ON;  in  OL  ergo  semi-circu]um  describas,  etcumONezO  alterum  circuli 
arcum  ducas,    e  cujus   intersectione  cum  primo  perpendiculum  in  OM  demiltas,  cujus  pedis  R 

ON* 

ad  centrum  distantiam,  p  = aequalem,  in  prolongatam  0  M   transponas,   et  ez  hujus  fine 

S  alteri  tangenti  centrali  parallelam  ducas.  Hujus  cum  primo  circulo  intersectioi\is  distantiae  ad 
0  et  L  coordinatae  ^  et  y  in  tangentibus  centralibus  sunt.  (Tid.  Fig.  19). 

129.  CONSTRUCTIO  VIII.  Ez  aequatione  (F)  deducta.  In  tangenti  centrali  inde  a  centro 
partem  sumas,  focornm  distantiae  aequalem,  e  cujus  eztremitate  perpendiculum  demittas  in 
quemcunque  radium  Tectorem,  per  centrum  ductum.  Inde  a  perpendiculi  pede  in  radii  vectoris 
prolongatione  partem  sumas  perpendicnlo  ipsi  aequalem;  et  in  lineam  inde  a  centro  usque  ad 
linjos  partis  eztremitatem  semi-circulum  ducas,  cnjus  intersectionis  cum  perpendiculo  comme- 
roorato  ad  ejns  pedem  distantia,  ix^  (2  e  Sin  qp  .  2  e  Cos  (]p)  =  v^  (2  e^  Sin  2  q>)  aeqnalis,  erit 
Talor  ipsius  r.  (rid.  Fig.  19). 
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150.  CONSTRUCTIO  IX.  Profluens  ez  form.  (C).  Supra  semi-axin  semi-circulum  construas, 
e  cujus  cum  quocunque  radio  rectore  r  intersectione  perpendiculum  in  axin  demitta^;,  quod 
aequale  erit 

5^ '=y  ; 

a 

quo   igitur   in    tangentem  centralcm  transposito,    lineae  ex  extremitate  axi  parallelae  ductae  cum 
radio  yectore  r  intersectio  erit  punctum  Lemniscatae.  (rid.  Fig.  10). 

131.  CONSTRUCTIO  X.  Quae  ex  aequationum  (fl')  prima  se  devolTit.  Si  e  centro  cum 
radio  quoTis  r  circulum  ducas,  hujus  cum  perpendiculo,  e  centro  in  axin  erccto,  intersectionis  ad 
Terlicem  distantia  erit  i^  {a^  +  r*).  Si  igitur  ad  2  e  ,  r  et  l^  (a*  +  r*)  quartam  construas 
proportlonalem,  haec  erit  x  correspondens,  eamque  ab  utraque  parte  iode  a  centro  in  axin  col- 
loces,  et  per  extremitates  perpendicula  ducas,  quorum  cum  circulo  memorato  intersectiones  qua- 
tuor  erunt  Lemniscatae  puncta. 

152.     CONSTRUCTIO  XI.     Ex  formularum  (H)  secunda,  eadem  methodo  iuTenitur 

y  = ^  . 

135.     CONSTRUCTIO  XII.  Ex  Theoremate  XII  petita. 

Circulos  describasy  quorum  centra  in  perpendiculo  0  X^  e  centro  in  axin  erectOi  sita  sint, 
per  focos  transeuntes ;  radium  ad  focum  ducas^  in  quem  e  centro  perpendiculnm  dimittas^  quod 
in  illo  radio  inde  a  foco  partem  determinat  2y  aequalem,  cujusigiturdimidio  in  0  X  ab  utraque 
parte  centri  curTac  collocato,  ex  extremitatibus  axi  parallelas  ducas,  quarum  cum  circulo,  e 
ccntro  curTac  cum  radlo  illius  clrculi  primi  aequall  ducto,  intcrseciiones  quatuor  Lemniscatae 
puncta  dabunt.  (Tid.  Fig.   4). 

134.     CONSTRUCTIO  XIII.    Quae  e  Theoremate  XLI  sequitur. 

In  tnngentibus  centralibus  inde  a  centro  partes  sumas,  quarum  rectangulus  4  e^  aequalis 
cst;  si  in  lineam,  harum  paiilum  extremitates  conjungentem,  e  centro  perpendiculum  dimittas, 
Iiujus  pes  crit  punctum  quaesitum.  (cf.  Nieuwe  "VVisk.  Voorst.  Tan  Een  onvertnoeide,  ens., 
Tomo  II,  pag.  31G.  (Tid.  Fig.  2.). 

13li.     CONSTRUCTIO  XIV.     Ex  Theoremate  LXXII,  form.  (165),  deducta. 
Si   pro  quoque   /2,  radio  Tectore  Uyperbolae  aequilaterae,  r  construas  tertiam  proportiona- 
lem  ad  R  ct  a,  hanc  in  R  inde  a  centro  abscindendo,  extremitas  erit  Lemniscatae  punctum. 

136.  CONSTRUCTIO  XV.  FacUiorem  Tcro  se  profert,  secundum  Theorema  LXXIlTel 
LXXVIII,  ex  iis,  quae  Tir  clar.  G.  J.  Verdam,  in  opere  Opmerkingen  orer  zekere 
soort  Tan  kromme  lijncn,  etc,  Apr.   1848.,  pag  88,  exposuit. 
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Uyperbolam  aeqQilateram  cum  illa,  quae  ad  Lemniscatam  pertinet,  concentricam,  sed  hujus 
focos  Tertices  habentem^  construas.  Radium  vectorem  primiliTae  Ilyperbolae  quemcumque  in  tan- 
gentem  centralem  transducas,  e  cujus  extremitate  alteri  tangenti  centrali  ducas  parallelam,  in 
qua  Hyperbola  auiiliari  inde  a  tangenti  centrali  pars  abscindetur,  quae  crit  Lemniscatae  radius 
vector  correspondens  radio  vectori  Hyperbolae  primitivae. 

157.  CONSTRDCTIO  XVI.  Ex  Theoremate  XC  profluit. 

Si  e  Tcrtice  cum  eicentricate  circulum  ducas,  et  ex  centro  curvae  secantes  ducas,  in  qua- 
rum  quavis  inde  a  centro  partes  sumas,  chordis  in  circulo  determinatis  aequales,  Lemniscatae 
punctum  habebis. 

158.  CONSTRUCTIO  XVII.  Quam  doct.  Haedenkamp  in  Diario  Grunert^s  Archiv, 
TomoIII,  pag.  400,  proponit,  (cf.  Theorema  XCII),  et  w^cAa/iicam  nuncupat,  quaequederi- 
vatar  e  constnictione  generali  pro  illis  curTis  Lemniscatis  ordinis  superioris,  quae  in  machina, 
ope  aquae  vaporis  mota,  puncto  c^rto  bilancis  partim  describuntur. 

£  fods  cum  radio,  semi-axi  aequali,  circulos  duos  describas  et  chordam,  iis  communem, 
cujus  longitudo  est  2  e,  sic  moveas,  ut  extremitates  circulorum  circonferentias  mn  deserant,  tunc 
hujns  chordae  medium  Lemniscatam  gignet.  (Tid.  Fig.  7}. 

139.  CONSTRUCTIO  XVIII.  Quae  generaliter  a  Vechtmann,  in  Diss.  laud.,  pag.  17, 
pro  Cassinoidihus  proponitur. 

Radios   Tectores   e    centro,   duobusque  focis  ad  idem  Lemniscatae  punctum  diTcrgentes  per 

r  ,      p  y      et     ff 
denotemus,  angulumque  polarem  radium  Tcctorem  r  inter  et  axin  per  q,  erunt  ex  Figura  1, 

p^  =  e^  +  r^  —  ier  Cosq)  ^ 
fT^  ==  e*   +  r^   +  ier  Coscp  , 


unde 
sed 
ergo 
ande 


p»   +  a»  =  2  (e^  +r^)  ; 
2^(T  =  2e*   ,     (cf.  Theorema  II) 
{p  +  ^Y  =  2{2e^»+r»)  =  2(a»+r^)  ,         {p  —  rf^  =  ir^ 


y 


}=i/°-4^— i 


(194) 


ex  qua   formula  pro   quocunque  r  ralores   p  tcI  9   comtrui   licet.      Hanc  vero    constructionem 
minus  expeditam  esse  con^icuum  est. 
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140.     CONSTRUGTIO  XIX,    In  semi-axin  circulum  constraas,  ex  cujus  puncto  quovis  Q 
perpendiculum  QR  in  axin  demittas.     Sumas 


Porro  est 

unde 

ergo 


OQ*  =  /r*  +y^  «=  al^  {x^—y^)y  ex  form.  (A)  . 

OQ»  =  ORXOA  =  a.OR; 

OR*  =  x^  —  y^  , 

2a;a  =  0Q»+0R^  ,         2y»  =0Q«  —  0R>=- QR»    ....  (195) 


In  Q  R  igitur  semi-circulum  ducamus,  cujus  cum  radio  axi  parallelo  intersectionis  S  ad  R 
distantiam  in  RQ  transponamus,  ex  extremitate  T  axi  parallelam  ducamus,  quae  circulum,  e 
curyae  centro  cum  radio  0  Q  aequali  ductum,  in  puncto  quaesito  intersecabit,  cujus  ordinata  est 
R  S  =  R  T  ,  et  igitur  abscissa  est 

OT  =  i/(OR^  +RT^)  =  i^^ya  +  o?»— y*)  =  x.     (vid.  Fig.  20). 

Uaec   constructid  eo   casu   aliquid  praestare  potest,  quo  pro  valore  dato  radii  vectoris,  abscissam 
rel  ordinatam  puncti  quaeramus. 


141.  Denique  monendum  restat  de  iis  generationis  modis,  qui,  quamquam  non  ad  de- 
lineationem  apti,  tamen  una  cum  praecedentium  nonnuUis  diversitatem  generationis  ostendunt, 
de  qua  in  introitu  mentionem  fecimus. 

£x  formula  (E)  conspicitur  aequationem  Lemniscatae  in  tangentibus  centralibus  coincidere 
cum  aequatione  Ilyperbolae  aequilaterae  cum'  variabili  potentia  (r*  ;  2(?). 

£x  Theoremate  XIII  sequitur,  Lemniscatam  locum  esse  geometricum  verticis  P  trian- 
guli,  cujus  vertex  F  constanter  in  foco  manet,  lateraque  FQ  et  PQ  excentricitati  et  semi-axi 
aequalia  sunt,  dummodo  verticis  P  motus  infinite  parvus  locum  habeat  secundum  circuii  huic 
triangulo  circumscripti  radium  CP.  (vid.  Fig.  6). 

£x  Theoremate  LXXI  Lemniscata  gignitur  ex  alterius  Lemniscatae  centri  osculaUonis 
projectione  in  radium  vectorem,  quo  casu  ratio  axes  inter  erit  ut  5  ad  3. 
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Theorema  LXXXVIU  docet,  Lemniscatam  esse  involucrum  circulorum,  qui  ex  Hyper- 
bolae  aequilaterae  medio  radio  vectore  cum  hoc  dimidio  radio  yectore  ducuntur. 

Ei  Theoremate  XCI  patet,  Iriangulus  FPQ,  cujus  yertex  F  est  fiius,  latera  FQ  et  PQ 
excentricitati  et  semi-aii  sunt  aequalia,  quibus  oppositi  anguli  per  a  ei  /3  denotentur^  si  tali  modo 
rarietur,  ut,  angulo  latus  PF  inter  el  aiin  quemdam  fiium  OF  per  qp  denotato,  constans  sit 
relatio 

Cos(p  =  Cos{a  —  %/3)  , 

puncti  P  locum    geometricum    esse    Lemniscatam,    cujus   aiis    est    OF,    et  focus  punctum  illud 
fixum  F.  (Tid.  Fig.  6). 

1 42.     Ponas  ic^  +  y^  =  v  ,  x"^  —  y^  =  ii?  ; 

unde 

fit  aequatio  (A) 

i,»=a*  w  ;     (196) 

quae  est  aequatio  Parabolae,   cujus  parameter  valorem  a^  habet  numericum,  et  e  cujus  coordi* 
natarum  t;  et  «c^  yaloribus  ralores  ^  et  y  Lemniscatae  construi  possunt. 

Porro  ponamus 

/  =  V^(r»  -  tr»)  =  2a;y  ,    .    .    .  .  , (197) 

unde 

''1   =  il^(»  +  0   ±  il/ («?  —  /)  ; (198) 

quae  etiam  ad  coordinatarum  rr  et  y  e  faloribus  v  eX  i  constructionem  ducunt. 

£i  praecedentibns  vidimus  Lemniscatam  oriri,  si  pro  ordinata  et  abscissa  Parabolae  Apollonicae 
aequationes  Circuli  et  Hyperbolae  aequilaterae  respectiye  substituamus.  (cf.  clar.  G.  J.  Yerdam, 
in  op.  laud.  Opmerkingen  over  zekere  soort  van  kromme  lijnen,  etc.  pag.  71). 

Porro  sequitur,  si  pro    quocunque   Lemniscatae   radio  vectore  r,   Uyperbolam  aequilateram 
construas,   cujus   potentia    sit   r^  :  2  e ,   vel  semi-aiis  rationalis   r^  :  a  ,    hujus  cum  circulo  con- 
centrico,    radio   r   descripto,    intersectiones   quatuor   puncta   esse   Lemniscatae.     Quae   generatio 
deduci  potest  et  ex  aequatione  Lemniscatae  in  tangentibus  centralibus     .ry  =  (r^  :2e)^   (E) 
et  ei  aequatione  (H)  .r^  —  y^  =  (r^  :  aY   . 
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143.  Postremo  loco  monendum  est  de  modo  generationis,  quem  promotor  spectatissimus, 
Tir  clar.  G.  J.  Terdam,  ez  theoria  sua  generali  linearum  Lemniscatarum  primae  ordinis  deiiniiiy 
mihique  communicare  Toluit. 

Gonstruas  Parabolam,  cujus  parameter  sit  a ,  porro  Hyperbolas  aequilateras,  quarum  centra 
in  Parabolae  Tertice  sita  sint,  et  semi-aies  p  cum  Parabolae  axi  coincidant ;  ei  quarum  singu- 
larum  vertice  perpendiculi  in  aiin  ducti^  et  usque  ad  Parabolam  sumti,  Talor  erit  y  =  \/np  , 
cum  quo  e  centro  Uyperbolae  circulum  ducas,  cujus  cum  posteriori  curTa  quatuor  intersectio- 
nes,  puncta  erunt  Lemniscatae ;  pro  quibus  autem  Talet  tum  aequatio  Ujperbolae  aequilaterae 

rr^  —  y^  =p>    , (199) 

tum  circuli 

a:^  +y^=ap  , (200) 

unde  eliminatione  quantitatis  p 

{x^J^y^y    =^  a^p^    =  o^(.r^  — y»)   .  (4) 


►^••i<i^^ 
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Fap.    Reg, 


loco ' 


38 

4 

constructum 

59 

44 

9 

4 

+  8e>r»)-(5» 

45 
55 

17 

8 

+  »»/ 

65 
67 

5 
20 

pe 
inferior 

69 

8 
14 
18 

-V/(v/2-l) 
—  2v/ (1/2-1) 
1— r 

72 

4 

T 

75 

5 
12 

=  .S,  V/  2  , 

75 

20 

»*  = 

94 

9 

= ^- 

<^i^a(ui'.' 

constructus 

+  8*»)r»  — (3r*  +12(?»r» 

— 

=  d  V  • 

+  dy»)  = 

+  r.V 

ope 

inferiori 

+  V/(v/2-l) 

+  2i/(v   2-1) 

1— r» 

fT 

\yt 

=  Vr  J , 

».*  = 

1    (dr»+r*^^»)=   .... 

. 

5e*) 


NB.     iSt  qui  sinfy  qui  loco  adjectivi  Bemoaillana,  legere  mnlinl  Bernouilliana, 
ila  legant. 
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T  H  i:  ii  i:  s. 


Circa  theorias,  recentiori  tempore  de  motu  maasarum  glacieiy  quae  Germanis  GleUcher 
dicuntur,  propositas,  sententia  doct.  W.  Whewell  probanda: 

,,  The  cause  of  the  motion  is  gravity ;  the  cause  of  the  steadiness  of  ihe  motion  is  the 
,,  melting  of  the  lower  sur&ce ;  the  cause  of  the  glacier  character  of  the  motion  is  the 
„  plasticity.*" 

(Vid.  Philos.  Magaz.,  Tom.  XXVI,  pag.  220.). 


II. 


Non  facio  cum  clar.  J.  W.  Dbafer,  ex  experimentis  quibusdam  (vid.  Philos.  Magaz., 

Tom.  XXVI,  pag.  185)  concludente:  capillaritatem  esse  phenomenon  electricum. 
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ni. 

Theoria  celeb.  C.  Darwin,  de  InsiUis  Madreporis  admittenda. 

IV. 

Scientiae  prodest,  theoriam,  cujus  generalia  exactitudo  non  dubitatur,  quamquam  non  ela- 
boratam,  publici  juris  fieri. 

V. 

Ad   undvlationes  Jixas   explicandas  non  opus  est  ut  eas  cum  cel.  N.  Satabt  ex  parietis 
vibratione  petamus:  imo  ex  undulationum  directarum  et  reflexarum  interferentia  explicentur. 

VI. 

Actio  fermenti  in  sacchari  fermentatione  mechanica  est. 

VII. 

Theoria,  quae  dicitur  ThSorie  des  CoupUs^  in  Mechanica  maximi  est  momenti. 

Ingeniose  ill.  A.  voN  Humboldt  in  opere  Kosmos,  Tom.  I,  pag.   198, 

„Die   prachtvoUe   ErsobeiHimg  dea  ferbigen  Polarlichtes  ist  der  Act  der  Entladung, 
„das  Ende  eines  magnetisehen  Unffeuntiers.'*'' 
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IX. 

Incrementura  crassitifi  plantarum  ex  genimarum  evolutione  peti  (lc»bt*t. 

X. 

Causae    antiquitus    efiicaces   in    alterandam    telluris    superficiei  pai-ttMn,  quae  vulgo  cruHta 
dicitur,  recentiori  tempore  eaedem  agunt. 

XI. 

Effectus  contactus  in  Electricitate  Galvanica  negari  nequit. 

HLMl. 

Recte  celeb.  G.  B.  Aiby  indicat  (vid.  Philos.  Magaz.,  Tom.  XXIX,  pag.  537.) 

„  The   importance    in   doabtAil  cases,  of  using  any  received  theor}%  as  far  as  it  vfill 
7}  go>  even  if  that  theory  can  claim  no  higher  raerit  than  that  of  being  plansible." 

xm, 

Oculi  objecta  magis  propinqua,  ut  et  distantiora,  distincte  perspiciendi  facultas,  qiiae  dici- 
tur   Aceommodationisy  ex  lentis  crystallinae  locomotione  explicanda. 
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OVER  EENIGE  GEYALLEN 


VU  DB 


THEOEIE 


TAir 


ONSTADIGE  (DISCONTINUE)  FUNCTIEN. 

WAAR  MEN  TE  ONDEBSCHEIDEN  HEEPT,  OF  HET  ONEINDIGE 

YAN  EEN'  EVEN'  OP  ONEVEN',  EEF  GEHEELEN  OF 

GEBEOKEN  YORM  ZIJ. 


B:    BIEREIfS    DE    HJAB. 


1.  Onder  de  moeijelijkheden  in  de  theorie  der  bepaalde  integralen  behoort 
voorzeker  de  overgang  van  het  eindige  tot  het  oneindige^  en  talrijk  zijn  dan 
ook  de  dwalingen^  die  ontstaan  zijn  uit  hel  niet  behoorlijk  letten  op  de 
voorzigtigheidsmaatregelen^  die  hierbij  zijn  in  acht  te  nemen.  Deze  overgang 
kan  van  tweederlei  aard  zijn:  dfhetkan  gebeuren^  dat  eene  der  beide  grenzen 
van  de  bepaalde  integraal  het  oneindige  tot  limiet  heeft^  6f  dit  kan  het  geval 
zijn  met  eene  standvastige,  voorkomende  in  de  functie,  die  te  integreren  is. 
Van  elk  dezer  bcide  gevallen  is  het  mijn  voornemen  thans  eenige  bijzondere 
voorbeelden  te  bebandelen^  en  wel  zulke^  die  eensdeels  van  vecl  gewigt  zijn 
in  de  theorie  zelve,  en  ten  anderen  tot  zeer  verschillende  verklaring  en 
behandeling  hebben  aanleiding  gegeven;  deze  kunnen  niet  allen  den  toets  van 
eene  meer  bijzQndere,  strenge  overweging  doorstaan,  en  hebben  daarom  ook 
tot  niet  altijd  zuivere  uitkomsten  geleid.  Het  geldt  hier  namelijk^  hoe  vreemd 
zulks  ook  in  het  eerst  klinken  moge^  het  onderscheid^  dat  er  somtijds  gemaakt ' 
moet  worden  tusschen  even  en  oneven^  tusschen  geheel  en  gebroken  oneindig 

1 
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groot;  een  onderscheid  dat  meermalen  verkeerdelijk  over  het  boofd  werd 
gezien. 

Wanneer  men  toch  eene  bepaalde  integraal-formule  gevonden  heefl  voor 
zekere  waarden  van  eene  standvastige  grootbeid  h,  namelijk  2k,  2ft  +  l^ 
ak,  pk,  (waar  a  een  geheel  getal  en  p  een  gebroken  moet  voorstellen)  kan 
het  dikwerf  voorkomen^  dat  de  gan|;  der  redenering  juist  steunt  op  dezen 
bijzonderen  overeenkomstigen  vorm  der  standvastige^  bjjv.  het  even  of  oneven 
zijn^  het  geheei  of  gebroken  zijn  daarvan:  is  dit  het  geval,  en  laat  men  h 
tot  oneindig  aangroeijen^  dan  gelden  de  uitkomsten^  die  alsdan  ontslaan^  niet 
algemeen  voor  A*«  oo^  niaar  respectivelijk  slechts  voorA=2A,=2A+l,*=a&,=p*, 
met  de  voorwaarde  k=  oo. 

Uit  dit  oogpunt  nu  zullen  hier  vooreerst  te  behandelen  zijn  de  integralen 
van  den  vorm: 

I  Sxn.kx.f{x)dx    of     I  Cos,kx.f(x)dx.  (Lim.i  «  oo ) 
a  a 

Hel  eerst^  ongeveer  een  vierde  eeuw  geleden^  zjjn  zulke  intcgralen  beschouwd 
door  LEJEUNE-BiRiCHLET  cu  wcl  iu  CRELLE^s  Jourml  fUf  reifie  und  angewandle 
Mathematik,  Bd.  A,  S.  157:  sur  la  convergence  des  series  Irigonometriqucs 
qui  servent  k  repr^senter  une  fonction  arbitraire  entre  des  limites  donn^es. 

Hjj  ondcrscheidde  echter  teregt^  waar  het  hier  juist  op  aankwam^  namelijk 
het  geval,  dat  h  den  vorm  2ife  +  l  bezat  en  dus  oneven  was,  ook  voor  A=oo. 
Zijne  opvolgers  echter  zagen  dit  bij  soortgelijke  bespiegelingen  dikwerf  over  het 
hoofd  en  geraakten  daardoor  somtijds  tot  valsche  uitkomsten.  Dit  onderzoek 
zal^  naar  ik  meen^  tot  eenige  belangrjjke  gevolgtrekkingen  aanleiding  geven. 

Vervolgens  zullen  de  Integralen  van  den  vorm 


/■ 


(ff  (Stn.  a  x^  Cos,  §  x),f  {x)  d  x 


worden  nagegaan.  Deze  integralen  zijn  van  oudere  herkomst^  en  zijn  zoowel 
de  aanleiding  tot^  als  het  gevolg  van  zeer  verschillende  en  uiteenloopende^ 
ja  zelfs  tegenstrjjdige^  beschouwingen  geweest:  in  lateren  tijd  heefl  vooral 
RAABE  zich  veel  daarmede  bezig  gehouden;  mijns  inziens  zijn  evenwel  som- 
tijds  deze  uitkomsten^  behalve  om  andere  redenen^  ook  nog  daarom  niet  gel- 
dig^  omdat  de  integraal  alsdan  eigenlijk  slechts  bestaat  onder  dezen  of  der- 
gelijken  vorm 
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j      (p  {Sin.  a  X,  Cos.  /J  x).f{x)  dx.  (Lim.  i  =  oo  ) 
"b 

zoodat  hier  de  bofenste  grens  oo  van  den  bjjzonderen  vorm  ^nk  bijv.  zijn 
moet.  De  aldus  yerkregen  uitkomsten  zuUen  op  die  wijze  somtijds  van  de 
gewone,  als  waar  aangenomene,  moeten  verschillen. 

Ik  geioof^  dat  deze  beide  punten  van  genoeg  belang  zijn,  dat  de  opzette- 
lijke  behandeling  daarvan  niet  ongeschikt  of  onnut  wezen  zal. 

1.  OVER   DE   iNTEaRALEIf     I   Sin.kx./{x)  dx,  I   C6S.kx.f{x)dx.{Lim.k=  oo)  * 

a  a 

2.  Men  kan  bij   deze  beschouwing  van  versehillende  integralen   uitgaan^ 

wanneer  men  voor  f{x)  bijv.  schrWd  -  f{x),— — f{a)  enz.    Het  meest  gc- 

schikt  schijnt  daaronder  evenwel  de  afleiding  te  zijn  uit  de  bepaalde  Inte- 
gralen 

'"'Sin.kx^^  ^^      ^.     , 

-f{x)dw^  Lim.ib=a:  od; 


r 


niet  aiieen^  omdat  men  bi]  de  FOuiiiER^sche  Integralen  regtstreeks  tot  deze 
formulen  wordt  gebragt^  maar  ook  en  vooral  omdat  zich  langs  dien  weg  op 
de  meest  leerrijke  manier  telkens  de  verschillende  gevailen  opdoen,  die  bij 
enkele  bjjzondere  omstandigheden  moeten  ondersclieiden  worden. 

Ten  einde  deze  integraal  na  te  gaan^  kan  men  gevoegelijk^  naar  den  aard 
der  functie  Sin.kx,  drie  bijzondere  gevallen  onderscheiden  tcn  opzigte  van 
a,  dat  is  a  =  in,  0<a<i^^  i^  <a<i  oo;  en  heeft  men  dus  ten  eerste : 


*  Men  kan  de  vroegere  beschouwingen,  —  die  echter  niet  alle  met  de  hier  outwikkelde  over- 
eenstemmen,  —  vooral  vinden  in  de  volgende  verhandelingen: 

Lejeonb-dirichlet,  Journal  von  Crelle^  Bd.  4.  S.  157.  —  Dezelfde,  Reperiorium  der  Phy$ik. 
von  Dove  und  Moser,  Bd.  1.  S.  1B2.  —  Dezelfde,  Journal  von  Crelle,  Bd.  17.  S.  57.  —  Dezelfde, 
AbhandU  Akad.  Berlin  1835. 

dcHLoMiLGH,  GrunerCs  Archiv  ^  Bd.  1.  S.  417.  —  Dezelfde,  BeUrage  zur  Theorie  besUtnnUer 
Integrale,  Jena,  Frommann,  1843.  VII F.  103  S.  4".  Abth.  I.  —  Dezelfde,  Analytische  Studien,2^ 
Abth.  Leipzig,  Engelmann,  1848.  198  S.  8\ 

MfeiJER,  Joumal  von  Crelle^  Bd.  43.  S.  60. 
'   BoNNET,  Joumal  de  Liouville,  T.  14.  p.  240. 
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f{x)dm.  (Lim.  ifcaa  oc) 
Stel  hierin  kx  —  y  met  de  greDzen  0  en  ift^  voor  y,  zoo  wordt 

Dezen  grensafstand  0  tot  i  ft  ^  kan  men  nu  in  k  deelen  verdeelen^  die  elk 

4 1 

i^  bevatten^  nameljjk  0  tot  i^r,  i^r  tot  ^,  n  tot  |«, ....  — -— ?rtotift«; 

en  dan  de  integraal  zelve  door  eene  som  van  k  andere  vervangen^  die  de  ge- 
noemde  deelen  tot  grensafstanden  hebben^  zoodat  men  verkrijgt: 

"(0  4«  «  fe— II» 


+1    — /(»)'"'••••+/_ -r'(») 


d]f.     (Lim.k  =  c») (a) 


Deze  k  integralen  zi)n  ten  opzigte  der  grenzen  van  tweederlei  vorm^  naar- 

mate  de  integratie  van  de  grens  (c — i)^  tot  c^  of  van  c  tot  {c  +  i)n  moet 

plaats  hebben.  Men  kan  nu  al  deze  integralen  tot  andere  terug  brengen^  die 

0  en  i^r  tot  grenzen  hebben;  daartoe  stelle  men  in  het  algemeen^  als  degren- 

zen  van  y  zijn 

(c  —  \)n  en  cn:     y  =s  cn — w^dy  =s  —^dx^  met  \n  en  0  als  grenzen  van  jt. 

( .  .  (i) 
cn  en  (c+i)'r:    y  «  C9r-|-^»dy  =      ^^i  met  0  en  \n  als  grenzen  van  arj 

en  dan  verkrijgt  men  voor  de  beide  bedoelde  integralen^  daar 

Sin.{cn'±x)  ^  Sm.cn.Co9.9±Co9.cx.Sin.m  =  '^Co9.Gn.Sin.w .  .  .  .  .  (c) 


IS^ 


L.  T'/(i)*-(^^(^>=-'^"f ^^CT^h 

cw  0  0 

Door  de  toepassing  dezer  herleidingsformulen  worden  nu  alle  integralen^  die 
in  het  tweede  lid  der  vergelijking  (a)  voorkomen^  tot  andere  terug  gebragt^ 
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die  0  en  i^  tot  grenzen  hebben;  men  kan  dus  al  deze  integralen  onder  i6n 
integraalteeken  yereenigen^  dat  is: 

/i* iSin. X  ^  fx\       Sin.x  ^  tn  —  »\       Sin,x  ,  fnA-mK        Sin. x  ^fi n — x\    . 
^'  -  l    l— •^U)  +—/[—1  '^s^[—)  -^^i— )  +  •  •  • 

.   .      ,..    Sin.x    ^fkn^x\l   ,         ^.      , 

Nu  kan  men  tot  den  limiet  yan  A;  =  oo  overgaan;  vooreerst  is  alsdan  de 
reeks   onder   het  integraalteeken  eene  oneindige;    voorts   wordt   voor   elke 

wCJl±f]_/(«-^)_/(0) w 

wanneer  althans  de  functie  f  (x)  tusschen  de  grenzen  der  integratie  0  en  i  ^r 
stadig  is  *. 

Men  kan  dus  deze  f{0)  even  als  Sin.x,  als  gemeenschappelijke  factoren 
onder  het  inlegraalteeken  afzonderen^  waardoor 

0 

1               1                 ix 
wordt:  maar  inhet  algemeen  is ; — —  "r—: «dus  wederom  den 

^  en  —  X      CJr4-«      c^w*— d?* 

standvastigen  factor /'(0)  buiten  het  integraalteeken  brengende^ 
fi^  rl  ix  2x  2x 

*  J  1«  •  w*~a?*      ^n^^x^      9«* — x^  J 

0 

Nu  weet  men  dat  voor  x^i^,  (en  dit  is  hier  het  geval^  daar  i  ^  de  bo- 
venste  grens  van  x  is)  de  reeks  onder  bet  integraalteeken  convergeert  en 
Cosec.  X  tot  waarde  heeft;  daardoor  wordt  eindeljjk 

I,  =/(0)|     Sin.xdx.Cosec.x  =/{0)  f  "" dx  :^  {n/{0), 
0  ^o 

dat  is: 

ri^ /Stn  ix 

' — /{x)dx  =  ^n/{0).    {Um.k  =  oo) (I) 


*  Het  woord  tiadig  wordt  hier  gebraikt  ter  TervaDging  ?an  'het  fransche  eontinuiy  evep  als 
oniiadig  ? oor  diiConHnue  staat. 


/ 


Digitized  by 


Google 


n 


6  om  BBII6B  6BTALLEII  BIJ  OE  THEOUB  TAR  0I8T1DI6E  FDN(inElf . 

VerTolgens  zij 

I,  =  I  — ' — f{x)dx  ,  0<a<|»r,     (Lim.i -«  oo) 

zoo  heeft  men  wederom^  eyen  als  boven  hx  —  y  stellende^ 

[^Sin.kx  ,,  ,  ,  [^Sin.y  Jy\  ,      ,^ .     , 

I,  =  j   — ^/  (x)  dx  =  /     -^f  \M  dy.  (Lim.i  =  oo  ) 

Stel  nn  dat  het  grootste  veelvoud  van  i^,  dat  in  ak  begrepen  is^  m.i^  zij, 
en  f  (die  dus  kleiner  dan  i  ^  is)  de  rest,  zoodat  ak—m.i^^  +  f  is,  —  dan  zai 
hierbij  m,  hoezeer  kleiner  dan  k,  (daar  a  kleiner  dan  i  ^r  is  ondersteld)  toch 
met  k  moeten  aangroeijen  en  daarmede  oo  tot  limiet  hebben.  Yerdeelt  men 
nu  den  grensafsland  o  tot  a  ft  in  twee  andere  0  tot  i  m  n  en  i  m  ^  tot 
i  m  :nr  +  /,  zoo  wordt 

fi^^Sin.y    (y\         ,    [i^-^fSin.y    ly\ 
Ij  =   I       •^ll   ^"'"/  ^/l|    rfy.(LTm.*  =  00    ,Lim.7n=x) 

0  {mn 

De  eersle  integraal  in  het  tweede  lid  dezer  vergelijking  heefl,  cven  als  bij  de 
formule  (I)  i'^  f  (0)  tot  waarde :  de  tweede  inlegraal  kan  men  tot  eenen  meer 
geschikten  vorm  terug  brengen  door  de  onderstelling  y  —  imn  ^  x;  alsdan 
wordt  dy  =  dx  en  de  grenzen  voor  de  nieuwe  veranderlijke  x  worden  0  en  f; 
daardoor  wordt  dus  die  integraal 

ri«»^+/5in.y    /y\  [fSin.{imn  +  a)  Jk^n+x\  ^ 

en  derhalve 

*      /./..x    .    [fSin.(lmn +  a)  ^/lmn  +  x\  ^ 

Ii=i''/(0)  +  /    —T 7^^—^fr r-^Uj^.(Lim*=^  00    ,Lim.m  =  oo) 

J  -imn  +  X         \        k        / 

0 

Maar  in  de  laatste  integraal  is  Sin.  {imn  +  x)  ook  voor  m  =  oo  sleeds  klei- 
ner  dan  de  eenheid;  M^^"^       )  "^^^^^fl^^]  =/*(a);denoemerim^  +  a; 

wordt  oneindig,  en  daarmede  vervalt  de  geheele  functie  onder  het  integraal- 
teeken^  zoodat  die  integraal  zelve  nul  wordt.    Men  heefl  dus  ook  hier 

I,  =  1^/(0), 
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dat  is 

/o  Sin.kje 
/(«)rf«  mm  ijr/(0)  ,  0<a<iw.  (Lim.i  =00) (II) 
o        ' 
Eindeljjk  zij 

13=1    — ^ — /(«)d«  ,  i7r<a<Q0    ,  (Liiii.ib  8»  9o) 


0 
zoo  wordt 


f^V(|).,. 


I. 

"0 

als  men  hier  wederom  y==kx  slelt.  Deze  vorm  is  volkomen  dezelfde  als 
die  voor  Ij  verkregen:  slechts  is  hier  a  grooter  dan  in,  en  wordt  dus  bij 
herhaling  der  vorige  redenering  m  grooter  dan  k;  maar  dit  is  dan  ook  het 
cenige  verschil  en  de  slotsom  blijft  dezelfde,  dat  is 

/'Sin.k»  ,, 
—^/iT)d»^\nf{0)  ,  «jr<a<«.  (Lim.*  =  00) (HI) 


0  • 


Wanneer  men  nu,  hetgeen  in  de  vergelijkingen  (I),  (II)  en  (III)  gevonden 
is,  te  zamentrekt,  komt  men  tot  de  algemeene  uitkomst: 

I    /{x)d»  =  |,r/(0)  ,  0  <a<  00.  (Lim.*  =-00) (IV) 

i      ' 
Op  dezelfde  wijze  is  evenzeer 

rb  Sin  kx 

I    — ^— /(«)rf«  — ij»/(0)  ,  0<6<oo   ,  (Lim.i=  00)  / 

■'0 
en  derhalve,  wanneer  men  de  laatste  integraal  van  de  integraal  (IV)  aftrekt, 

f^Sin.k3s 

I    /(*)d«  =  0  ,  0<i<a<oo.  (Lim.*=  00) (V) 

Hierbij    wordt  telkens  ondersteld  dat  de  functie  /  {x)  stadig  zij  tusschen  de 
grenzen  der  integratie. 

Bij  deze  integralen  ziet  men  dat  de  standvastige  k,  die  het  onemdige  tot 
limiet  heeft,  geheel  willekeurig  in  vorm  is,  zoodat  hier  de  vroeger  gemaakte 
aanmerking  niet  te  pas  komt. 
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3.  Voor  de  bepaalde  integraal 

C08.ka 


[ 


X 


f{x)da     (Lim.  i  =>  oo) 


moet  men  evenzeer  als  bij  de  vorige  de  drie  gevallen  onderscheiden^  dat 
a— =iw, 0<a<iw  en  iff<a<oois. 

Is  a  =  i^^y  dan  stelle  men  weder  kx  ^  y,  met  0  en  i  A «r  als  grenzen 
voor  y,  en  dan  wordt: 

I,  =j    ——f^^ux^j     -yfi^jdy.    (Lim.*.=  «) 

Dezen  grensafstand  0  tot  ikn  verdeele  men  in  k  deelen^  zoodat  men  eene 
dergelijke  vergelijking  (a)  verkrijgt  als  in  N^  2,  waarin  slechts  Cos.y  voor 
Sin.y  komt  te  staan:  men  gebruike  dezelfde  substitutien  {b),y  ^  cndzXfdm 
verkrijgt  men  hier,  —  daar 

CoB.{o7idb  x)  «aB  Coi.cn.Co8.cx^iSin.cn.Sxn.x  =  Cos.cn.Cos.x 

is,  —  wanneer  men  nog  alle  infegralen^  die  nu  dezelfde  grenzen  0  en  i  ^r  lieb- 
ben  verkregen,  onder  betzelfde  integraalteeken  vereenigt: 

[i'^  mCos.x  Jx\       Cos.x  ^fn  —  x\        Cos.x    ln  +  x\    ,     Coa.x    J2n  —  x\    . 
0 

-^j^J[-ir)-'-'-'^^-^^j^J[-ir]\''-  (^-"•*==-) 

Stel  hierin  x  =  - — iy,  waardoor  de  grenzen  van  y  wordcn  ^  en  0,  terwjjl 
<Jy  =  —  dx  is,  zoo  wordt; 

*^l -'\^y^[~rl^y^~T-)-u^Ty^[-^ 

Hierin  tqt  de  limiet  90  van  k  overgaande,  wordt  dadelijk  de  reeks  eene 
oneindige  en  tevens 


Digitized  by 


Google 


OVER  fXHIGE  GEVALLElf  BIJ  DE  THEORIE  VAN  OHSTADIGE  FDNCTIEN.  » 

/(^I±l?)  =/{i^)  =/(0). (/) 

Derhalve  wordt  f  (0)  wederom  een  standvaslige  factor,  die  nu  buiten  het 
integraalteeken  kan  vallen;  evenzoo  wordt  Sin.iy  een  factor,  die  echter  on- 
der  het  integraalteeken  moet  blijven;  daardoor  wordt 

fr     2  2  2  2  2  1 

^^    ^Ijt— y      «  +  y      Zn  —  y      Sn  +  y      &n  —  y  M 

—  /(0)  rSin.lydy\     ^^      — — ^ —  + ^ — :  — .•••1»  {Um.k^  oo), 

0 

wanneer  men  in  de  reeks  onder  het  integraalteeken  elke  twee  opvolgende 
termen  optelt^  die  Cn^y  tot  noemers  hebben.    Nu  heeft,  tusschen  de  hier 

geldende  grenzen^  de  laatst  verkregen  reeks  onder  het  integraalteeken  -  Sec.  i  y 

9 

tot  waarde;  van  daar  is 

I,  =/(0)  r5tn.iydy-5€c4y  =  7r/(0)  f  ^^^?^^^^  ,  {Lim. i  =  x  ) , 

0  0 

of  a;  =  i  y  stellende^  waardoor  de  grenzen  van  x  worden  0  en  i  tt, 
h-n/mfi^^^^^    .     (Lia,.*  =  oo). 

0 

Maar  het  is  gemakkelijk  in  te  zien^  dat  deze  integr&al  eene  oneindige 
waarde  heeft;  want  wanneer  men  ze^  volgens  de  oorspronkelijke  bepaling 
eener  bepaalde  integraal^  als  eene  oneindige  som  van  oneindig  kleine  pro- 
ducten  beschouwt^  zoo  wordt  voor  de  bovenste   grens  i^r  de  geintegreerde 

fiinctie  — —  hier     ^''f'  _~     en  heeft  dus  oneindig  tot  limiet :  het  product 

,   T<^nff.{in-d)   ^^^^^       1  9  ^  _1 1 

in—d  ^fn  —  dCot.{^n  —  d)         ^n  —  d  —  Cosee.^  {i n  —  d) 

= : z =  - —  = ,  niet  meer  onemdig  klem:  zoodat  de  be- 

\n — o  {n  n^  o  / 

doelde  integraal  oneindig  groot  wordt.    Daardoor  heeft  men 

I4  =  oo.ot/(0)     ,     (Lim.  i  =  »). 

Deze  waarde  is  in  het  algemeen  oneindig^  zoo  lang  f{x)  stadig  bljjft  tus- 

2 
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schen  de  grenzen  van  het  integreren.  Wordt  f{0)  m\,  dan  wordt  de  waarde 
van  I4  onbepaald^  en  kan  op  deze  wijze  niet  nader  worden  ^evonden.  Yerder 
is  het  duidelijk^  in  verband  met  hetgeen  in  N''.  2  werd  aangemerkt^  dat  ook 
voor  andere  waarden  van  de  bovenste  grens  der  integratie  a,  namelijk  voor 
0<a<i«  en  i^<a<  00,  de  integraal  dezelfde  waarde  behoudt;  men 
mag  dus  tot  de  algemeene  formule  besluiten 

^''^'''—f(x)dx  =   oo.ir/(0);     (Lim.  *  =  00) (VI) 


f 


en  hierin  is  de  waarde  onbepaald  of  oneindig^  naarmate  f  (0)  nul  is  of  niet. 
Ook  hier  wordt  de  functie  stadig  ondersteld  tusschen  de  grenzen  der  inte- 
gratie. 

4.  Men  kan  nu  overgaan  om  voor  f{x)  bijzondere  waarden  in  de  plaats 
te  stellen^  die  nu  aan  de  gegevene  voorwaarde  moeten  yoldoen.  Het  eerst 
doet  zich  de  ondersCelling  voor  f  {x)  =  xF  {x) :  dan  geven  de  algemeene 
vergelijkingen  (IV)  en  (VI)  bij  stadigheid  der  funclie  F(4?): 


( 
f 


''stn.kx.Y(x)dx  -^[^F(:c)]^^^  =^0./(0) 


(Lim.i  =  00).  .  .  (S') 
C08. kx.'F  (x)  dx  =  00.  n[a¥ (^)]^^  =   ». ^- 0./(0) I 
0 

Deze  laatste  nu  is  onbepaald;  ten  einde  daaromtrent^  zoowel  als  ten  op- 
zigte  der  eersle,  eenige  meerdere  bijzondeijieden  te  leeren  kennen,  beschouwe 
men  ze  op  zich  zelve^  bijv.  de  laatste^  en  stelle  deze  daartoe  onder  den  vorm 

I5  =  I    Cos.kx.^E^x^dx   .    (Lim.A:  =  x) 
b 
Hierin  zij  nu  kx^y,  waardoor  hk  en  aft  de  grenzen  van  y  worden;  men 
zoeke  het  laagste  veelvoud  van  '^,  stel  jf^,  grooter  dan  hk,  en  evenzoo  het 
hoogste  veelvoud  van  »r,  stel  q^^,  kleiner  dan  a^;  en  noeme  de  beide  resten 
r  en  s,  (die  dus  beide  kleiner  dan  ^  moeten  zijn)^  dat  is: 

bk  =  pn  —  r    ,     ^<f,     aA:  =  j7r-|-«     ,     «<7r. 

Alsdan  verdeele  men  dcn  grensafstand  6^  tot  a^  in  drie  deelen^  nameljjk 
van  p  TT  —  r  tot  p  »r,  van  p^  ioi  q  ^,  van  g  7^  tot  g  «  +  «,  waardoor  alzoo 
f^  fp^l         lx\        /?^i  ix\        r«3H-»i         /^\ 

15  =  1  Co8,kx.'E{a)dx=  j     ■;Co8jt.Y\^-\dx+ j     -0)5.0?.^  -)da?+ I         jCo8.x.l{-r]dx,(Lim.k^  oo).(t) 
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Stel  in  de  eerste  der  integralen,  die  in  het  laatste  lid  dezer  vergelijking 
voorkomen^  x  =  p  ^ — y,  zoodat  Cos.  x  =  Co$.  p  ^.  Cos.  y  +  Sin.  p  ^.  Sin.  y  = 
Cos.pn.Co$.y,dx= — dy  is,  terwijl  r  en  0  de  grenzen  van  y  worden.  Even- 
zoo  moet  men  in  de  laatste  dier  integralen  x^qn^y  stellen^  zoodal  dx=^dy 
en  Cos.x^Cos.qn.Cos.y  wordt,  met  de  grenzen  0  en  s  voor  y.  Op  de  onder- 
stelling  pn  =  hk^r,qn  :^ak — s  lettende,  heefl  men  alzoo 

r  pw  0 

CoB.fn.  r>^(7o5y.r|^*'^.^''~^jdy+  P''iaw.«.Ff  « W+Co*.jir.  nC(».y.p[^''^W  (Lim^«  ^m 

Is  nu  f{x)  tusschen  de  grenzen  a  en  6  stadig,  zoo  blijkt  reeds  uit  de  vorige 
vergelijking  (t),  zoowel  als  uit  de  laatste,  dat  iedere  integraal  in  het  tweede 

lid  op  zich  zelve  nul  wordt,  uithoofde  van  den  factor  t\  zoodat  dan  ook: 

I5  =  rCo8.kx.'E(x)dx  =  0    .     (Lim.*  —  x) (VII) 

b 
Maar  de  vergelijking  (k)  leert  ons  meer.  Wantindien  slechtsLim,  *F(6  +  i) 
nul  is  (voor  Lim.  d  =  0),  waarbij  toch  F  (6  +  ^)  zelve  oneindig  kan  zijn  en 

er  dus  sladigheid  bjj  de  grens  6  kan  plaals  hebben,  zoo  is  voor  S  —  — j^     : 

dus  Lim.  -¥  (    '^T']  =^  ^» (^^"^  i  =  00) , 

daar  1 —  als  grens  der  overeenkomstige  eerste  integraal  in  het  tweede  lid 
van  (k) — grooter  dan  y  en  toch  kleiner  dan  n  zijnde^  (zie  verg.  (h))  r — y 
een  positief  eindig  getal  is;  die  integraal  wordt  dus  ook  in  dit  geval  nul. 
Indien  ook  evenzeer  Lim.  ^f(a — d)  =  0  is  (voor  Lim.  3  =  0),  waarbij  ook 
F  (a  —  *)  wederom  op  zich  zelve  oneindig  kan  zijn,  wanneer  de  onstadig- 

heid  voor  de  bovenste  grens   a  plaats  grjjpt,  zoo  is  voor  3  =  — — : 
Lin,.«F(«-a)  =  Li«,.'-=^r(a_'-y??]  =  Lim.i=^^F  (-^nr^)  ^  '  ' 
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dus    . 

daar  bij  de  laatste  integraal  in  de  formule  (k)  s  als  grens  der  y  grooter  dan 
elke  y  is  en  toch  kleiner  dan  ^  moet  blijven  (zie  verg.  {h)),  zoodat «—  y  een 
eindig  positief  getal  is.  —  De  integraal  zelve  is  dus  ook  nul  en  in  plaats  van 
(VII)  wordt  hier  meer  algemeen  volgens  (k): 


I,  «s  f  Co9.ka.Y{x)da!m^l    -Cos.a.m^da, 


.  -  ,    (Lim.ifc— oo)  .(/) 

als  Lim.dF(6+<)  =  0,  lAm.3¥{a—S)^Q     en    Lim.d  =  0i8. 

Nu  verdeele  men  zoo  als  vroeger  den  grensafstand  van  pn  tot  qn  in 
p — q  andere^  die  telkens  n  groot  zijn^  dan  wordt  bij  de  onderstellingen^ 
waaronder  (I)  bestaat^  en  die  wij  gemakshalve  niet  telkens  zullen  over- 
schrijven : 


h 


PT  (p+l)3r 


/ 


«^l  fa\ 

-rCM..r.FUjd« (m) 

'(g-i)^ 

Stel  nu  in  eene  integraal^  die  c»  en  {c+l)^  tot  grenzen  heeft,  ^  =  c^+y, 
dan  wordt  Cos.  x  =  Cos.  c  n.  Cos.  y,  dx  =  dy,  en  de  grenzen  van  y  worden  0 
en  n;  zoodat  die  algemeene  integraal  wordt : 

/ '"^  '1  Co».«.F  W  dx  =  Cos.cn.  r^CoB.y.-p  i~^]  dy. 

CT  0 

Bij  alle  integralen^  die  in  het  tweede  lid  der  vergeljjking  (m)  voorkomen^ 
deze  substilutie  aanwendende^  verkrijgt  men  voor  alle  integralen  dezelfde  gren- 
zen  0  en  n^  zoodat  men  ze  allen  onder  een  integraalteeken  vereenigen  kan; 

daarenboven  is  T^M.y  een  factor^  die  aan  alle  integralen  gemeen  is.  Derhalve 

i.-r.w,4F(?^»)-F((^'')+_+c^((,-i„)..(tite)l .  (», 

0 

Is  nu  F  {x)  tusschen  de  grenzen  0  en  ^  eene  afdalende  functie^  zoo  is  de 
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reeks  onder  het  integraalteeken  convergent  en  begrepen  tusschen  nul  en  den 
eersten  term  dier  reeks^  dat  is^  voor  pn  hare  waarde  bk  +  r  in  de  plaats 
stellende^ 

0<..<J"i<7«.,.,p(^i±f±-') (0) 

llaar  wegens  Lim.  iF(H-»)  -0  is  ooli  Lim.  ^F  (»  +  ^)    -  0, 

1       /       r  4-  rp\ 
en  dus  ook,  daar  a? <  r  <  ^  is,  Lim.  ]^  F  (*  +  "^~)  ^  0;  derhalve  0 <  I5 < 0, 

dat  is  I5  ■*  0. 

Was  F  {x)  daarentegen  tusschen  de  grenzen  0  en  nr  eene  opklimmende 
functie^  zoo  is  de  reeks  onder  faet  integraalteeken  nog  convergent^  mits  men 
haar  in  omgekeerde  orde  neme;  hare  waarde  is  alsdan  begrepen  tusschen  nul 
en  den  laatsten  term  dier  reeks^  zoo  als  zij  in  de  vergelijking  (n)  geordend 
is;  dus  voorg^r  hare  waarde  ak  —  s  stellende^  wordt 

0<l.<f{co..,i,tl^"--'  +  ') W 

0 

Nu  is  Lim.  9f{a—9)  =  0  ondersteld,  dus  ook  Lim.  ^^±|^  F  (a-^^±p^]  =  0; 

maar  y  <  5 < ^r,  dus 0 < ^  +  s — y  < 2 ^en  daarom  Lim. -7  F {^—^l~^') "^ ®» 

derhalve  ook  in  dit  geval  0  <  I,  <  0,  dat  is  U  =  0. 

Was  F  (x)  verder  eene  functie,  die  dan  eens  opklimmend  dan  eens  afda- 
lend  werd^  zoude  men  de  integratie  van  elk  maximum  tot  elk  volgend  mini- 
mum  afzonderlijk  moeten  uitvoeren^  en  zoude  van  elke  zulke  integraal  dus 
het  boven  gezegde  gelden.  Werd  F  {x)  voor  eenige  dier  grensafstandcn  nega- 
tief,  zoo  behoefde  men  slechts  eene  nieuwe  functie  Fi  (^)  =  —  F  (^)  in  tc 
voeren^  om  weder  de  vorige  redenering  te  doen  gelden.  Men  heeft  dus  altijd 

fCos.ka.'E{a)dx  =  0  ,  1 

^  >(Lim.ife«  00)  ...  .  (VIII) 

als  Lim.«F(6  +  «)  =  0,  Lim.dF(a— a)  =  0  en  Lim.«  =  Ois.) 

wanneer  de  functie  F  (^)  tusschen  de  grenzen  (uitgesloten)  stadig  is. 

Maar  ook  wanneer  zij  voor  eenige  waarde  van  ^  bijv.  h  (zoodanig  dat 
6  <  fc  <  fl  is)  onstadig  werd,  is  het  gemakkelijk  te  bepalen^  welken  invloed 
dit  zal  uitoefenen.  Men  moet  alsdan  volgens  de  voorschriften  van  de  theorie 
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der  bepaalde  integralen  de^  naar  caucht  aldus  genoemde^  singuliere  integraal 


B  Lim.  I 


CoB. hx.Y{x)dx  ,    (Lim. c  —  0) , 

van  de  vroegere  waarde  aftrekken. 

Stel  ook  hier  kx  =  y,  zoo  wordt  die  correctie 

/kh-{-k    l  [y\ 

-Co*.y.P(||  dy  ,     (Lim.«  =  0  ,    Lim.i  =  »). 

Is  A  f  =  00 .  0,  zoo  wordt  van  zelf  A  —  0;  is  dit  produkt  echter  niet  nul, 
zoo  heeft  men  hier  eene  dergelijke  formule  als  in  vergelijking  (VIII),  cn  a 
zal  dus  nul  zijn,  mits  Lim.  a  F  (A  d=  ^)  zelve  nul  is.  Daardoor  wordt  de  ver- 
gehjking  (VIII)  eindelijk 


/ 


a 

Cos.ha.Y^x)  da  =  0.     (Lim.i  =  oo) 


Wordt  F  (x)  voor  6,  o,  of  A  (a >  A > 6)  onstadig,  zoo  moet  nog  res-  ^'  ^^^ 
pectiveLim.«F(6  +  »)  =  0,Lim.«F(a— «)  =  0,Lim.»F(A±»)=0 
zijn  voor  Lim.  *=«0;  hierbij  kan  6  ook  nul  wezen. 

5.  Men  heeft  dus  bepaald^  wat  er  van  de  onbepaalde  uitkomst  was^  die 
in  de  laatste  der  vergelijkingen  (g)  gevonden  werd.  Op  dezelfde  wijze  rede- 
nerende  ten  opzigte  van  de  eerste  der  integralen  (g)  zal  men  die  uilkomst 
nog  eenigzins  kunnen  uitbreiden.  En  dit  zal  niet  moejjelijk  zijn^  wanneer 
men  nagaat  welke  verandering  in  de  formule  van  het  vorige  N^  plaats  grijpt, 
wanneer  men  Sin.kx  voor  Cos.kx  schrjjft  en  evenzeer  Sin.y  voor  Cos.y.  In 
vergelijking  (k)  zal  de  eerste  integraal  negatief  worden^  maar  daardoor  zal 
(VII)  niet  veranderen,  evenmin  als  (/)  tot  (p);  de  vergeljjkingen  (VIII)  en 
(IX)  blijven  dus  bestaan  (altijd  bij  het  veranderen  van  Cos.  in  Sin.);  dat  is 


i: 


Sin.ha.'E  {a)dss  =  0.     (Lim.A  =  oc) 

Wordt  F  (x)  voor  6,  a  of  A  (a  >  A  >  6)  onsladig,  zoo  moet  nog  respec-  ^  '  ^  ^ 
tive  Lim. «  F  (6  +  3)  =  0,  Lim.  «F (a— «)  =  0,  Lim.3F(A  ± «)  =  0 
zijn,  voor  Lim.  *  «  0.    Uierin  kan  ook  6  =*  0  zijn.  ) 

In  deze  vergeljjkingen  (I)  tot  (X)  is  de  vorm  van  k  nog  geheel  onbepaald. 
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6.  Men  kan  in  de  algemeene  vergelijkingen  (IV)  en  (VI)  Toor  f{ai)  ook 
nog  andere  onderstellingen  invoeren^  zoodat  de  noemer  ^  vervangen  worde 
bjjv.  door  Sin.^  of  Cos.a^;  en  dit  zal  tot  vier  verschillende  fortnulen  leiden. 

Zij  vooreerst  in  (IV)  fa  —  -; — F(jf),  dan  wordt  zij 


lP{x)dx^\n\- Y{x)\       .     (Lim.jfc  =  «)) 

X  0 


f 

J     Sxn.x     ^  '  '     ^Sin.x         •■a:=o 

0 


Voor  ^  =  0  wordt  wel  is  waar  ^—  =  --  en  schijnt  dus  onbepaald,  doch 
uit  de  leer  der  limieten  weel  men  dat  Lim.  -^, —  =  l    voor   Lim.    w  =  0. 

oin.x 

Maar  de  bovenstaande  vergeljjking  geldt  slechts,  wanneer /*  (a?),  datis  e;^ — F(4f), 

sladig  is  tusschen  de  grenzen  0  en  a;  wanneer  dit  zelfde  nu  ook  met  F(^) 

het  geval  moet  zijn,  zoo  dient  noodzakeljjk^-r: —  mede  stadig  te  wezen;  deze 

breuk  wordt  onstadig  voor  ^  »=  n ;  derhalve  geldt  de  bovenstaande  vergelij- 
king  vooreerst  slechts  voor  a  kleiner  dan  ny  dat  is: 

I,  .  /  — f — F{x)da,  =  -P(0).    o<7r.    (Lim.*  =  00) (XI) 

J     Sin.  X  2 

0 

Er  is  dus  eene  nieuwe  onderzoeking  noodig^  wanneer  a  gelijk  of  grooter  dan 
n  is;  daartoe  onderscheide  men  hier  drie  gevallen  a=n^  a  =  bn^  a=6ff  +  c, 
(waar  c<w  zij),  zoodat  wij  ons  eerstens  hebben  bezig  te  houden  met  de 
integraal 

ly—  /    — Y(a)dx     .     (Lim.i  —   oo) 

0 

Men  ontbinde  den  grensalstand  0  tot  ^  in  twee  andere  0  tot  i  tt  en  in  tot 
n;  dat  is 

fi^Sin.kx^ ,  ,  ,      .     nSin.kx^,  ,  ,        ^^ .      , 

17=1     — ^{x^dx-^l    — P(«)da?  .  (Lim.A  =  00) 

^     /       otn.x  J      Sin.x 

Verder  stelle  men  in  de  laatste  integraal  ^  =  w  —  y,  dus  da?=«  —  dy^ 
Sin.^^Sin.y,  Sin.hof^ — Cos.k^.  Sin.ky  =  Cos.  {{k — l)n:).Sin.ky,  terwijl 
de  grenzen  van  y  worden  i^r  en  0;  alsdan  wordt: 
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r(7r  —  x)da    .   (Lim.i  =s  oo) 


>'=/  ^r(.)i.+c».{(j-iw.j    ^. 

•o  0 

Ten  opzigte  Tan  beide  deze  integralen  kan  men  nu  de  formule  (XI)  aan- 
wenden^  waardoor 

0 

wordt.  Men  ziet  hieruit^  dat  de  uitkomst  in  zoo  verre  van  k  afhangt,  dat  de 
factor  {Cos.{k — 1)^}  voor  k  even^of  oneven  gelijk  wordt  aan  de  negatieve 
en  positieve  eenheid.  Zoodra  men  dus  weet^  dat  k  de  limiet  is  van  eene 
evene  of  onevene  grootheid^  heeft  men 


( 
/ 


-^— r(«)d*  =  - {F(0)-p(«)} 


»«n.((2ife-l)*)  n  ;.(Lin..i-oo)...  (XIII) 

^»  r(»)d^-.|{F(0)+F(n)}. 


/ 


Is  daarentegen  de  oorsprong  van  k  niet  bekend^  zoodat  men  niet  geregtigd 
is^  om  k  even  of  oneven  aan  te  nemen^  zoo  heeft  men^  naarmate  F  (n)  altjjd 
nul  is  of  niet^  uit  de  vergeljjking  (XII) 

'^Sin,kx  n  \ 
F(;r)dar  =  jF(0),     als  F(7r)  -  0  ia; 

^**-*  *  j,(Liai.A-  (x).(XIV) 

■as  onbepaald,  als   F(9r)  niet  cb  0  is.y 
Yervolgens  beschouwe  men  het  geval  dat  a  =  6^  is^  dat  is  de  integraal 

•  =  /     ■^aii^^''^       '     (Lim.*=  00) 

0 

hier  verdeele  men  den  grensafstand  0  tot  6»:  in  6  deelen^  die  elke  eenen 
afstand  ^  bevatten^  dan  is 

•F(«)<l»  ,  (Lim.*  —  09) {q) 


! 


Sin,x 
(6-1)» 
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Stel  in  eenige  dier  integralen^  wier  grenzen  in  het  algemeen  CTren  {c+1)7t 
mogen  zijn,  ^  —  Cn  +  y,  das^dy,  met  de   grenzen  0  en  w  voor  y,  dan  is 

Sin.^  =  Co8.cn.Sin,y , 
Sin.hx  sas  Sin.{Jcen  -^-ky)  =  Cos.kcn.Sin.ky  =  Cos.  {(/c  --1) c n^ .Cos.cn. Sin.ky  , 

Substitueert  men  telkens  deze  uitkomsten  in  de  vergelijking  {q),  zoo  heeft 
men  eerst  in  het  algemeen: 

-^^{x)dx^Cos.[{k^i)cn}.j  -^^C^^^^+y^dy 

c»  0 

en  dus  wordt  {q)  » 

-  r^^^ai)dx+Cos.{{k^l)n}.r^^^n+x)dx+Co8.{{^^^  T^^^^^''"*"*^'^'*'* 

C^^Sin.ka 


+  Coi.  {(*— 1) (6-1) jr}.  /    — ^F{(6— l)w+ar}d*,     (Lim. A  =  a>) 


of,  daarC^o».  {(*— l)2cw}  -»1,  (7os.{(*— i)(2c— l)ir}  =  (7os.{(A;— 4)»^} 
is,  waoneer  men  tevens  de  uitkomst  van  vergelijking  (XII)  gebruikt: 

I.  =|[F(»)+««.{(A-1)t}./(^)]+^C«.  {(*-l)«}.[F(«)  +  C(«.  {(*-!)«}  J>(2«)]+ 
+  ^  Co».  {(*— 1)  2  ff} .  [P  (2  jr)  +  Cb«.  {(A— 1) »}  .F  (3  «)] 


w 


+  ....+-Cb..{(6-l)(A-l)«}.[F{(6-l)7r}+ft,*.{(*-l),r}.F(6«)]; 
ofdaar  Cos.{/(A;— l)»r}.Co«.{(ft— i)«}  «=  Co«.{(/— l)(ft— 1)«}  is, 

_fi»SmJcx, 


F(<r)d»=5[F(o)+2C(M.{(A— l)7r}.F(7r)+2F(27r)4-2Cos.{(A— l)7r}.F(3jr)+ 


+  ....  +  2  Co».  {(J— 1)  (Jfc  — l)7r}.F  ((6—1)«}  +  C^o».  {6(Jfe—  1)  Tr^.F  (bn)] 

=  ^[{^W+2^(2'')  +  «F(4,r)  +  ....}  +  2Co..{(A-l)7r}.{F(7r)  +  F(3  «)  +  ....}  + 

+  Co».{i(A— l)7r}.F(6»r)].    Lim.*  =  « (XV) 

Hier  komt  weder  het  onderscheid  tusschen  k  even  en  oneven  te  pas;  want 
de  factor  Cos.  {{k — i)»}  hangt  daarvanaf;  is/s  even,  zoo  is  diefactor — i, 
terwijl  hij    +  i    wordt   voor  k  oneven.     Daarenboven    wordt   voor   k  even 

3 
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Cos.  {b\k — \)it)  gelijk  ±  1  naarmate  6  even  of  oneven  is,  omdat  daarmede 
tevens  h{h — i)  even  of  oneven  is;  was  k  daarentegen  oneven  zoo  is  6  {k — 1) 
altijd  even^  en  dus  in  dat  geval  Cos.  {h[k — l)''}  gelijk  +  1.  Ditte  zamen- 
vattende  komt  men  tot  de  drie  volgende  uitkomsten: 

''''^^f^F(x)d«  =  ^[r(o)-2F(:r)+2F(2«)~..>--aF{(26-l)ir}4.P(2J,r)],('^^''°"*°"°'^ 
0  *"•*  (  .  .  .  (XVI) 

/  -^r-;7F(«)d«  =  -[F(o)— 2F(«)+2F(2«)— ....+2F(2ft«)— F{(26+l)jr}]. 


/ 


Sin,  X  2  ■ 


Weet  men  daarentegen  niet  of  k  even,  dan  wel  oneven  zij^  zoo  wordt  de 
uitkomst  van  vergelijking  (XV)  eene  onbepaalde,  tenzij  altijd  F  {(2  A  + 1)  ^}  —  0 
is  (voor  2  fe  +  1  <  6) ;  men  mpet  dan  nog  onderscheiden  of  h  even  zij  of  niet 
wegens  den  laatsten  term  van  (XV)  namelijk  Cos.  {h[k — i)n).Y  [hn).  Is  h 
toch  even,  zoo  wordt  Cos.  {h[k — 1)  ^}  =  1 ;  is  6  oneven,  zoo  wordt  die  factor 
wel  onbepaald  (dat  is  ±  i),  maar  F(57r)  verdwijnt  alsdan.   Daardoor  is: 

I    -;§^^(^)'^*=2p('')+2F(2'')+--+2i"{(a*-2)'»}+F(aH]. 

fi^b+i)^ Sin  kx  n  I 

j  ^^F(«)dar  =  -[F(o)  +  2F(27r) +....+ 2F(26n)],  '  (LimJfe=  x) 

0  ,  / 

als  F{(2A  +  l)7r}  =.  0  ,  7i<6;  anders  isl*  *  "  ^^^^^ 


b^  Sin  Jcx 

^(a?)  da?  =  onbepaalcl,  als  niet  altijd  r{(2A  4-1)71}  =s:0  is.(2A+l<J). 


j      Sin.x 
0 


/ 


Eindelijk  blijft  er  nog  het  geval  over,  dat  a  =  67r-f  c  is  (c<w);  alsdan  kan 
men  den  grensafsland  0  tot  h^^  +  c  gevoegelijk  in  twee  deelen  verdeelen^ 
namelijt  van  0  lot  6?^  en  van  h'^  tot  6^  +  c,  dat  is: 

-'•=i         ■^^^(^)''^^/     -^^^^^^^^^  +  f         ^F(-)'^-(Li«n.*==c) 

Stel  in  de  laatste  integraal  dezer  vergelijking  ^  —  6  'f  +  y,  dan  worden 
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0  en  c  de  grenzen  van  y;  verder  is  d^=dy, 


Sin.kx      Sin.  [kbn^ky]       CoBjcbn.Sin.ky 
Sin.  X        ^Sin.  (bn  +  y)  Co$.  b  n.  Sin.  y 


Ca$.kbn.Sin.kjf.Cai.bn  ^  Cos. {(k—l)  bn) . Sin. ky 
Co8.  ^bn.  Sin.  y  Sin.  y 

C^^Sin.kx 


;  dit  alles  subslituerende  konil  er : 

^Sin.kx . 


T^=  i^ '^^^Y{x)dx  +  CoB.Uk—\)bn\.i'  'r*-r(i7r+j?)da?  .  (Liin.A=oo) 
j       Sxn.x  *  J     Sin.x 

0  0 

En  nu  zijn  de  beide  integralen  tot  eenen  vorm  terug  gebragt^  waarin  zij 
reeds  vroeger  bepaald  zijn,  namelijk  de  eerste  door  de  formulen  (XV),  (XVI), 
(XVIl)  en  de  tweede  door  de  formule  (XI);  raen  moel  dus  ook  hier  een 
onderscheid  maken  tusschen  de  verschillende  gevallen,  die  in  de  vergelijkin* 
gen  (XVI)  en  (XVII)  voorkomen,  en  heeft  alzoo: 

■o 

— — F(;r)d*--[F(o)-2PH  +  2F(2«)-....+  2F(2J«)] 


f 


(26+ 1 )jr+c Sin  2kx  n 

V{x)dx=  -[F(o)-2F(7r)+2F(27r)~....-2F  {(26+ l)7r)  ]  J 


Sin.x 


-^F(*)d«=^[F(o)  +  2F(27r)  +  ....  +  2F(2ft«)]. 


ib+l)lt+cSiu.kx  TTr 

F(;r)d*=--[F(o)  +  2F(27r)+....  +  2F(26«)], 


,(Lim.i=oc) 
(XVIII) 


De  beide  laatste  integralen  gelden,  wanneer  altijd  F  {(2  A -J- 1)  ttJ  =0  is,| 
voor  A<^6;  anders  is: 


/ 


'^^'^<^Sin.kx 


¥{x)  dx  =  onbepaald,    indien   niet  altijd  F  {(2  A+  l)7r)  =*=  0 
is.  (2A+1<6). 


En  hiermede  is  de  integraal  voor  alle  gevallen  overwogen,  waarbij  gebleken 
is^  welken  invloed  het  even  of  oneven  zijn  van  k  uitoefent,  en  hoe  daarbij 
Dog  de  toestand  der  grenzen  in  aanmerking  moet  genomen  worden.  Om  te 
zien  of  het  geval  van  a  =  oo  zich  uit  het  vorige  laat  afleiden^  dient  men 
zich  tot  de  vergelijkingen  (XVIII)  te  wenden,  waar  a  den  vorm  65^  +  0  heeft; 

3* 
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meii  moet  dan  daarin  6  tot  oneindig  laten  aangroeijen;  men  kan  alsdan  geen 
onderscheid  meer  maken  tusschen  6  even  of  oneven^  en  dit  behoeft  hier  ook 
niet,  daar  de  tweede  en  derde^  evenzoo  de  vierde  en  vijfde  der  vergelijkin- 
gen  (XVIII)  telkens  tot  dezelfde  uitkomsten  leiden^  als  6  oneindig  wordt; 
men  heeft  dus  eindelijk: 


0 

*/Stn.2ifc^ 


I. 


— P(a:)diP  — -[F(o) 4-2 F(27r)  + 2 F(47r) +  ....];  wanneersteeds 

F{(2A  +  l)7r|  =Ois,(0<A<  c»),    anders  is  die  integraal^ 

s=  00  . 

Bij   alle  de   vergelijkingen  (XI)   tot   (XIX)   wordt  ondersteld,    dat   F  (x) 
stadig  is  tusschen  de  grenzen  der  integratie. 

7.  Verder  in  de  algemeene  vergelijking  (VI)  /*  (x)  =  ~^  F  (a?)  stellende^ 

heeft  men  dc  integraal 

j    ^C^^^''^'^^'    (Lim.*=  cx) 

0 

te  beschouwon.  Deze  kan  men  geschiktelijk  afleiden  uit  de  integraal  in  het 
vorige  numraer  behandeld;  en  wel  door  het  stellen  van  a?  =  -  +  y;    dan    is 

7r  7r 

dx  =  dyy  met  —  -  en  a  —  ■-  als  grenzen  van  y;  verder  is  Cos.x=^ — Sin.y, 

Cos.hx^Cos.^ikT^-Yky).  En  hierin  zullen  de  uitkomsten  geheel  verschil- 
lende  vormen  verkrijgen,  naarmatc  k  is  van  den  vorm4&',  4ft'+l,  ^k'^% 
4  &'  +  3  respeclievelijk,  want  voor 

r  A=4i',isCM.(iA7r+A:y)  =Co5.  {2i'7F+ 4.A'y)  ^CosAh^y  ,\ 

2'  i  =  4A'+l,  =Cm.  {2i'7F+j7r  +  (4Jfc'  +  l)y}  =-r&n.{(4ifc'+l)y},/ 

8'  i  =  4A'  +  2,  =(7(».  {(2A'+l)7r+(4A'  +  2)y}  —  CM.{(4ifc'-i-2)y},r''^ 

4^  A  =  4i'  +  3  =  4i'  — 1  =Cw.  {2i'7r  — i7r  +  (4Jfc'~l)y}  =iSin.  {(4Jfc'~l)y}J 

Bij  de  tweede  en  vierde  onderstelling  wordt  de  integraal  van  denzelfden 
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vorm^  als  in  N^.  6  behandeld  is:  bij  de  eerste  en  derde  onderstelling  daar- 
entegen  komt  er  eene  Cosinus  in  den  teller;  men  zal  dus  beide  soort  van 
vormen  afzonderlijk  moeten  nagaan^  en  daartoe  met  de  tweede  en  vierde  der 
onderstellingen  (r)  moeten  aanvangen.   Alsdan  is 


'.. =/"^^^t^"-)-r=^s±^''(i+v) 


dy' 


-r-^HH^'+/^^^^(i+')^H 


I.,= 


=/ 


Co».3> 


F(*)d». 


■/: 


-2Sin.{{i,k-l)y)^[n 


—  Sin.y 


(i-') 


^,(LioLisB  oo) 


dy\ 


t-'[Sin.{{^h-l)y-)     In 


i 


Sin.y 


-Jir  ^ 


Slelt  men  in  de  laatsle  integralen  dczer  beide   vergelijkingen^  y » —  rr, 
<iif  —  —dif,  met  i  TT  en  0  als  grenzen  van  ^,  zoo  worden  zij: 


xo ' 


■/ 


<-~Sin.\{^k+l)w]jn 


Sin,  X 


(i+-)i«+/ 


l'5i..{(*i+l)»),/» 


Sin.x 


V*       /      /,(LiiDufc= 


<£i^' 


0  0 

en  nu  kan  men  beide  laatste  integralen  uitdrukken  door  p  ^  ( » j  volgens  de 
'^vaarde  in  vergelijking  (XI)  gevonden.  Wat  de  eerste  integralen  betreft,  moet 
vooreerst  a  —  -  positief  zijn;  ten  einde  vervolgens  tot  de  verschillende  ge- 
vallen  van  het  vorige  nummer  te  komen^  stelle  men: 


n  Stt  Stt 

2^    ^  2  2    ' 


26+1  26  +  1 

TT  ,  a  =  — 2 — ^  +  c  ,  a  =  00  ; 


2  '  2 

'^pvaiit  dan  wordl  de  bovenste  grens  der  integratie  respective: 

0<o— -<«,  o  — -  =  «,  a—-  =  bit,  o— -=a6Ji  +  «,  a  — g=^x  ; 
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en  men  heeft  dus  naar  de  vergelijkingen  (Xl)^  (XIII^  ^),  (XVI^  1)^  (XVIII^  1)^ 
(XIX^  i),  die  hier  alleen  gebruikt  kunnen  worden  omdat  Ak  +  i  en  Ak — 1 
oneven  zijn^  —  wanneer  men  de  beide  integralen  I|o  en  Ii,  onder  e^nen  vorm 
met  het  teekeii  =t=  vereenigt: 

0 

f^==^^<')--H(i)+HT)l-iHi)=-il"(i)+K?)li 

26+1 

'L.     'w=^jF(-)H.»r  (Y)+i«F(v)  +-+2P(— .). 

+r(?»±lJl  ^  :p(«\| 

\    2      il        8    W   ,  (Li».i-«) 
-       -=^il-(i)+-(")+^H")+-^"(^')+H^'')l( ™ 

26-H      , 

f    ^^W^l^i)+.ff)+^f)+.+»(^»)Hp(i) 

— [.(i)+.(VV^(^)+...+^(^»)l. 

/f-^«e^^'-)--i[Ki)+-(T)+-(TV-i-iKi) 

— b(i]+KT)+^(T)  +  -l- 

Er  blijft  nog  een  geval  over^  wanneer  namelijka=^i»ris;  alsdan  a — iw=0, 
en  verdwijnen  dus  de  eerste  integralen  in  de  vergelijkingen  (s)^  zoodat 

/  Co...        ^^(^)^^  =  -^a^.(i)  •  (!--•*=  «) (XXI) 

Wat  de  beide  andere  onderstellingen  aanbelangt^  deze  voeren  tot  integralen 
van  den  vorm 

/"  Co8.  k  X 
-;^„— FWd»    .     (Lin..A=  a) 


Digitized  by 


Google 


OYER  EENI6S  GEVALlElf  BIJ  DE  THEORIE  TAN  ONSTADIGE  FUNCTIEN.  23 

die  eerst  naderhand  zullen  worden  behandeld;  men  moet  hier  dus  anders  te 
werk  gaan.    Uit  de  goniometrische  vergelijkingen 

CM.4i#  =  Cos.[4ik  +  l)x].Cc8.a  +  Sin.{{4ik+l)x}.Sin.x, 
Ca8.{{*k  +  2)x}=Cos.{{4,k+l)x].Co8.x  —  Sin.{{4,k  +  l)a}.Sin.a, 

volgt  vooreerst 

/«  Co8.4ikx  t^ 

I..  =  /    -^^^W''*-/    C««.{(4t  +  l)*}.F(*)d*  + 


0 


0  \ 


,(Lim.£as  oo) 


I.,  -  r^?LM±MF(.),,=  rco..{(4*+i).}.r(x)d,-i (^^ 

/  C08,X  J 


-/ 


0 

<^Sin.{{ik+l)x}  ^.        ^,  ^  , 
^^     ^   ^    '  Sin.  X.  F  {x)  d  x. 

0 


De  eerste  integraal  in  het  tweede  lid  dezer  vergelijkingen  is  nul^  volgens 
de  formule  (VIII)  van  W.  4:  de  tweede  integraal  moet  men  uit  de  formu- 
len  in  N\  5  en  6  afleidcn  door  aldaar  respective  F  {x)  =  Tang.  x.  P  {x)  en 

_  ^.       Sin.x^^  ^       Sin.^x^,  , 

l^{x)=^Sin.x- — T{x)=- V{x)  aan  te  nemen. 

C08^  X  i/08.  X 

De  integraal 

rSin  kx  f^ 

~ — Sin.x.¥{x)dx^  j    Sin.kx.Tang.x.T{x)dx 

wordt  onstadig  voor  «  —  — w~^}  ^^  ^^^  °^^®*  ^^^  ^®^^'  ^^^  theorema  (X) 

raadplegen^  in  hoeverre  hier  aan   de   vergelijking  Lim.   *  F  (A  =b ')   voldaan 
wordt.   Deze  toch  wordt  hier 

'S«n.(— ?^«=fc3)     ,01.11  x  Sin.(-^n].Co8.8    ,^,,-  . 

9         /26  +  1  \  9  fib+1         \ 

«=Lim.-— iF  — -=— TTabd    er^iLim.- r.Lim.F  — 7— Trdb^     .  (Lim.«s=0) 
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Om  aan  deze  voorwaardensvergelijking  te  voldoen,  waarin  Lim.  = — r  =  l 
is,  moet  Lim.F( — - —  «d=ij  =  0  zijn,  dat  is  F  ( — r—^]  —0;  derhalve 

I,^  «  r  Sin.kx.Tang.w.f{x)  cifl?  =  0,alsr  [     J^   n\  —  0  is.   (Lim.ifc^»)  .  .  (XXII) 

Wanneer  daarentegen  F  ( — - — n\  niet  allijd  nul  is,  zoo  leert  onsdever- 
gelijking  (X)  niets  meer^  en  men  moet  tot  N\  6  overgaan.  Yooreerst  volgt 
uit  (XI),  daar  voor  a  kleiner  dan  i^  de  functie-pr — F(aj)stadigblijft,  endie 
vergelijking  alzoo  hier  geldig  is: 

/^                                              n  Sifu^  o 
Sin.kx.Tang.x.'P{a)dw:^'-- F(o)  =  0  ,  a<^^n  .     (Lim.t—  oo)  ,  .  (XXIII) 

Yoor  alle  volgende  vergelijkingen  is  F  (6  „) 

als  F  (x)  stadig  is,  en  worden  dus  de  waarden  der  integralen  allen  nul ;  maar 

H: 

2 
Stn. 
Cos. 
en  daaruit  volgt : 


9  h  J.  1 

voor  alle  waarden  van  *  —  — - —  «r  wordt  dezelfde  F  («) 


/«                                                        /26  +  1    \ 
Sin. k  a.  Tang.  x.  F  {%)  dx  =  oo,  als  Pl = —  n  J  niet  altijd  nul  is.  (Lim.  i  =  oo)  .  (XXIV) 

0 

Volgens  deze  vergelijkingen  (XXII)  tot  (XXIV)  gaan  nu  de  vergelijkingen  {t) 
over  in  de  volgende: 


Digitized  by 


Google 


OTER  EElflGE  6EVALLEN  BIJ  DE  THEORIE  VAN  0NSTADI6E  FDNCTI£N.  25 


f<'Cot.4ik 
j      Coi.* 


■ie(x)da  =  0  ,  a<|jr; 

=  0, 


l.y«<a<  w, 


00  . 


„ /26  +  1   \l 

nurm«te  F  (  — ^«]  I  (Lim.  jfc  =  «  ) 


/ 


altijd  of  niet  altijd  nul  is. 
'Co;^^  ....(XXV) 


-'F(«)<lp=  0  , 
Cot.» 


—  —  oe, 

«0  ,a<^»r; 


Dit  verschil  tusschen  de  stelsels  vergelijkingen  (XX)  en  (XXV)  doet  ge- 
noegzaam  den  invloed  van  den  vorm  van  k  op  de  waarde  der  hier  behandelde 
integraal  kennen,  waarbij  altijd  F  {x)  stadig  is  ondersteld  tusschen  de  grenzen 
der  integratie. 

8.  Stellen  wjj  nu  in  de  integraal  (IV)  /  (*)  ■«  - — .  P  («),  dan  wordt  deze 
T{a)dx^  0     ,     0<a<J7r;   (Lim.A  —  «).....  (XXVI) 


r 

J       COB.X 
0 


niaar  dit  alleen  zoo  lang  f(A)  stadig  is  tusschen  de  grenzen  der  integratie; 
daar  nu  voor  x^i^,Cos.x  nul  en  dus  de  functie  oneindig  wordt^  moetin 
de  vorige  vergeljjking  a  kleiner  dan  i  ^  blijven.  Voor  a  grooter  dan^  of  ge- 
Ijjk  aan  in  is  dus  eene  nieuwe  onderzoeking  noodig;  daartoe  gebruike  men 
de  goniometrische  formule 

Sin.kx  =  Sin.{{k^\)a}.Co8,x  +  Ca8.[{k^l)w}.Sin.if] 
dan  is: 

I,,  =  rSin.{{k—l)x}.V{w)dw+r^^*^^^^^''^  Stnjc.r(4?)  d*.     (Lim.i—  oo)  .  (u) 

0  "0 

De  algemeene  vergelijking  (X)  leert  ons^  dat  de  eerste  integraal  nul  is^ 
zoo  lang  F  (x)  stadig  blijft  tusschen  de  grenzen  van  het  integreren^  en  dit 
zal  men  toch  bij  de  tweede  integraal  moeteu  onderstellen^  want  deze  is  een 
bijzonder  geval  van  de  formujen  van  het  vorige  nummer:  men  moet  dair  slechts 
voor  F  (^)  stellen  Sin.  af.  F  (^).  Zij  dus  vooreerst  in  (u)  A'  —  4  A  =t  4,  dan 
wordt  V — 1  =4ft  of  4fc— 2,  en  derhalve  volgens  de  vergelijkingen  (XXV) : 

4 

WIS-  W  NATUURK.  TBRH.   DER  KONIffKL.  AKAPElllB;  DEBL  YIL 
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/'-''";::.  ""-g(^)^^-o> 


0  , 


i,(Lim.i=  Qo) 
■ 
.  .  (XXVII) 

Zij  vervolgens  &'  —  4  fc  of  =^  4  /i?  +  2,  zoo  wordt  k  —  l=4Afqpl  en  dus 
naar  de  vergelijkingen  (XXI)  en  (XX),  daar  F| — ~7-^)  hier 


a=  iTT 


1«  » 


71  3  TT 


,  Co:x  ^  ' 

0 

— (i) 

-il-(i)-KT)l 

-H»'(i)-^(^)+--<^^-K'T-")+ 

-'lHi)-(T)  +  -+---(-f'')l--"^^ 

-'Ki)-HT)+-  1 


8« 
2    ' 


,(Lim.<:s=»  x) 
•  (XXVITl) 


-JT-l-c; 


,as  « 


j 


F  (^)  zij  steeds  stadig  tusschen  de  grenzen  der  integralie. 


9.  Eindelijk  moet  men  nog  in  het  theorema  (VI)  -^ — Y{x)  voor  f{x)  aan- 


nemen  om  de  integraal 


Ii. 


-i 


«  Co8.  h  X 
Sin.a 


r(4?)dar    ,     (Lim.i  =  qo  ) 
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te  verkrjjgen,  waarover  reeds  in  N\  7  gesproken  werd.  Ten  einde  hare  waarde 
uit  hel  vorige  af  te  leiden,  gebraike  men  de  goniometrischo  formule 

Cos.kx  =»  Co8,  {{k  +  1) 4?} . Co8.a!  +  SitL  {{k  +  1) a?} . Sin. ar  , 
zoodat 

J  Sm,  X  J 

0  0 

wordt.  Zoolang  F  (a:)  tusschen  de  grenzen  0  en  a  stadig  bljjrt^  en  bij  deze 
onderstelling  zjjn  wij  toch  gedwongen  ons  te  bepaleti^  t^ordt  de  waarde  der 
laatsle  integraal  nul  volgens  formule  (X).  Wat  de  eerste  integraal  in  het 
tweede  lid  der  vergelijking  {.tv)  belreft,  namelijk 

I^^  =  T-^^— '-^^  r  Co8.  {(k+l)x]!Cot.x.V{x)dx 

J  Sin^x  J 


i 


<^Co8.{{k+l)x}     C08.^X^^  ^  ^ 

^^^ — - — —-^ . F  (x)  dx , 

Co8.  X  Sin.  X 


0 

hierin  biijkt  vooreerst  dat  voor  x^h^  lelkens  de  geintregeerde  funclie  on- 
stadig  wordt;  het  theorema  (IX)  zal  ons  dus  moeten  leeren^  van  welken 
invloed  dit  op  de  waarde  der  integraal  zrj.  De  voorwaarden«-grensvergeIijking 
Lim.  JF  (A  rfc  J)  =  0,  wordt  dus  hier : 

Cos.ibn  db  i\  Cos.bn.Cos.d 

0^1Am.dCot.(bn±i).^lm±d)^Lm.d~]-~j¥{bjt±9)^U^^ 

^  ^     ^  ^  Sin,{b7t±:8)    ^  ^  ±Co8.bn.S%n.d  ^  ^ 

d 

=  ±:  Lim. i.L\m.T(bn±d)    .         {lAm.ti  =  0) 

Tang.  0 

Nu  is  (even  als  vroeger  N\  7)  Lim.  ^; ^  =  1,  dusmoet  Lim.F(57r±3)  =  0, 

dat  is  F(6*)=:0  zijn^  om  aan  de  vergelijking  (IX)  te  kunn«n  toldoen; 
maar  alsdan  wordt  ook: 


f 


Co8.ka.Cot.x.'E(x)dx  =  0,  als  ie{bn)  altijd  0  is.  (JAm.k=  cx) (XXIX) 


Wanneer  daarentegen  niet  altijd  F  (6  n)  nul  wofdtf  tnoeten  wij  dns  wenden 
tot  N^  7.  Aldaar  is  dan  in  het  algemeen 

4* 
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/26+1    \        ^  \      t      '')„/26  +  l    \  0      „/2J+l    \ 


maar  dezelfdc  functie  wordt  reeds  onstadig  voor  Xwmn,  en  verder  voor  alle 
x  =  hn;  want  dan  is : 

Is  dan  F  (6  n^  niet  aitijd  nul ,  zoo  wordt  ] 

CoB.kx.Cotx.Viw^dx mmO    ,  a <^*r;  / 

l  .  .  .  (XXX) 

ae  00 ,  ?r  <  a  <  00,   indien  F  (6 n)  nict  altijd  nul  i«.  / 

Deze  uitkomsten  (XXIX)  en  (XXX)  in  [w)  overbrengende^  komt  er  eindelijk 

f<'Co8.ka^,  ^^         ^  ^  ^ 


/ 


/,(Liai.i—  oo) 


/Sin.  :p 

0 

Bs  0    \  l  fXXXI^ 

L  3r  <^  a  ^  00 ,  naarmate  F  (6  ir)  altijd  nul  ia  of  niet.  | 

Ook  hier  wordt  F  (^)  ondersteld  stadig  te  blijven  tusschen  de  grenzen  van 
de  integratie. 

Het  is  opmerkelijk^  dat  deze  integraal^  die  zooveel  overeenkomst  heeft  met 
die  van  het  vorige  nummer^  tot  geheel  andere  uitkomsten  leidt^  in  zoo  verre 
hier  de  vorm  van  k  niet  in  aanmerking  kwam^  hetgeen  daar  wel  het  geval 
was:  overigens  bestaat  in  dit  opzigt  een  groot  verschil  tusschen  de  vier  ge- 
lijkvormige  integralen  van  N*.  6,  7,  8  en  9. 

10.  Het  aangevoerde  moge  genoegzaam  zijn^  om  te  staven  wat  in  den  aan- 
vang  beweerd  is  omtrent  de  oplettendheid^  die  men  moet  wijden  aan  den 
toestand  van  de  grootheid  k,  of  deze  van  den  vorm  Ak,  Ak+ 1,  Ak+%  Ak  +  o 
zij;  men  heeft  gezien^  hoe  zeer  in  sommige  gevallen  deze  vorm  invloed  had 
op  de  waarde,  en  in  andere  gevallen  de  waarde  voor  alle  k  dezelfde  bljjft. 
Men  mag  hierbij  niet  over  het  hoofd  zien^  dat  k  altijd  als  een  geheel  getai 
werd  beschouwd^  zoodra  daarbij  bijzondere  vormen  werden  aangenomen^  ter- 
wijl  anders  k  geheel  willekeurig  is. 

Uit  de  gegevene  theorie  van  de  algemeene  integralen 
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■«„ /«„ da      [aSiin.ka  „  ,  ^         [<»Sm.hx 


/*«,    ,      ,.  .  ,        /*«.    ,     ,/  v««      /■"'Sm.**,,  ^  ,         f»Si».kx  ,,  ,  , 
j  Sin.kx.f{x)d»,  j  Sin.kx.f{x)—  ,  j    ^^/W^^*  ,  j  'c^^^"^^'' ' 

0  0  0  0 

/*>,     ,      ..  V  ,        t^ ^     .     ^.  .^«      f^Cos.hx  ^,  ,  ,         [<^Co8.kx  ^,     , 
f   Co9.kx.f{x)dxy    I   Co9.fcx.f{x) — ,  /   -r f{a)dx^   I   — f{x)dx, 

•'o  "^O  0  ''o 

waarbij  zich  nog  voordeden  de  beide  bijzondere  vormen 

I   Sin.kx.Tang.9:.f{x)dx    en    I    Co8.kx.Cot.w.f{x)dx^ 

0  0 

(waar  overal  Lim.  &  =  oo ),  kunnen  nu  voor  elk  bijzonder  geval  de  verande- 
ring  der  integraien  worden  afgeieid. 

Men  konde  zich  nog  de  vraag  voorstellen^  of  niet  in  plaats  van  de  functie 
Sin.hx  of  Cos.kx  eenige  andere  goniometrische  functie  Tang.ko?^  Cot.kcv, 
Sec.kx  of  Cosec.k(v  in  te  voeren  ware:  men  ziet  echter  gemakkeiijk  in^  dat 
aisdan  de  uitkomst  oneindig  zoude  worden.    Want  daar  deze  iaatste  functien 

ofvoorAa7  = n  of  voor  kx^b^  oneindig   worden,  zoo  zal   er  voor 

eike  X  hoe  kiein  deze  ook  worde  aangenomen^  k  zoo  groot  kunnen  genomen 
worden,  dat  kx  eene  van  bovengenoemde  waarden  verkrjjgt,  en  dus  de  in- 
tegraai  oneindig  wordt.  Dit  bezwaar  zoude  vervaiien  zoodra  de  bovenste  grens 
van  de  integratie  oneindig  kiein  ware^  maar  dan  worden  de.  integraien  tot 
eenc  bijzondere  soort  teruggebragt,  die  door  caucht  Integrales  definies  «tn- 
gulieres  genoemd  zijn^  en  hier  niet  verder  zullen  worden  nagegaan. 

Omdat  te  geiijk  met  iedere  integraai  waarin  de  factor  Sin.  k  x  voorkomt^ 
eene  andere  geijjksoortige  gevondcn  is^  die  siechts  daarin  verschilt  dat  de 
factor  Cos.  k  x  den  vorigen  vervangt,  zoo  is  wegens  de  formule 

^dzkxi  —  Cos.kx  ±  iSin.kx 
ook 

fa  ra  ta 

I   e^^^^f{x)dx=   \    Co8.kx.f{x)dx-±zi\   Sin.kx.f{x)dx. 

0  0  0 

Daardoor  geven  de  theorema's  (IX)  en  (X); 
ed=Ar«P(,)rf-j.  «=  0.     (Lim.*  =  oo). 


f 


Wordt  ¥{x)  voor  5,  a,  of  h  (a>A>fe)  onstadig,  zoo  moetH^^^^^) 
nog   respective   Lim.  3  F  (6  +  *)  =  0,   Lim.  *  F  (a  —  *)  =  0, 1 
Lim.  *  F  (A  ±  *)  —  0  wezen  voor  Lim.  *  =  0;  h  kan  ook  nul  zijn. 
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Evenzoo  (IV)  en  (VI); 


/"'"' 


x//(;r)'/  =  ao  .  „y(o)  .     (Liin.A  =  « ) (XXXIII) 


Verder  uit  do  tlieorpma's  (XI),  (XII),  (XV),  (XVIII)  en  (XIX)  verbonden 
raet  (XXXI): 

J  iyin.x  a  f,(LiiD.ifc=oo) 


=  ±  i»tr(0),)  ,  „<a<  00  ,  naarmateF(ijr>altijd  of\    •  (XXXIV) 
__  ^  l  niet  altijd  nol  is. 


'(ijr>altijdofi    ■ 


Eindelijk  geven  (XX),  (XXI)  en  (XXV)  verbonden  met  (XXVI,)  (XXVII) 
en  (XXVIIl): 

re±to- Y  fj.\    ^"^  =  0     )♦  (^'™*  =  *)' ^^" <  *' 
^  ^"•'^  naarmate  F  Y'^~n\    altijd  nul  is  of  niet.         (^XXV) 

IIol  is  opmerkelijk,  dat  hier  alle  onderscheid  lusschon  de  verschillende 
vormen  van  h  ten  eenenmale  wegvalt,  hetgeen  dan  eens  aan  de  integralen 
met  Cos.kXy  dan  weder  aan  die  met  Sin.kx  te  wijlen  is. 

11.  Hoew^el  in  het  voorgaande  reeds  onderscheidene  toepassingen  voorko- 
men  van  de  hoofdvergelijkingen  zelve,  zal  het  raisschien  niet  ondienstig  zjjn 
eene  regtstreeksche  toepassing  aan  te  voeren,  die  meermalen  voorkomt^  maar 
dikwerf  met  uitkomsten^  die  van  de  hier  gegevene  verschillen.    Zij  daartoe: 

Sin,  X  Co8.  X 

F,  (j?)  « f(x)  of  F,  M  =« ;; -flt. 

'^  ^        l  —  2pCo8.x+p^'^^  ^  '^^        }—ZpCo8.x+p^'' 

Opdat  deze  functie  stadig  blijve  tusschen  de  grenzen  der  integratie  zal  raen 
moeten  nagaan :  wanneer  de  noemer  1  —  2  p  Cos.  ^  +  p^  nul  kan  worden;  stelt 
men  daarin  Cos.v^l — ^Sin.^i^r^  zoo  koml  er  {l — pY  +  ApSinMo^,  dus 
de  som  van  twee  vierkanten;  derhalve  moet  elk  vierkant  op  zich  zelf  nul 
worden:  met  den  Iweeden  term  ApSin.^ivls  dit  steeds  hel  geval,  zoodra 
x  =  ^b^,  dus  Sin.^ix^Sin.^b-rr  is;  met  den  eersten  term  daarentegen  slechts 
dan,  wanneer  p  «  1  is.  Om  de  onstadigheid  derhalve  te  voorkomen,  heefl 
men  slechts  het  geval  van  p  =  +  i  uil  te  sluiten,  dus  de  voorwaarde  te 
stellen  — oo<p<4.|,  +  \  <p<oo  .  Hierbjj  is  natuurljjk  ondersteld,  dat 
f{x)  weder  sladig  Wjjve  tussohen  de  grenzen  van  het  integreren. 


DigitizecTby 


Google 


31 


f. 
f. 


OVER  EEHIGE  GEVALLEN  BIJ  DE  TBEORIE  YAN  ONflTADlGE  FUNCTiEN. 

Nu  heeft  men: 

^  ,«x      «^   /E  X     A-ffl   /2*+l    \         *"A     2     ",'    /aj+1    \       ft7».6«    /26+1    \ 
F.(0)  =  0.F.(H=0,F.(-f^.)  =  -i3^/(     2--)  =  l4->^(-r    ^- 

^-^^-yi/(0),F,(2..)  =  -^-i^/(...). 

FacaJ+i)''}»^!^^)*^^^^^^!)-).^,!^-.)»^.' 
En  daaruit  volgl,  naar  de  vergeljjkingen  (FV^),  (IX),  (X): 

,  O^Ca^Cx    ,  {hm.k  =  x). 


F.(0) 


'**      Sin.kx.Sin,x       ,,     dx 
— f(x)        =  0 


'**     Sin.kx.Sin.x       ^,     dx        n         1 


1  — 2|>(7o*aj  +  ;>' 


2(l-.p)' 


/*»       6  0«.  k  X.  Sin  X       , ,  ,  ,  \ 


i 


Sin.kx,Sin.x 


/«         Co8.kx.Co8.x       ,,      ,  I       Wordl 
f(x)dx=  0,1 
i  — 2;)Co«.j:h-p^'^  ^  '             f  onsladig, 

r 


Wordt  /■  (a:)  voor  b,a,ofh{a>h> b) 


zoo    inoet    nog    respcctive 


(1) 
(2) 

(3) 


\Um.Sf{b+S)==0,  L\m.lff{a—8)=(}, 

""*'**'""*'*  ^f(»)dx  =  0,1  Lim.  d  /"(Aab  «)  =  0  zijn,  voor  Lim.  3  =  0;    (5) 
p  08.x-\-p  ^^  1^^^  ^^j^  ^^^j  ^jj^    (Lim. /;  =  oo). 

(«) 


Sin.kx.Co8.x       ^,  ^  , 


Oo  vergeljjkingen  (5)  en  (6)  zoowel  als  (4)  en  (5),  door  optelling  enaf- 
'^^^^king  te  zamen  verbonden,  geven,  wanneer  men  voor  k  —  1  of  A  +  1 
^^^^er  eenvoudiger  k  scbrjjft: 


p SifLk^ f(x)dx:^o]      ^or^lf{x)yoorb,a,oih{a>h>b)on'    ^^^ 

-\    ^  — 2>pro8.x+p^  /  sladig,  zoo  moet  nog  respective 

^^^  ^^  \  Lim.  df{b  +  S)^0,  Lim.  df{a—9)  -  0, 

— ----*^  -  ^f{x)  Jx  =  0  i  Lim.  df{h±9)  =  0  zijn,  voor  Lim.  «  «  0.    (8) 
p  08.X  +  P  i^  j^^^  ^^^  ^^^j  ^.j^    (Lim.  A  =»  oo). 

Vergelijking  (XI)  voor  a<7i^  (XIV^  I)  voor  a  =  n,  (XVII,  I)  voora  =  2fe7r, 
VXVll,2)  voor  a  =  (2  6 +  1)71,  (XVlfl,  4)  voor  a  =  2  6  ^r  +  c,  (X VIII,  5)  voor 


/ 
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a  =  (25-}.l)w  +  c  cn  (XIX,  3)  voor  a  =«  oo ,  geven  voor  de  onderstelling 
Fi  (x)  nul  tot  waarde^  en  dit  is  reeds  in  (7)  gevonden.  Bij  de  onderstelling 
F.{x)  daarentegen  geven  de  vergelijkingen  (XI),  (XIII),  (XVI),  (XVIII,  1—3) 
(XIX,  1,2)  het  volgende,  waarbij  somtijds  nog  het  even  of  oneven  zijnvan 
6  te  onderscheiden  viel:      , 

0 
0 

0 
0 

/  i=^s;;i+F«''^-*{(i=rtJf''°'+''''''"'+-"+''^'''*-''''+«"''l+ 

0 

/«6+1)t     Stn.2ib«.  Co^.«  tt  f       1        r 

i-»,a...+p.^w^-»{(i:irt^[^""+'^''"'^--'-'^'''-'l-^ 

Q 

+  (r+;Trl*A«)  +  2A8'')+.-.  +  2/{(2*-l)»}+/'{(2*+l)''}]}.      (18) 

i-»pCb...+f.  ^W'"-?{(T^tA«)+'f(».)  +  -+'A»W]- 

II 

-(^^^[A'')+A8'')  +  ...  +  ^{(2ft-l)'r}]},    .  (1«) 
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0 
0 

+  (7:p^[r('')  +  /'(3«)+-.  +  /'{(2A--l)»r}]},  .  .(18) 
r(U+\)x+e     Sin.iktii.Cot.»      ,       ,        -^  (       l        c,  .  -m 

0 

+j^^,U^'')+n^'')+"+n(^^+^)^)]}^  •  -(19) 

/••  Sin.{(2k  —  l)»}.Coi.x  .      ,  «  f       1        r 

/  -T^»,cJ.+y.  «""•  -i {(-n:;jr[««)+«rt«")+-] - 
/  rri;  c,^,-.  n-) ".- 5  jjY3^[«»)+v(8.) +...]  + 

0 

ovcral  is  Lira.  k  ^  oo  . 

Vcrdcr  voert  bij  dc  vergelijkingcn  (XX),  (XXI)  en  (XXV,  1,2,4,  G)  de 
ondcrsleiiing  F,  (j)  steeds  tot  eene  waardc  nui,  zoo  als  reeds  in  verg.  (8) 
gcvonden  Averd.  Daarcntcgcn  gceft  de  andcrc  onderstclling  F,  (x)  nieuwe  uil- 

komslen.  Onidal  r,l — ^^ — «   =  — — ^/"1 — „     '')  is,  nioet  men  somtijds  on- 

dcrscheid  malien  tussciicn: 

_    /46+1    \  1       J46  +  1    \        ^    /U-J    \         -1      /46-1    \ 

m  dan  vcrkrijgt  men  door  de  vergeljjkingen  (XX),  (XXf)  en  (XXV); 

I il L^ ^  f(x\dx  =  d: /1- f22) 

'o 

5 

W/S-   E!f  IfATUURK.   VERH.   DER  E0I«1?(KL.  AKADEMIE.   DEEL  VIT. 
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0 
0 

°+^V')+/(^')}-(/(¥)+/(^)+-M^)}l'-> 

r^Tl^l^^/^-^-nq^F^KilMT)^-^^^')}- 

r~'^'^^^^^s^/<"— T^i{/(i)MT)+-+/(^')}- 

-{^(t)Mt)+--4^')}1--'"' 

/  '  "^''^riT^!:T^-M'--iT^{/(i)Mv)+r^/(^')}- 

-{/(V>/(t)+-+/(^)'}1.-<-> 

/'T^^S^^«"--^iT?[Ki)M?)^-}-K?)MT>-}K-' 

0 

/«   Co8,^kx.Tang.x    ^^      , 

1  ^; — ^r-r; 7-^/(^)^4;  =  o,    a<i7r; 

0  ^  n  \ 


46+1      . 


-tr+c 


(30) 


0,  \  Jii*  +  1    \(31) 


,  I TT  -<  a  <  00,  naarmate  f 


(^')' 


]  iUX:+p'  A-)^--o>   (8*) 

0.  fl<J«    (-^3) 


alwaar  overal  Lim.  A  =  oo. 
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Wanneer  raen  F,  (x)  in  de  vergelijkingen  (XXVI),  (XXVII)  en  (XXVIII) 
invoert,  wordt  men  wederom  tot  de  integraal  (7)  gevoerdj  maar  de  onder- 
slelling  Fi  (x)  geeft  integendeel  bjj  die  zelfde  vergelijkingen : 

/*«     Sin.kx.Tang.m  ,  ,„,, 

/i-»pC>../+p.^W'"°''     •     »«■<!-••. (") 

0 

/        l-%pcLUJ    Ax)^x  =  0.        .i«<a<«.na.nnate/-^-^.)    altyd 
*^  I  iiul  is  of  niet (35) 

|i^^-«.  [i^,k+l^X)x).T.ng..  2^    n_J^ln\ 

0 

i'Sin.{(i:k-\-\±l)x).Tang.x    ,      ,  n         fit\  n  ^3« 

0 
0 

/"'""•^r::;c:.i';'r^'/'''^--ir^[»^(i)^^4vv-- 

0  / 

/•"5t«.{(4A+l±l)«).7'ana.a;.  «     r    InK        Jiit\  , 

0 

Hier  is  ook  overal  Lim.  ft  =  oo  . 

Eindeljjk   gebruike  men  de  formule   (XXXI).    Bij  de  onderslelling  F,  [x)  ^ 
komt  men  wederom  terug  tot  de  integraal  (8)  j  bij  de  andere  F^  (^)  daaren- 
tegen  hier  tot  dc  uitkomsten 
r*      Cos.kx.Cota 
/    l-2pCos.^p^^'''''-'       '     a<.,(Li«.i-oo) (42) 

*™^'(  i«<Ca<Coo,  naarmate  /*(&  77)  steeds  nid  is  of  niet. 
_   ^      ,(Liin.A  =  «) (*3) 

6* 


0 
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Nog  kunnen  de  hulpformnlen  (XXII)  lot  (XXIV)  cn  (XXIX),  (XXX)  liier 
woi*den  toegepast.  Het  eerste  stel  leidt  voor  F^  (^)  tot  de  integraal  (5);  het 
Iweede  voor  de  onderstelling  Fi  (o?)  tot  de  integraal  (4);  wanneer  men  daar- 
onlegen  in  de  eerste  formulen  F|  (x)  en  in  de  laatste  F^  (^)  invoert,  zoo  is 

[^Sin.kx.Sw.x.Tang.x  ^^  ^  .  .         ^, .     . 

/     l-^pCo.x^i^-f^'^^'-'       •     a<i.,(L,m.*»oo) (..) 

=  0  ,f ,  i7f<.a<.  oc,naarinate/'( n\  altijd  of  niet 

=  «.)   altijd   nul  is.  (Lim.l;  =  oo) -  (45) 

fCoB.  h  X.  Co8.  X.  Cot. «  ,,      ,                                    ,^  .     , 
-,^-^-^—^f^,)d,^^      .     a<..  (L.a,.i«x) (46) 

—  ^  'I  ,7r<a<  30  ,  naarmate  f(bn)  altijd  of  nict  altijd 
^  ^  I  nul  is.   (Lim.  i  =   oo) , (47) 

Daar 

Sin.^x        l  —  Co$.^x           1 
Sm.x.  lang.x  ■=»  — ; ■«  — = Cob.x  , 

COB.X  C08.X  C08.X 

Co8.^x        \—&n.^x  1 

en         Co8.x.  CoL x  —  — = = —  Sin. x 

Sin,x  Sxn.x  Sin.x 

is^  zoo  volgt  uit  4^  verbinding  van  de  integralen  (6)  met  (44)  en  (45)^  en 
van  (3)  met  (46)  en  (47): 

ri-y^tvv^'"^'-''  •  «<i- ('•'"•'— ' w 

*=■  ^  f{t^'^K.^<^^j  naarmate /*(  - n J  altijd  of  niet 

=  00.)  altijd  nul  is.  (Lim.i  =  m  ) (49) 

r«       C08.kx.C08€C.X       ,^    ,    ,  ^  ^  .^  .       ,  *  /..rv. 

I    1  —  2pCe)*.j?+p' 

—  ^»)   ,5r<a<oo,  naarmate  /  (6  ir)  altijd  of  niet  altijd 
Bs  00  (   ""^  ^''  (Lira.  i  =  oo) (51) 

Bij  al  deze  formulen  is  even  als  vroeger  steeds  /*(-»)  stadig  ondersteld 
lusschen  de  grenzen  der  integratie,  uitgezonderd  bij  die,  waar  het  tegendeei 
uitdrukkelijk   wordt    opgegeven;  ook  is  p  gebonden  door  de  ongelijkheden 
-  00  <  p  <  +  l^  +  1  <  p  <  00,  dat  is  p  ongelijk  aan  +  i. 
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Meii  heeft  hter  levcns  eene  wederzijdsche  bevesliging;  van  sonimige  der 
^evondene  theoremata,  in  de  omstandigheid  dut  de  formulen  (IX)^  (X),  (Xi)^ 
(XIV),  aVIf),  (XVFII),  (XIX),  (XXVI),  (XXVII),  (XXVIll),  hoezeer  zij  ook 
mogoR  verschillen,  bij  geschikte  ondersteliingen  allen  tot  dezelfde  integraal 
(7)  voeren;  evenzoo  de  formnles  (IX),  (X),  (XX),  (XXI),  (XXV),  (XXXI) 
lol  do  integraal  (8),  de  formulcn  (X),  (XXII)  tot  (XXIV)  tot  de  integraal  (5) 
en  dc  formulen  (IXj,  (XXIX),  (XXX)   lot  de  inlegraal  (4). 

Van  de  hicr  bepaalde  integralen  komen^  als  /*(a:')  =  l  wordt  genomen,  N^  8 
en  55  voor  op  Table  84  N\  II  en  12  mijner  Tables  d' Integrales  Definies  * . 


•  Wilde  men  hnv.  de  inteffraal  I  «  | ^jf—  naffaan,   (iie    Tables  dlntegrales  Def, 

J    I  —  ^pCon.x  -\'P* 

T.   85.   N'.   4,   5,  «00  kao   men  daartoe  de  bekende  ontirikktling  van  Secrn  in  eenen  reeks  ge-* 
bruiken : 


S.C.X — 8V(-.i)"a>..}(«»_i)x)-'''^^^i:?(-i)*- 


Dan  wordt 


1  =-  —  2*^^  V* (-  1)"  rCo^'{^n^l)xdx  _  (_  i V*  r         Cos.2kx  dx 

7  ^       ^  J    l  —  ipCos.x-i-p^  '  J   l-^ZpCos.x+p^  Cos.tt 

0  0 

Ten  einde  dit  uit  te  werken  late  men  k  oneindig  worden.     Alsdan  is  naar  Tables  d*lnl.  D4f.  T. 
84.  ;i  de  eer»te  term  van  het  eerste  lid 

=  -^M-i)i^P     __^(_.)^      «__,__r=,._£_^,. 

Yoor  den  tweeden  ierm  wende  men  zich  tot  de  hiervoor  gevonden  formulen  en  wel  tot  30 — 33. 

Ste]Iendc  aldaar /(«)»  Cosse.x  =  p =? wordt,  daar  asBir  bier  grooter  dan  J  ir  is,  voor 

aiie  evene  k 

rCos.%kx  dx         ,      ,Jb  ,        ^/2*  +  l    \        n        /^*  +  l     ^       -t-  I 

X-tpCos.x+p^Cos.x'^'^^^    oo.da«r/(-1l-.j«<W(^-^^J  =  d=l, 

0 

niel  nul  is.   Dientengevolge  is  de  waarde  van  onze  integraal  oneindig  groot.  en  niet  .  ~^»  zoo  als 

*■      P 

SCHL5MILCH  vindt. 

Evenaeer  geven  ons  de  gevondene  theoremata  o.  a.  dat  b.  v.  de  bekende  integralen,  Tables  elc^ 
T.  206.  N\  18,  16,  T.  17.  N».  10,  1: 

f^Tang.pxdx         f^Cot.pxdx         ("^Sec.pxdx         i"^  xCosec.pxdx 

J         ?•  +  «»        '     i       ?*+^*      '    j       q'+x^      '    j  9»  +  x» 

0  0  0  0 

alle  oneindig  moeten  Bfjn.. 
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En  hicrmede  mogen  wij  de  theorie  van  de  bepaalde  integralen 

I    Sin.kx.f{x)dx     en     I    CoB.kx.f{x)dx  ^     (Liin.A:  =  oo  )  , 

a  a 

als  afgehandeld  beschouwen^  daar  men  in  ieder  bijzonder  gevai  zich  lol  de 
gevondene  theoremata  kan  wenden^  en  daaruit  de  overeenkomstige  uilkomst 
afleiden.  Voor  hel  beweren,  dat  men  dikwerf  op  dcn  bijzonderen  vorm  van  k 
(c  letlen  heeft^  hebben  de  bewijzen  niel  ontbroken:  dAAr,  waar  zulks  te  pas 
kwam,  is  gewezen  op  het  verschil,  dat  «r  in  dit  opzigt  dikwijls  bestaat  tus- 
schen  integralen,  die  oogenschijnlijk  tot  uitkomsten  vaa  denzelfden  aard  moes- 
(en  aanleiding  gcven^  maaf  waarbij  dan  eens  k  geheel  algemeen  bleeO  ^^^ 
weder  in  twee  of  vier  afzonderlijke  vormen  werd  gesplitst;  ja,  men  heeft  ge- 
zien,  dat  ook  bij  de  grenzen  der  inlegratie  dikwerf  bijzondere  vormen  moes- 
ten  onderscheiden  worden.  Wij  moeten  nu  nagaan,  welken  invloed  de  bij- 
zondere  vormen  van  het  oneindige  uitoefenen,  wanneer  zij  als  grenzen  der 
integratie  zich  voordoen. 

II.  OvER  DE  IntEGR^AL    /    qt  {Sin. u a, Cos. ^ x)  d x. 

u 

12.  Over  deze  soort  van  bepaa!de  in(egralen  zljn  zeer  vcrschillendc  moc- 
ningen  geopperd^  en  deze  hebben  tol  zeer  verschillende  uitkomsten  gelcid; 
vele  dier  meeningen  berusten  echter  op  verkecrde  gronden  en  valsclie  voor- 
stellingen  van  het  wezen  ecner  bcpaalde  integraal.  Zoo  werd  bjjv.  in  eene 
bepaaUle  integraal 

I  f{ax)Y{h\x)dx  =  H'{a,b), {x) 

waar  dc  functie  van  dien  aard  was,  dat  /*(0)  —  1  werd,  a  =  0  gesteld,  en 
daaruit  afgeleid 


/ 


Y{b,x)dx  =  xp{0,b); {y) 

0 

tenvijl  men  daarbij  vergat^  dat  de  vergelijking  (<r)  bepaaldelijk  was  ontwik- 
keld  onder  dc  voorwaarde^  dat  a  grooter  dan  0  moest  blijven.  De  afleiding 
van  de  jntegraal  [y)  uit  (;i;)  op  die  wijzc  was  dus  ongeoorloofd^  al  konde  het 
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soms  gebeuren,  dat  zij  tot  eene  ware  uitkomst  vocrde  ten  gevolge  van  bij- 
zondere  eigenschappen  der  integraal  {x);  maar  het  waren  juist  deze^  somlijds 
met  anders  verkregene  overeenstemmende,  uitdrukkingen,  die  tot  het  aan- 
wenden  der  bovengemelde^  niet  sleek  houdende^  methode  verleid  hebben. 

Later  lieert  raabe  gedeeltelijk  in  navolgtng  van  poisso?r  *  in  het  Jounial 
fur  reine  und  angewandle  Mathemalik  von  Crelky  Bd.  15.  S.  355,  uher  die 
Siimmation  periodischer  Reihen  f  zich  meer  bepaaldelijk  met  deze  soort  van 
integralen  bezig  gehouden^  maar  is  daarbij  van  niet  geldige  gronden  uitge- 
gaan.  Ilij  beschouwde  eene  reeks 

y==aj  +^2^  +<*3^^        +  ...  +  ^A^  •^''"~* 

+  a^'jrP  +  aj  «P+*    +  a^  xH-^  +...-).«/,  x^P-^ 
+  a^x^P  +  a^ai^p-^^  +  ... 

die  uit  perioden  bestaat,  elke  van  p  lermen,  waarbij  zich  dezclfde  coeflicien- 
ten  Oi,  a^. .  .aj,  telkens  in  dezelfde  orde  herhalen,  zoodat 

tj==^{l+aP  +  a^P  +  ..,){a,+a,x  +  a,x^+.,.  +  apxP-^) 
is.    VVordt  ^^=1,  zoo  stelt  hij 

i  +  xp  +  xn^+...=^Y^',. {z) 

zoodat 

^  g,  +a^x  +  a^!r^  +...  +  a^^P-> 
*  "*  l—a^ 

wordl:  bij  de  onderstelling 

«I  +«i  +  «3  +...  +  a^  — 0, 
waardoor  de  teller  der  vorige  breuk  door  1  —  ^  deeibaar  wordt.^  verkrijgt  hij 
voor  ^  =  1 : 

(p  —  1)  g,  4-  (p  —  2)  g^  4,  (p  _  3)  g^  +  . . .  +  3  a^_3  +  2  a^,-2  +  a/i-i 

P 
Deze   uilkomst  echter  geldt  niet,  daar   (z)  slechts   voor  x  kleiner  dan  de 
eenheid  geldig  is  en  niet  meer  voor  x  gelijk  een,  en  het  daarop  gebouwde 
resultaat : 


*  Zie  diens  beschoawingen  over  de  Sommalion  des  Series  de  QuantUes  pcriodiqiiesj  Yoorkoraende 
in  hel  Joumal  de  PEcole  Polylechnique^  Cabier  19,  p.  404.  N".  45 — 56. 

t  Zie  nog  zijne  verhandeling  tiber  die  Summalion  der  ohne  Ende  fortlaufenden  harmomsch" 
periodischen  Reihen,  in  het  Journal  von  Crelle,  Bd.  23.  S.  105  en  Bd.  25.  S.  160. 
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I    q(Sin,ttx,Cos.px)da  ^ ——     j      q.{Sin.akx,Coi.^kx)xdx,\ 
0  0  f 

0  ' 

vervalt  daarmede  reeds^  behalve  wegens  helgeen  nog  op  de  verdere  redene- 
riiig  aan  te  merken  is.  In  den  grond  der  zaak  verschilt  dan  ook  oigenlijk 
deze  methode  weinig  van  de  straks  afgekeurde. 

Op  de  volgende  wijze  ontgaat  men  daarenlegen  het  gebruik  van  divergenle 
reeksen^  en  derhalve  het  onware^  allhans  onzekere^  van  de  daarop  gebouwde 
redeneringen ;  men  komt  echter  daarbij  niet  tot  zulke  algemeene  uilkomslen^ 
wat  de  grens  oneindig  betreft;  of  liever^  men  ziet,  weike  beteekenis  men  in 
hel  vorige  aan  die  grens  te  hechten  had. 

15.  Het  is  bekend^  dat  de  deOnitie  van  eene  bepaalde  inlegraai  door  de 
lormule  / 


/ 


Vwd*  =  Liin.3{/W+/(*+W(*+2«)+...+/(?-«i},(9  =  n3MLim^ 


wordt  uitgedrukt.  Neemt  men  hiorin  d  voor  de  ondersle  grens  *,  zoo  is 

rf{x)dx^L\m.d{/[8)+f{Zd)+f{Sd)-\^...+f[{n-l)S]} (A,) 

d 
Wanneer  men  nu  hicrin  fx^r^tp  [Sm.  a  x,  Co8.fi  x)   aanneemt,  —  het   zal 

laler  blijken,  waarom  hier  de  exponentiele  faclor  bij  de  gonioinelrisebe  functie 
is  gevoegd, —  zoo  wordt  dil: 

fq    ? 

i    r^  if  {Sin.  a  jr,  Cos.  (5  x)  d  .r  =  Lim.  S  [r  j  {Sin.  a  S,  Cos.  fiS)  +  r^  i}  {Sin.  2aS,  Cos.  ^fiS)  + 
+  r^  il.{Sin.3  a  S,Cos.f^  fi  S)  +  ...  +  r'-^  (f  (Sm  [(n  -  })aS],Cos  {{n  —  \)pS)]. 

Nu  kan  men  de  bovensle  grens  q  =  nS  nader  gaan  bepalen;  daarloe 
zij  n  =  2a^6  +  l,  dus  q  =  ^la^hS  +  S;  daar  n*  een  eindig  getal  was 
ondersteld^  moest  n  oneindig  zijn^  en  men  kan  aannemen,  dat  dit  bij  de 
nadere  bepaling  van  n  door  den  factor  6  onlstaat,  die  dan  oneindig  is,  ter- 
wijl  de  faclor  ^an  eindig  blijft.  Neemt  men  dus  bS  wederom  =  c,  dan  kan 
deze  eene  eindige  grootheid  wezen  (even  als  vroeger  7),  hoezeer  hel  oneindig 
zijn  van  c  in  het  algemeen  niet  uitgesloten  wordt.    Men  heeft  derhalve 
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en  de  integraal  wordt  dus: 

I  ri(f,  {Sin.  a  a?,  Cos.  ^»)dx  =  Lim.  dr  [(^  {Sin.adyCo8.  ^8)  +  r(p  (Sin.2  adyCos.  2f?d)  + 

'^  +r*(p(5in.3a5,r(?«.3iJ«)  +  ...+r2a*'r-lg)(5in,2a67raa,fo».2a67r|53)^ 

Hierin  is  a  nog  geheel  willekeurig:  men  neme  deze  grootheid  zoodanig  aan 
dal  aa  en  a^  beide  geheele  getallen  worden;  en  dit  is  altijd  mogelijk^  zoo 
lang  a  en  ^  slechts  rationele  grootheden  zijn^  want  dan  behoeft  men  voor  a 
h.  V.  slechts  het  kleinste  gemeene  veelvoud  van  de  noemers  te  nemen,  die  in 
de  waarden  van  «  en  iJ  voorkomen;  het  is  echler  duidelijk,  dat  a  evcn  goed 
elk  veelvoud  van  dit  gemeene  veelvoud  kan  zijn.  Bij  deze  onderstelling  wordt, 
wanneer  e  eenig  gedeelte  van  5  voorstelt,  zoodanig  dat  e3  i,  %  3  tot  c 
wordt : 

Sin.  {(2 « 6 a  +/) « 4}  =  Sin. {In.aa.ei  +/a i)  =«  Sin.fa d  , 

Co8.{{2nea^fjp8}  =  Co8.{in.a^.ei  ^f^S)  =  Cos.f^d; 

en  derhalve  ook: 

(p  [Sin.  {(2  TT  e  a  +/)  a  a} ,  (7o*.  {(2  TT  e  a  +/)  I?  «}  ]  =  (j.  {Sin.fa  3,  Cos.f^  S) . 
Hierdoor  verkrijgt  de  integraal  den  volgenden  vorm: 


f 


r^q>{Sin.aXy  Cos.^x)  dx  =  Lim.ir. 


^  [(f{Sin.ad,Co8.^8)+rq>{Sin.2ad,Cos.Zp8)+...+r^^-^(p{Sin.2anad,Cos.2a7r§8) 
+r^a^(p{Sin.  a8,Cos.  (?3) +r2aT+i  ^  ^Sin.  Za8,  Cos.  ip8)  +...+r^^-i  (p  {Sin.  2ana8,  Cos.  Zan^8) 
+r*^'^(l{Sin.a8,Cos.§8)+r^^^+^(p{Sin.2a8,Cos.2p8)+...+r^'^-^(p{Sin.2ana8,Cos.2a^ 

+   ^ 

+r(c-02aTqp(&>j,a8,(7o5.(J3)+r(^O2aT+ig)(fiSfn.2a4,Coa.2(J«)+...+r2^^ 
=  Lim.  3  r  ( l  +  r^»  +  r*^»  +  . . .  +  r(c-i)2«») . 

[(p{Sin.a8,Co8.p8)+rq{Sin.2a8,Co8.i§8)+...+v^o'^-^(f{Sin.2ana8,Cos.2anp8)^ 

1 f»2ca7F 

=  Lim.ir- —  X 

l  —  r^aT    ^ 

[(p{Sin.a8,Cos.p8)+r(p{Sin.ia8,Cos.2§8)+...+f^^^-^(p{Sin.iana8,Co8.Zanp8)]^ 

Om  hier  van  de  vergelijking  (B)  tot  de  volgende  (G)   te  kunnen  beslui- 
ten^  heeft  men  evenwel  nog  enkele  voorwaarden  noodig^  die  men  niet<6ver 

6 

WIS-   EN   NATOURK.   TERH.    DER   KONiriEL.   AKADEMIB.   DEEL   YIL 
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het  hoofd  mag  zien,  zoo  als  onder  anderen  door  raa.be  in  het  slraks  aan- 
gehaalde  sliik  is  gedaan.  Ilier  toch  wordt  eene  reeks  in  eene  geslotene  uil- 
drukking  getransformeerd,  en  het  komt  er  dus  op  aan^  om  te  weten  of  de 
reeks  oneindig^  en  in  dat  geval^  of  zjj  convergent  zjj:  immers^  als  de  reeks 
oneindig  en  divergent  tevens  is^  zoo  wordt  gezegde  transformatie  volstrekt 
onwettig;  is  de  reeks  daarentegen  eindig,  zoo  mag  men  alljjd  daartoe  over- 
gaan.  In  het  onderhavige  geval  heeft  men  dus  daarop  te  ietten,  of  r  kleiner 
dan  de  eenheid  zij;  want  alsdan  is  de  reeks  altjjd  convergent^  en  de  ge- 
volgtrekking  is  dus  geoorloofd.  Maar  is  r  geljjk  of  grooter  dan  een,  zoo 
geldt  dit  besluit  niet  langer,  tenzij  de  reeks  eindig  zij^  dat  is  c  eene  eindige 
waarde  hebbe;  want  was  daarbjj  c  oneindig,  en  dus  de  reeks  eene  oneindige^ 
zoo  was  zjj  divergent,  althans  niet  meer  convergerende.  Het  geval  van  r  —  l 
en  c  cindig  willen  wjj  dus  het  eerst  beschouwen. 

X 

Ten  eersle  is  alsdan  onder  het  integraalteeken  de  factor  r^  na    te    gaan: 

X 

deze  wordt  l^  dus   1.    Vervolgens  heeft  men  in  het  tweede   lid  den  faclor 

, w~j-  en  deze  wordt  -  voor  r  =  1 ;  men  moet  dus  teller  en  noemer  len 

opzigte  van  r  differentieren^  en  daarna  wederom  r  =  i  stellen:  deze  bewer- 
king  geeft  hier: 

1  _  r2caT        _  2  c  a  TT  r^cair^x 


.  r^aTT  2  a  TT  r^a^—i 


cr(c— l)2ajr  --  c. 


Men  hceft  derhalve,  —  daar  de  grenzen  voor  de  limiet  nul  van  3  worden : 

0  en  2a7rc^  en  r  geljjk  een  is  ondersteld  — : 

r2aTC 

1  (f[Sin,asr,Cos.px)dx  =  Lim.J.c^g:  {Sin,ccd,Co8.p3)  +  (p[Sin.2ccd,6o8.i p8)  -j-... 

^  .  +(p{Sin.2a7ta9,Co8.2a7r^8)] 

^cL\m.S[(f{Sin.ad,Co8.pd)+cp{Sin.2a8,Co8.2^8)+...+q^(Sin.2anad,Co8.Zan^8)] 

of  wanneer  men  hel  tweede  lid  dezer  vergeljjking  volgens  de  grondformule 
(Ai)  tol  eene  bepaalde  integraal  herleidt^  waarbij  dan  even  goed  de  grenzen 
0  en  2a?r  kunnen  worden  gesteld  in  plaats  van  8  en  2a^  +  ^ —  en  dit  is 
werkeljjk  geoorloofd^  wanneer  ten  minste  <p  {Sin.ccx,  Cos.fi  x)  voor  de  grens 
nul  niet  oneindig  wordt^  welke  voorwaarde  reeds  in  de  integraal  van  het 
eerste  lid  ligt  opgesloten  —  ook  de  vergel ijking : 
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/2a»c  r2a^ 

I         (p{Sin.ccz^Cos.§a)dx  =  c    I        (p{Sin.ax^Co8.pa)day{ceix\i\g) (XXXVI) 

•b  0 

Men  kan  ook  in  dezelfde  vergelijking  (C)^  altijd  bij  de  onderslelling  dat 
c  eindig  blijft^  1  — f!t  als  waarde  voor  r  aannemen;  alsdan  verkrijgt  de  factor 

r^  onder  het  integraalteeken  eene  andere  waarde  voor  Lim.  3  =  0  namelijk 

Lim.r*  =  Lim.(l  —fdf^Lim.  [{1-/8)^^    =[Lim.(]  —fd/^l    =  (^-i)A  =  e-/^, 

zoo  als  uit  de  theorie  der  limieten  genoegzaam  bekend  is. 
Tevens  wordt  alsdan: 

f         2can  Zcan  2can—l  1 

l-r^a^  1  —  (1  ^/3)2caT  ^~|^~        1       ^^+       1      '^2  /^    — "  j 

l_r2aT   ~   l_(i_/^3)2aT  =      ^  _  (    _ 2 aTT  2 aTT  2  aTT  —  1  1     " 

2canr       Zcan  2can — 1 
~1  i  2        ^^    +•••       Zean 

2a7r       ZanZcan — 1  ian  ' 

-1 — r^~i~-^'+- 

zoodat  hier  dezelfde  uilkomst  verschijnt^  als  straks  door   het  diiTerentieren 
van  teller  en  noemer.    Hierdoor  wordt  de  vergelijking  (G): 

e-f'(f{Sin.ax,Cos.px)da=Um.9c[{}  '-f8)q{Sin.a8,Co8.^d)+{l^f8)  ^q{Sin.2a8,Co8.2p8)+... 
"  +{l—f8)^<^^(p{Sin.2ana8,Co8.2an^8)] 

of^  als  men  de  derde  of  hoogere  magten  van  8  verwaarloost : 

I       e-/'(p{Sin.ax,Go8.^x)dx  =  c{lAm.8\(p{Sin.a8,Co8.p8)'\-cp{Sin.2a8,Co8.2p  8) '■{'... 

^  +  (p^Siti.iana^.Cos.Zan^^)] 

— /Lim.«[*qp(5m.a«,  Cos.p8) + 28(p{Sin.2a8,  Co8.2p8)+.. .+  2an8(p{Sin.2ana8,  Co8.2anp8)]} . 

Voert  men  hier  wederom  naar  de  grondvergeljjking  (Ai)  bepaalde  inle- 
gralen  in^  zoo  blijkt^  dat  de  beide  termen  van  het  laatste  lid  dezer  yerge- 
lijking^  die  elk  door  de  limiet  van  eene  reeks  worden  gevormd^  kunnen  worden 
voorgesteld  door  de  bepaalde  integralen 

(p{8in.ax^Co8.^x)dw    en      I       q>{Sin.aa,Co8.§x)xda; 
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zoodat  de  vorige  vergeljjking  wordt: 

e-'f'qf{Sin,axyCo8.^x)dx==cj  q{SinM»fio8.§a)da—  cf  I  (p{Sin.aXyCo8.^x)xdx] 

'  »  (.(XXXVII, 

=  0  1      9(5m.a«,C<M.(f«)(l — /x)dx,{eja.iet  oo). 

Bij  de  theoremata  XXXVI  en  XXXVII  moeten  aa  en  a^  steeds  geheele  ge- 
tallen  zijn. 

14.  Vi^anneer  c  ook  oneindig  zjjn  kan^  mag  men  de  vergeljjking  (C)  niet 
meer  gebruiken^  maar  moet  men  zich  dadelijk  tot  de  vergeljjking  (B)  wen- 
den.  Het  tweede  Jid  daarvan  bevat  onder  anderen  twee  factoren^  die  beide 
reeksen  zijn:  de  eerste  daarvan 

y  c=  14.r2«'^  +  r*«»4.,..  +  r(«-i)««'r (oi) 

wordt  met  c  oneindig,  en  derhalve  ook  divergent^  zoodra  r  gelijk  of  grooter 
dan  een  is.  Opdat  dus  de  waarde  der  integraal  niet  oneindig  worde^  dat  is^ 
opdat  de  integraal  zelve  bestaan  kunne^  is  het  vooreerst  noodzakelijk^  dat 
de  tweede  reeks 

z  ::=:Ld[(p{Sin.ad,Co8.^d)'\-rq*{Sin.iad,Co8.2§8)  +  r^(p{Sin.Sad,Co8.S^3)^... 

^  r^aTF-^i qp  {Sin. ia7ra8,Cos.Zan^8)']....{ac) 

nul  worde.  Aan  deze  voorwaarde  wordt  voldaan  door  de  volgende  onder- 
stelling : 

Um.d[q>{Sin.ad,Co8.^8)+(p{Sin.2,aS,Co8.ip8)+...'\'q>{Sin.2ana8,Co3.%an§8)]  =  0; .  (D) 

dat  is,  wanneer  men  deze  reeks  volgens  de  grondformule  (Ai)  in  eene  be- 
paalde  integraal  overbrengt: 


/ 


'2atr 

q>{Sin.ax,Co8.^x)da  =  0 (E) 


Dat  deze  onderstelling  wezenlijk  de  gewenschte  uitwerking  heeft^  althans  voor 
het  geval  dat  r  juist  ^^n  is^  of  de  eenheid  tot  limiet  heeft^  hetgeen  hier 
slechts  te  pas  komt^  blijkt  op  de  volgende  wijze.  Wanneer  men  toch  de 
formule  (D)  van  (ac)  aftrekt^  zoo  komt  er: 
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«  =  _«[(l_r)9(5m.2a«,(?<>«.2iJ  «)  +  (!— r^)(p(5m.8a«,Co«.3|J  «)  +  ... 

=  _  (1  _r)  «  f9(Sfn.2a«,Co*.2iJ«)  + -=^9  (5ik3«3,C(w.  8iJ3)  + 

+  — -'<p{Sin.2ana8,Co8.ian^8)\. 

1  — r  J 

Ten  einde  de  waarde  van  z  onder  meer  symmetrischen  vorm  te  brengen^ 
telle  men  daarbjj  den  getallenvorm  (D),  waarvan  de  waarde  nul  is;  dan  wordt 

Z=—{l^)9^(f{Sin.a8,Co8.^8)J^2q{Sin.2ad,Co8.2^9)'\^^ 

l         l_r2flir-i\                                                -, 
+  11  +  ~—^ U{Sin.%ana9,Co8.%an^8)\ (od) 

Substitueert  men  deze  waarde  in  de  vergelijking  (B)  en  bedenkt  men^ 
dat  het  produkt  van  den  factor  (1  — r)  uit  de  waarde  van  z  met  de  reeks 
y  vermenigvuldigd,  nu  ook  voor  r  =  4  convergent  moet  zijn^  en  dat  men  dus 
nu  ook  hier  stellen  mag^  dat 

(1  —  T^^)  (1  +  r2«3r  +  r^»  +  . . .  +  r(c-0«afl^)  =  1  _  r"^^ 

is^  zoo  heeft  men  eindelijk  voor  de  formule  (B): 


/*2ir< 


«^+^  ^  1  — r 

r«  9  {Sin,  a  d?,  Co8.  ^x)dx  =  —  Lim.  9  r (1  —  r^^can) 


f9(&n.aa,Ct>i.jja)+2(p(Sw.2aa,(7o*.2iJ«)+(l+^j^ 

/         i-^r2«K— 1\                                                 _ 
+  (IH r-;^^ \(p{Sin.iana^,Co8.%an^9)\, (ae) 

en  deze  vergelijking  geldt  nu  in  het  algemeen,  hetzij  c  oneindig  zij  of  niet^ 
hetzij  r  *6n  zij  of  niet,  wanneer  slechts  de  onderstelling  (D)  of  (E)  als  waar- 
heid  kan  worden  aangenomen. 

1  — r  0 

Wordt  hierin  vooreerst  r  =  l,  zoo  is  i ^  =  -Xf  dus  teller   en  noemer 

1  —  r®^       0 

ten  opzigte  van  r  differentierende  — ^  ~  , — r  =  - — :  1 — H^^^wordl  1 — 1=0. 

—  2ajrr8«^— 1        2air^  ^ 

X 

zoo  lang  c  eindig  is  althans;  eindelijk  is,  even  als  vroeger  Lim.  rS  =»  1.  De 
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vergeljjking  wordt  dus^  wanneer  men  bij  de  grenzen  ook  Lini*a=0  neemt: 

i^^irac  l  r 

I        cp(Sin.aa:,Co8.^a)  dx  =  — 1. .O.Lim, ilf  (5in.aa,Ca«.jJ3)  +... 

+  (1+  ^ \(9{SifL%anai^Cos.^an^9>l 

=  0  (c  eindig) (XXXVIII) 

en  dit  komt^  bij  de  onderstelling  (E)^  die  hier  is  aangenomen^  gebeel  met 
het  theorema  (XXXVI)  overeen. 

Wordt  daarentegen  r  —  1 ,  zoo  is,  zoo  lang  c  eindig  blijft, 

c 


X 


volgens  eene  bekende  stelling  uit  de  theorie  der  limieten.    Yervolgens 

a 


T-        1—^         T-  \        el  ^,  c 

Lim. —  =a  Lim 


1 


=  ^^"-  ^an      %an2an-\i  ^Tn' "  '  ^^^^ 

1  ""   1        2     7"'"- 

en 

Lira. ; «=  Lim. r =  --,  (Lim  i  =  0) , 

0  o  0 

(wanneer  men  de  waarde  c  —  hS  substitueert)  en  dit  wel  voor  elke  eindige 
waarde  van  r.  Men  moet  dus  hier  ten  opzigte  van  ^  den  teller  en  den  noe- 
mer  differentieren,  en  verkrijgt  dan: 

\—t1bayt^                 — T^ffon^^hanlr  . 

Lim. =  Lim. =  Lim.(— 2awWn  r^^»^ = Lim.(— 2a  nblr.  t^% 

wanneer  men  in  den  laatsten  factor  c  =  5a  substitueert.  Nu  is: 

Lim.fcZr  =  Lim.-Z  1 1 )  =  Lim,c~^ — r — ^  =  r; 

i    \       cj  8  0 

dus  wederom  teller  en  noemer  ten  aanzien  van  9  differentierende : 
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c 


—  1 


lAm.bir  s-BLim.cr  1 1  =  Lim.jA 1  =  —  1 , 


en 


(}f\2can 
1 —        =1; 

waaruit  eindelijk  volgt 

1  —  r^cair 

Lim. ^r =_2a7r.(— l).(l)  =  +2a7r ••(<»*) 

0 

Wanneer  men  nu  deze  uitkomsten  (af),  (ag)  en  {ah)  in  de  vergelijking 

{ae)  overbrengt,  en  daarbij  bedenkt^  dat  voor  r  =^l naar  de  formule  (ag) 

c 

l  +  ^-^^^^l  +  is^l^^s 

is^  zoo  heeft  men  ten  laatste: 

e    c   (p{SinMafio8.pa!}dx=:~UmA—.{2an^^ 

2an  ■- 

o 

+  'i(p{Sin.3€(9,Co8.Spd)  +  ...  +  Za7t(p{Sin.ianai,Coi.Zan§8)] 
=  —  h\m.d[i(p{Sin.ad,Co8.§8)+Z8(p{Sin.Za8,Co8.2p8)+S3q^{Sin.Sa8,Co8.Sfid)  + 
+  2an8q){Sin.2ana8,Co8.2,an^8)y^ 

of,  wanneer  men  de  laatste  reeks  naar  de  algemeene  grondformule  tot  eene 
bepaalde  inlegraal  herleidt: 

r2ifae  _1^  f^ 

j       e    c   q,{Sin.ax,Co8.^x)dx  =  —  j       (p{Sin.ax,Co8.^x)  xdx.  (c  eindig)  .  (XXXIX) 

0  0 

En  dil  koml  wederom  overeen  met  de  formule  (XXXVII)^  als  mendaar^=- 

neeml,  waardoor  cf=\  wordt,  en  men  tevens  bedenkt  dat  hier,  volgens  de 
voorwaardevergelijking    (E)  de  eerste   integraal  in  het  tweede  lid  dier  ver- 
gelijking  (XXXVII)  verdwijnt. 
Wanneer  eindelijk  c  oneindig  wordt,  zoo  verandert  de  vorige  redenering 

X 

niet,  dan  ten  opzigte  van  den  factor  r^  onder  het  integraalteeken.  Reedsda- 
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-Ix 


delijk  konde  men  wel  is  waar  in  dat  geval  voor  e~  aannemen  e^^  dal  is  i^ 
maar  tol  dezelfde  uitkomst  kan  men  ook  op  eene  meer  zekere  wijze  aldus 
geraken.   In  aanmerking  nemende^  dat  men^  zoo  c  oneindig  is^  ook  daarvoor 

r-  stellen  kan,  heeft  men  r  =  1 =i  —  *%  en  vervolgens : 

X  X  XX  \  1 

Lim.r^  =  Lim.  (1  -  3»)"^  =  Lim.  (1  +  5)^(1  —  i)^  =  [Lim,  (1  +  ify  [Lim.(l  —  ify 

—  [«*  y  [«^^]* = «'.  e  -'  =  1 . 

In  plaats  van  de  vergelijking  XXXIX  komt  hier  dus,  als  men  k  voor  c 
schrijfl : 

1         ff{Sin.ua^CoB.^x)dx= —  f       q{Sin.aXyCo8.^x)adx,     (A  =  oo  ) (XL) 

Bjj  de  Iheorcmata  (XXXVIII),  (XXXIX)  en  (XL)  moet  men  niet  vergeten, 
dal  steeds  de  formules  (D)  of  (E)  ab  voorwaarde  zijn  aangenomen,  en  tevens 
even  als  vroeger  a<^  en  ap  geheele  getallen  moeten  zijn. 

15.  Tot  nog  toe  behandclden  wij  slechts  de  integralen  die  0  ch  ^nac, 
eenig  veelvoud  van  ^n,  lot  grenzcn  hadden;  thans  kunnen  wij  evenwel  de 
beschouwing  verder  uitstrekken,  en  aan  dezelfde  integralen  de  grenzen  0  en 
^nac  +  b  toekennen,  waar  dan  6  natuurlijk  kleiner  dan  2^  moet  zijn.  In 
de  theoremata  XXXVI  tot  XL  komen  twec  vormcn  van  integralen  voor,  die 
dan  hier  worden: 

f2yac+6  f2nae  /2Tac-t6 


/2yac+6  r27[ae  /2Tac-f6  ^       ^        ■, 

(p{Sin.ax,Cos.px)dx=^j        (^{Sin,aXyCo8.^x)dx  +  1  q  {Sin.a x,  Cos. ^ x)  d ^, 

0  0  2Tac 

r2ffac-f6  rSToc  r2Tac-h6 

i         e''A(f{Sin.ax,Co8.px)dx:==  1        €r:ftq;{Sin.ax,Co8.^x)dx+  I         e-f'q(Sin.ax,Cos.§x)dx, 

0  0  ^oe 

wanneer  men  den  grcnsafstand  0  tot  2  ?r  a  c  +  5  in  twee  andere  verdeelt, 
eenen  van  0  tot  ^^tac  en  den  anderen  van  27rac  tot  2?rac  +  5.  De  beide 
eerslc  integralen  in  het  tweede  lid  dezer  vergelijkingen  zijn  nu  dezelfde  als 
in  de  genoemde  tlieoremata  worden  bepaald;  de  beide  laalsten  laten  zich  ge- 
makkelijk  vereenvoudigen,  en  wel  door  ^^ac  +  y  voor  x  te  nemen.  Daar- 
door  wordt  dx  =  dyy  terwijl  men  0  en  5  als  grenzen  voor  y  verkrijgt:  ver- 
der  is: 
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q{Sin.aj!,Co8.pa)  =  qp  (5/n.  {cc(2.nac  +  y)]  ,  Cos.  {H^^^^^  +  H))) 
=  q>  {Sin.  {27rcaa  +  ay},Co*.  {2  7rca|J  + |9y}) 

daar  volgens  de  onderstelling  a»,  en  a  p  beide  geheele  getallen  moeten  blij- 
ven.    Verder  is 

en  dus  worden  de  boven  bebandelde  integralen : 

rac+6  r2irac  /6  \ 

q>{Sin.ccx^Co8.^x)dx  =  j        q> {Sin.a XyCos.^ a)  da  -|-  I  q^{Sin.aXyCo8.px)dx^] 

0  0  0  f  (^£J 

frac+6  rairiic  fb  ( 

e-f'q^{Sin.axfio8.^ai)dx^  I  e-f'qiSin,aT,Co8  |Jj?)djp+e-2irac/ J  e-ft^{Sin,ax,Co8.^x)da:  \ 

In  deze  transrormatie-formulen  (ai)  voor  de  eerste  integralen  van  het 
tweede  lid  de  verschillende  uitkomsten  substituerende^  die  in  de  theoremata 
(XXXVI)  tot  (XL)  verkregen  zijn,  koml  er  achtervolgens : 

/2airc+6  rSair  rb 

q>{Sin,axfio8.ps)dx=cj    ^  q^Sin.axfios.px^dx-^  j  q{Sin,aXyCo8.px)dx[c  emiig).{XLl) 

0  -0  -b 

e—f'q  {Sin.ax^Co8.^x)dx  =cj    qt {Sin. a x^ Co8. ^ x) d a  —  cf  j    (p{Sin.ax^  Co8.px)xdx 

J^er-^acfi  e-f^q>{Sin.aXyCo8.^x)ix,     (ceindig)    .  .  (XLII) 

0 
r^oKc-^b  fb 

1  (f{Sin.ax^Co8.^Qr)dx=  j  q>{Sin.ax^Co8.^ x)dx     (ceindig) (XLIII) 

0  .  0 

fairc+6    — .'x  t^on 

e   *    q>{Sin.aXt(lo8.px)dx  =  —  1       q>{Sin.aa,Co8.p x)xdx  + 

0  { 

+  r-2«^  I e^c'  ^  {Sin. a x, Co8. ^x)dx     (c  eindig)  .  (XLI V) 

ririt+6  i^oir  rb 

q{Sin.axjGo8.px)dx  = —  1      q  {Sin.axfio8.^x]xdx+  j  q{Sin.axjCo8.^x)dx,{k  =  oo).(XL V) 

0  0  ^o 

Bij  deze  vijf  vergelijkingen  is  het  volgende  op  le  merken: 

7 

WIS-   EN   NATDORK.   VfiRH.   DER  KOrflHKL.   AKADEMIB.   DEEL   YII. 
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2°.  aa  en  a^  geheele  getallen. 

3°.  De  drie  laatste  vergelijkingen  bestaan  slechts  onder  de  voorwaarde 


r 


(p(Sin.ixxyCos.px)dx  =  0 (E) 


De  ondeilinge  vergeljjking  der  beide  theoremata  (XL)  en  (XLV)  leert  nu, 
dat  de  integraal 


f 


cf)  (Siti,  cc  j?,  Cos.  ^x)dx 


verschillende  waarden  verkrijgt,  naarmate  oo  van  den  vorm  ^ank  of  2a7r&  +  6 
is,  voor  k  =  oo,  en  hiermede  is  hetgeen  in  N.  1  is  aangevoerd  genoegzaam 
bewezen,  Het  behoeft  naauweljjks  te  worden  opgemerkt^  dat  de  vergeljj- 
kingen  (XXXVII)  en  (XLII)  respeclive  in  (XXXVI)  en  (XLI)  overgaan,  zoodra 
f  gelijk  nul  wordt  gesteld. 
16.  Neemt  men  als  toepassing 


zoo  is  respective 


px  px 

(jp  (5in.  a  X,  Co8.  fix)  =  Sin.  —  en  =  Cos.  —  j 

2  <? 


a=?,(?  =  0  en  a  =  0,/9==-; 
9  9 


m 

om  derhalve  de  produkten  a»  en  fli^  tot  geheele  getallen  le  maken,  behoeft 
men,  als  p  en  q  geheele  getallen  voorstellen,  slechts  a  =  q  le  nemen.  In 
deze  gevallen  is  zoowcl  bjj  de  eene  als  bjj  de  andere  onderstelling: 


r^/Sin.  ^  dx^q  r Sin.pydy=—i  r""-^^-^^  ^*'^— ?(1— 1)=0, 

J              9            J                          Pj         dy  P^           0            P                    i 

0                                      0                                     0  .                           f 

/          9          j    '              pj       dy  p        '  0     p 


0  0  0 


—  wanneer  men  eerst  x  =  qy  stelt^  en  vervolgens  verder  herleidt.  — 

Aan  de  voorwaardenvergelijking  (E)  wordt  dus  hier  voldaan,  en  dien  ten 
gevolge  geven  de  theoremata  (XXXVIII)  en  (XL): 
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Sin.  —4^  =  0, (52) 

Co5.  ^  rfir  =  0  , (53) 

0 

I        Oo8.—dx^  —  j       Co8f--adx  =  —^-j      Co«.y.y(iy=0,(V.T.255.NM),(Jfc=  oc),(54) 

0  0  0 

Sin. ^—dx  =  —  I       Sin,  — xdx  — r/       Sin,y, J/ dy  ,  (i  =  *  ). 

?  J  9  P""  J 

In  de  beidc  laatste  is  x  =  -y  genomen.  Om  de  laatste  bepaalde  integraal  le 

vinden^  zal  men  den  grensafstand  0  tot  2pn  in  p  andere  moeten  verdeelen^ 
die  elk  2^  bedragen,  namelijk  van  0  tot  2^,  van  2^  tot  ^Ti^enz,  vanc.27r 
tot  (c  —  1).  2  7r  en  van  {p  —  1).  2^^  tot  p.  2^.  Verder  in  eenige  intcgraal, 
van  c. 2  TT  tot  (c  +  1 ).  2  ^r  genomen,  moet  men  y  =  2c^  +  x  stellen^  dan  wor- 
den  de  grenzen  van  rc:  0  en  2?!;  met  dx=^dy,  Sin.x  =  Sin.y;  daar  verder 
voor  de  factor  y  onder  het  integraalteeken  ^c^^  +  x  komt^  kan  men  zoodanige 
integraal  in  twee  andere  ontbinden,  eenc  met  ^c^  als  factor,  (die  als  con- 
stant  buiten  het  integraalteeken  te  brengen  is)^  en  eene  andcre^  waar  x  als 
factor  onder  het  integraalteeken  blijft  staan^  dat  is 

I  Sin.y,ydy  =  %cn  l      Sin,xdx-\-  /      Sin.x.xdx. 

c.27r  •'o  ''o 

De  integralen  der  eerste  soort  zijn  alle  van  denzelfden  vorm  als  de  eerste 
der  integralen  {ak)  en  verdwijnen  dus.  Die  der  tweede  soort  zijn  daarentegen 
alie  gelijk^  en  hebben  volgens  mijne  Tafels  T.  250,  N^  1  tot  waarde  —  2^1; 
eulke  zijn  er  p  en  dus  is: 

rapTT 

1  Sin.x.xdx  =  — 2pn\ v  ............  .  (55) 

0 

en  derhalve 

Sin.^dx  =  -^  ,  (ife  =  00) (56) 

q  p 

0 

Vervolgens  geven  de  theoremata  (XLIII)  en  (XLV),  met  behulp  der  reeds 

gevonden  uitkomsten: 

7* 
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I  S!.n/      dx  ==  \Sinf     dx  =  ^[\  —Cosf- (57) 

;  <i        j       q         p\  ?/ 

0  0 

1  Cos        d.v  =  1  Cos/     dx  =  ^Sin,^  , (58) 

;  Q        j       ']         p      9 

0  0  . 

;  7  p       ,f        Q  p       p\  q  J  I 

0  0  f 

fir.yi  +  A              nj.                     C^            PX                                             Q            pb                                              i 
Cos/     dx  ==  /    Cos.^     dx  ==--  ^Sin.—  .  \ (60) 

Q  J  9  P         9 

0  0.  / 

Iliernit  ziot  men^  dat  de  gewoonlijk  gebruikte  uitkomsten 

f    Sm.xdx  =3  1      en       I     Cos,xdx  =  0  , 

0  0 

zie  Tahles  etc,  T.  96^  N°.  %  Z,  niet  geldende  kunnen  zijn. 
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D.  BIERENS  D£  HAAN. 


Ooder  de  zoo  verschillende  methoden  ter  herleiding  van  bepaalde  integralen,  bekleedt  die  eene 
voomame  plaats^  waar  de  integratie  mogelijk  wordt  door  het  ontwikkelen  van  eenen  factor  der 
fiinctie  onder  het  int^raalteeken  in  eene  eindige  of  in  eene  oneindige  reeks.  Beeds  meer  dan 
eenmaal  is  door  mij  over  deze  belangrijke  en  vrachtbare  beschouwingen  gehandeld;  daarbij  kwa- 
men  van  zelf  enkele  punten  van  gewicht  ter  sprake,  ten  opzichte  van  de  voorzichtigheids-uriaat- 
regelen,  waarom  het  hicr  vooral  te  doen  is;  ook  zijn  er  door  hare  bemiddeliug  geheele  reeksen 
van  niettwe  nitkomsten  voor  den  dag  gekomen. 

Aan  den  anderen  kant  mag  het  bekend  worden  ondersteldi  hoe  de  theorie  der  bepaalde  inte- 
gralen  omgekeerd  een  krachtig  hulpmiddel  aanbiedt  voor  de  leer  der  reeksen,  en  alles  wat  daar- 
mede  in  verbinding  staat.  Yandaar  dan  ook  dat  er  tusschen  beide  hoofddeelen  der  Analysis  zulk 
een  nauw^  wederkeerig  verband  bestaat,  dat  het  soms  niet  met  juistheid  is  nit  te  makeu,  of  eenig 
opstel  eerder  tot  de  theorie  der  bepaalde  integralen,  dan  wel  tot  die  der  reeksen  behoort.  Daarom 
is  het  ook  gansch  niet  zeldzaam,  in  eene  of  andere^  doode  of  levende  taal,  aan  het  hoofd  van 
zulk  opstel  te  lezen;  //over  bepaalde  integralen  en  over  reeksen^^ 

Bij  dit  alles  heeft  men  echter  v66r  alles  te  letten  op  de  convergentie  der  reeksen,  die  gebruikt^ 
verkregen  of  behandeld  moeten  worden;  en  het  is-  voorzeker  te  recht  een  vaste  regel|  zulke 
reeksen   geheel  uit   te  sluiten,  die  tussclien  de  grenswaarden  van  zekere  argumenten,  waarover  de 

1 
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behandeling  loopt^  divergent  worden.  En  dit  natuurlijk^  omdat  men  alechts  in  het  geval  van 
convergente  reeksen  te  doen  krijgt  met  doorloopende  integralen;  terwijl  daarentegen  in  den  regel 
ondoorloopende  integralen,  die  zich  dientengevolge  aan  alle  redeneering  outtrekken,  zamenhangen 
met  divergente  reekaen,  en  evenzoo  ook  omgekeerd. 

Yreemd  moge  het  dus  wel  geacht  worden,  wanneer  men  bij  dergelijke  onderzoekingen  eene 
soort  van  ondoorloopende  reeksen  invoert;  en  men  zoude  allicht  geneigd  zijn,  reeds  vooruit  aan 
de  aldus  verkregen  uitkomsten  alle  wetenschappelijke  waarde  te  ontzeggen.  En  toch  meen  ik,  dat 
deze  wijze  van  doen  soms  geoorloofd  is^  mits  men  daarbij  natnurlijk  die  noodzakelijke  maalregelen 
van  voorzorg  niet  verwaarloost,  die  door  de  methode  zelve  als  onmisbaar,  maar  dan  ook  als 
genoegzaam^  worden  aangegeven. 

Het  doel  nu  van  deze  verhandeling  is  daarvan  eenige  voorbeelden  bij  te  brengen  en  wel 
eerst  in  den  vorm  van  eenige  algemeene  stellingen,  die  dan  later  zoUen  worden  toegepast  bij 
het  onderzoek  van  eenige  nieuwe  bepaalde  integralen. 

^    1.      VOORLOOPIGE    BE8CH0UWINQEN. 

I.  Eene  funotie,  die  zich  naar  de  sinussen  of  cosinussen  van  opvolgende  veelvouden  der 
veranderlijke  x  of  liever  van  het  piodukt  bx  laat  ontwikkelen,  kan  men  algemeen  aldus  voor- 
stellen,  indien  men  ten  opzichte  van  het  ord^tal  n  sommeert, 

/,  (a?)  =  SknSinnM,  .  .  .  (a)  /,(«)  —  B^  +  -3?B„  Cwfwa?;    ....  (6) 

alwaar  de  Bo  niet   onder   het   sommatieteeken   is  opgenomen,  omdat  somtijds  die  Bo  of  de  inte- 
gralen  die  later  daarvan  afhangen  mogten,  niet  gehoorzaamt  aan  de  algemeene  wet  der  B,|. 

Stelt  vervolgens  q^(x)   eene   geheel   willekeurige  functie  van  x  voor,  zoo   heeft   men  voor 
willekeurige  grenzen  p  m  q  van  «, 


/q  a  fq 


{a^SmnaxdjB, (A) 


fq  [q  «       [q 

j  <»'(*)/a  (';<'*  =  Bo  I  (i>(x)dx  +  JSBn  I  (i{x)CoBnMidx (B; 

P  p  p 

Hierbij  is  ondersteld,  vooreerst  dat  de  int^ralen,  die  als  factoren  der  coefficienten  A  en  B  voor- 
komen,  op  zichzelve  doorloopeud  zijn,  en  vervolgens  dat,  indien  de  reeksen  ouder  de  sommatie- 
teekens  oneindige  worden,  —  dat  is  voor  a  =  oo  ,  —  die  reeksen  convergent  zijn,  alles  tusschen  de 
grenzen  p  en  q  van  x,  Zijn  toch  de  integralen  ondoorloopend,  dan  kan  er  wel  geene  sprake  van 
zijn  om  ze  te  sommeeren.  Zijn  de  integralen  wel  doorloopend,  maar  leveren  zij  eene  divergeute 
reeks,  zoo  kan  er  tusschen  liet  eerste  en  tweede  lid  van  ieder  der  bovenstaande  vergelijkingen 
geen  teeken  van  gelijkheid  stoan:  die  divergente  reeksen  toch  kunnen  uiet  als  de  voorstelling 
van  eenige  bepaalde  of  gegevene  functie  worden  beschonwd. 
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Is  eenmaal  aan  die  voorwaarden  voldaan»  dan  komt  alles  hier  neder  op  bet  bepalen  der 
integralen 

/  (p{a)da,.  .  .  (c)  1  (p{a)Sinuada,  .  .  .  (d)  /  (p{x)  Cosuadx.  .  .  .  {e) 

P  P  p 

Zoodra  evenwel  deze  integralen  bekend  zijn^  —  en  met  het  oog  daarop  zal  men  de  functie  ip  (jr) 
en  de  grenzen  van  het  integreeren  p  en  q  moeten  kiezen,  —  dan  kan  men  deze  methode  nog 
verder  uitbreiden. 

2.  Zij  toch  eene  andere  functie,  die  kan  worden  voorgesteld  door  eene  reeks  vau  sinussen 
of  cosinussen  der  opvolgende  veelvouden  van  het  produkt  ta ,  dan  kan  men  m  voor  het  orde- 
getal  aannemen  ten  opzichte  waarvan  men  sommeert,  en  zoo  wordt  dan  die  functie 

e  e 

f^{x)  =  SG„^Sinmtx,  .  .  .  .  (/)  f^{x)  =  Dq  + SDmCoamtx  .  .  .  .  (^) 

En  nu  heeft  men  in  de  algemeene  stellingen  (A)  en  (B)  de  <p  (o?)  slechts  te  vervangen  door 
qp  {a)f^  {a)  of  door  qp  (a)f^  (^),  om  tot  de  uitbreiding  der  methode  te  geraken»  die  men  op  het  oog 
had.  Want  de  produkten  der  sinussen  en  cosinussen^  die  hierbij  ontstaan,  en  oogenschijnlijk  tot 
andere  eindintegralen  zouden  aanleiding  geven  dan  de  (o),  {d)  en  {e)^  kunnen  gemakkolijk  worden 
herleid,  zoodanig  dat  er  juist  de  vermelde  sommen  weder  te  voorschijn  komen.  Daartoc  heeft 
men  slechts  noodig  de  bekende  goniometrische  formulen 

Sinaa.Sinbx=^--[Cos.\{a—b)x}—Cd8{{a  +  b)af}], (A) 

6\na*.Ciwft«  = -[Sm{(a+fc)a?}+Sm{(a— i)«}]=-[5in{(a+^^  .  (t) 

Coeax.Cosbx  =^ -[Cos  {{a  +  b) x}  +  Cos  {{a—b)x}] (A) 

Dientengevolge  leveren  toch  de  vergelijkingen  (A)  en  (B)  de  vier  volgende 

/q  a  e  rq 

9 (^)/i  (^) /3  (*^') dx  ^  S knSCfn  I  qi{x) Sin nsx. Sin nUx dx  = 
l  A        J 

p  p 

=  --2A„-2C«  jq>{x)dx[Cos{{ns—mt)x}—Cos[{ns  +  mt)x}],  .  .  (C) 
^    1         1        J 
p 

/q  o       r^  o        c         /9 

<p{^)fi{x)f^{x)dx=^DoSAnj  qf{x)Sinnsxdx  +  2AnSI>M   1  (p{x)Sinn^x.Cosmtxdx^ 

P  p  p 

a  iq  ]      ^  ^  f9 

=  Do-SAn/  q{a)Sinnsxdx  +  --SAn-SD»/  (p{a)dx[Stn{{ns+mt)x\+Sin{{ns—mt)x}],{D) 

p  P 

1* 
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/q  c  fq  a  c  fq 

^'(^^/iC^j/sC^l^p^Bo-SC»/    (p{x)Sinmlxdu:  +  SBnSCm  j  cp {x)  Cos n8x. Sin rntc djp  = 

p  P  P 

e         fq  1    a  c  rq 

=  Bo-2:C„i  <p{x)SinmtJ!dx  +  --TBwJI^C»,/  ii.iu;)dx[Sin{{ns+rtU)x}—Sin{{n9—mt)s)],{E) 

P  P 

/q  f9  c  fq  <i         fq 

'f(^)/aH/4(^)^  =  BoDoUW(ir +  30-20«  /  (i,{x)Co8mlxdx+J)QSBnj  ip{x)Coen8xdx  + 

P  P  P  p 

a         c  fq 

+  JSBn^JiMl  q>{x)Co8n8a.  Co8mtxdx  -— 

^     1    / 

p 

/q  c  fq  O  fq 

q){x)dx  +  Bo2Dml  qf {it) Co8 mlx dx  +  Dq  JS  Bn I  (p{x)Co8n8xdx  + 

p  p  p 

1     a  c  fq 

+     SBnSDml  (p{x)dx[Co8{{n8  +  mt)a}  +  Co8  {{n8~mt)x}] (F) 

^    1  l      J 

p 
En  het  blijkt,  dat  nu  onze  integralen  in  Iiet  eerste  lid  wederom  afhangen  van  dezclfde  hulpinte* 
gralen  (c),  {d)  en  («),  e?en  als  boven  de  integralen  (A)  en  (B) :  maar  dan  ook,  zoo  als  niet  verder 
behoeft  te  worden  aangetoond,  gelden  deze  vier  algemeene  stellingen  slechts  onder  dezelfde  voorwaarden. 
Deze  stellingen  geven  al  dadelijk  aanleiding  tot  eenige  opmerkingen. 

3.  Zoodra  de  functie  g)  {x)  van  dien  aard  is»  dat  de  integraal  (c)  een  bijzonder  geval  wordt 
van  de  andere  (e),  wanneer  men  daarin  u  =»  0  stelt;  en  wanneer  bovendien  de  coefScienten  Bo  en 
Do  uit  de  waarde  van  Bn  eu  D^  voortvloeijen,  zoodra  men  daariu  het  ordegetal  n  of  m  gelijk 
nul  neemt;  —  dan  kunnen  onze  vier  stellingon  iets  eenvoudiger  worden  voorgesteld,  wanueer 
men  den  lossen  term  onder  de  overeenkomstige  sommatie  opneemt:  en  zulks  geschiedt  dan  zeer 
eenvoudig,  door  die  overeenkomstige  sommatie  bij  n  =  0  of  bij  m  =  0  te  beginnen.  Dikwerf 
gebeurt  het  in  zulk  geval,  dat  de  waarde  der  integraal  {d)  voor  u  =  0  verdwijnt,  dat  is  nog 
Toor  die  waarde  blijft  gelden:  alsdan  kan  men  ook,  ter  wille  van  de  symmetrie,  de  sommatie 
dier  integralen  bij  n  s=  0  of  bij  m  =  0  doen  aanvangen. 

Maar  nog  van  eenen  anderen  kant  brcngt  vermelde  eigeiischap  van  g>(:r)  eene  niet  onbe- 
langrijke  vereenvoudiging  aan:  bij  de  integralen  uamelijk  in  de  herleide  tweede  leden  van  de 
vergelijkingen  (C),  (D),  (E)  en  (F),  waar  men  te  maken  heeft  met  de  goniometrische  functien  van 
$ts  —  mt,  —  zoodra  dit  verschil  juist  nul  wordt.  In  dit  geval  immers  kan  men  die  termen  onder 
cle  algemeene  sommatie  behandelen:  en  dit  geldt  evenzeer,  wanneer  n« — m/ negatief  wordt:  zoodra 
de  hulpiutegralen  (d)  en  (c)  ook  Yoor  negatieve  u  blijven  gelden. 

Indieu  integendeel  de  waarde  dier  integralen  {d)  en  {e)  afhangt  van  het  teeken  van  u,  eu 
ook  wanneer  de  int^raal  {c),  voor  na  —  mt  =  0  geldende,  niet  meer  voortvloeit  uit  («),  verkrijgt 
de  formule  een  geheel  ander  aanzien.  Men  moet  dan  bij  die  intcgraleu,  die  een  factor  Sin{{n9 — mi)x} 
of  Co8{{n8 — mi)x}  bevatten,  zeer  voorzichtig  zijn:  cn  de  integralen  onder  het  sommatieteeken  in 
twee  groepen  scheiden,  al  naarmate  ns — mt  positief  of  negatief,  of  wel  nul  is.  In  het  algemeen 
2LJn  8a  en  ta  eenvoudige  veelvouden  van  de  veranderlijke  w,  en  bestaat  er  derhalve  eene  eenvoudige 
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betrekking  tnsscben  8  en  t\  zoodra  men  deze  gesubstitueerd  heeft,  zal  het  teeken  van  (n« — fnt).r 
afhangen  van  eene  even  eenvoudige  betrekking  tusschen  n  en  m,  waarop  dan  te  letten  is,  met 
-het  oog  op  de  grenzen  1  en  a,  of  1  en  c  bij  de  sommatien  naar  de  grootheden  n  en  m.  Maar 
ook  zelfs  in  dat  geval  zal  de  verdeeling  van  de  dubbelreeksen,  die  ontstaan  door  de  vermenig- 
vuldiging  van  de  onderscheidene  reeksen  /  onderling,  niet  zonder  bezwaar  zijn. 

Is  vooreerst  de  dubbelreeks  eindig  (dus  ook  de  grenzen  a  eu  c),  zoo  wordt  zij  in  twee  helfben 
gescheiden  door  eene  reeks  van  diagonaaltermen,  die  dan  over  het  algemeen  tot  andere  waarden 
voor  de  overeenkomstige  integralen  aauleiding  geven :  de  eeuo  helft  der  rceks  bevat  dan  de  termeu 
voor  eene  positieve  waarde  van  het  verschil  ns  —  mt;  terwijl  de  andere  helft  is  zamengesteld 
uit  de  termen,  die  overeenkomen  met  eene  negatieve  waarde  van  dat  verschil.  Maar,  bovendien 
nog,  deze  diagonaaltermen  komen  cr  niet  in  alle  horizoutale  of  vertikale  reien  der  dubbelreeks 
voor,  zoodra  uiet  juist  s  =  i  is.  De  sommatie  zal  dus  hier  met  veel  behoedzaamheid  moeten  ge- 
schieden  en  hare  uitkomst  in  het  algemeen  niet  door  eeue  algemeene  formule  zijn  uit  tc  druk- 
ken.  En  hetgeen  hier  van  eene  eindige  dubbelreeks  gezegd  is,  geldt  nog  des  te  meer,  wanneer 
die  dubbelreeks  in  eene  of  twee  richtingen  oueindig  wordt,  voor  a  =  oo  (of  voor  c  =  «  ),  of 
ook  voor  a  =  00    en  c  =  ao  . 

Deze  dubbelreeks  verkeert  derhalve  iu  eeu  dergelijken  toestand  als  eeue  dubbele  integraal^ 
waar  de  functie  onder  het  integraalteeken  ondoorloopend  wordt  voor  waarden  van  de  beide  ver- 
auderlijken,  die  tusschen  haro  grenzeu  zijn  gelegen;  men  weet,  dat  het  iu  zulk  geval  ongeoor- 
loofd  is,  de  orde  vau  het  integreeren  om  te  keereu,  of  ook,  dat  deze  herleiding  eeue  verbetering 
teu  gevolge  heeft,  die  in  den  regel  niet  verdwijut  eu  zelfs  oneindig  of  oubepaald  kau  worden, 
inaar  ook  zeer  wel  eene  eiudige  bepaaide  waarde  kau  verkrijgen.  Hier  outmoet  men  dus  eeu 
geval,  dat  met  het  vermelde  eenige  overeenkomst  heeft;  de  dubbelreeks  wordt  ondoorloopendi 
en  de  voorgeschreveu  voorzichtigheidsmaatregelen  zijn  derhalve  geenszius  overbodig  te  achten. 

4.  Maar  wanneer  men  tot  de  toepassing  wii  overgaan  voor  bijzoudere  vormen  vau  eeue 
der  functieu  /,  dan  stuit  men  op  groote  moeijelijkheid  bij  het  zoekeu  uaar  eenen  algemeenen 
vorm  voor  de  uitkomst;  en  men  zal  in  den  regel  veel  beter  doen  alsdan  de  toepassing  dezei 
leerwijze  in  hare  twee  achtereeuvolgeude  bewerkingeu  te  splitsen.  De  maatregelen,  die  meu  uood- 
zakelijk  te  nemen  heeft,  om  zich  voor  misslageu  te  vrijwareu,  blijven,  wel  is  waar,  ook  hier 
dezelfde,  maar  zij  lateu  zich  uu  gemakkelijker  op  eeue  algemeene  wijze  invoeren.  Langs  deuzelfdeu 
wcg,  als  in  N"*.  2  de  vergelijkingeu  (C)  tot  (P)  werdeu  afgeleid,  verkrijgt  men  ook  de  volgende. 

qp  {x)  Sinux.f^  {x)djc  =  JSAnj  qf(a)Sinm.Sinns.Tdj^  == 
y  p 

^--SAnl  <pia)dx[Co8\{HS  —  u)x}—Cos[{ns  +  u)x}], (G) 

I   *p  {x)  Cosux.f^  {x)dx  =  2!An  I  <^{x)Cosux,Sinnsxdx  = 

-SAr,  1  qt{m)dx    Sin.  {('*«  +  m)^}  +*Si/i.  [{ns — m)^}J»  •  •  •   •  (H) 

'  1    y 


2 
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rq  rq  a  rq 

f  q,  {x)  Sin  Uiv.f^  {x)dx  =  Bo  j    (p{a)Sinuxdt -{- SB^  I  q){x)Sinux,Co8n$xda  = 

P  P  p 

[1  1     ^  f9 

=  Bq  I  (p{a)Sinuxdx'{"'SBn  I  (p{x)dx[Sin  {{n8  +  u)x)  —Sin  {{n8—u)x]\,  .  (I) 
p  P 

/q  rq  <^  [9 

(p{x)Cosux,f^(x)dx  sa  Bo  I    (y'{x)Co9uxdx -{r SBn  I  (if{x)Co9ux.Co8n»xdx  =■ 
p  p  p 

=  Bo  [%{x)Co8uxdx  +  l2:Bnj(p{x)do[Co8{{n8  +  u)x}+Co8{{n8—u)x}]  .    (K) 
p  P 

flierbij  hangen  wederom  alle  integraleu  in  het  tweede  lid  af  van  de  integralen  {c),  {d),  {e): 
werkt  men  de  sommen  uit,  dau  zullen  de  termen  dier  reeksen  in  het  algemeen  andere  waarden 
verkrijgeni  naarmate  het  verschil  n8  —  u  een  ander  teeken  verkrijgt. 

Deze  vier  vergelijkingen  kan  men  gebruiken  ter  vervanging  van  de  vorige  (A)  en  (B). 
Hier  is  een  factor  Sinux  of  Cosux  ingevoerd^  opdat  men  naderhaud,  bij  het  bezigen  van  den 
factor  /^(^)  of  /4  (^)^  slechts  die  Sinvx  of  Co8ux  te  sommeeren  hebbe,  om  tot  stellingen  te 
geraken,  die  met  de  (C)  tot  (F)  overeenkomen.  Het  spreekt  vau  zelf^  dat  men  zulk  een  fBctot 
Sin  ux  of  C08  ux  niet  behoeft  in  te  voeren,  als  misschien  reeds  de  9  {x)  zulk  een  factor  be- 
vatte^  want  dau  was  daardoor  immers  hetzelfde  doel  bereikt;  mits  althans  die  standvastige  groot* 
heid  tt  alleen  in  dien  £Gtctor  voorkomt,  en  ook  op  geenerlei  wijze  met  andere  standvastige  groot- 
heden  zamenhangt,  die  in  den  ^Etctor  q  {x)  mogten  aangetroffen  worden.  In  zolk  een  geval  blijven 
de  stellingen  (A)  en  (B)  voldoende;  eu  hare  eerste  leden  verkrijgen  dan  den  vorm  der  eerste 
leden  van  de  vergelijkingen  (O)  tot  (K). 

Het  komt  er  nu  op  aan,  voor  eenen  bepaalden  vorm  van  q'{x),  vooreerst  deze  vier  formulen 
op  te  stellen,  de  integralen  in  het  tweede  lid  te  berekenen  en,  zoo  mogelijk,  de  sommation  uit 
te  voeren  Op  die  wijze  verkrijgt  men  even  zoo  vele  bepaalde  integralen,  die  voor  ons  verder 
doel  geschikt  zijn  gemaakt. 

Schrijfb  men  nu  daarin  mt  voor  u,  vermenigvuldigt  de  vergelijkingen  respectieve  met  0«  en 
met  Dmf  —  waarbij  men  ook  op  den  lossen  term  Dq  te  letten  heeft,  —  en  sommeert  men  ten 
opzichte  van  m ,  dan  geven  de  eerste  leden,  zoo  als  reeds  werd  aangemerkt,  die  van  de  formulen 
(G)  tot  (K)  terug;  maar  de  herleidingen  in  de  tweede  leden  zijn  nu  gesplitst  in  twee  achtereen- 
volgende  bewerkingen.     En  dit  stelden  wij  ons  juist  ten  doel. 

^   2.      ALO£M££N£   H£RL£ID1N68F0RMUL£N. 

6.  Ten  einde  nu  naar  deze  methode  algemeene  herleidingsformulen  af  te  leiden,  hebben 
wij   allereerst  eene  keuze  der  q>{x)  te  doen,  zoodat  tusschen  gegevene  grenzen  p  en  9  de  ver- 
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schillende  hulpintegralen  reeds  bekend  zijn  en  gemakkelijk  voor  onze  sommatien  gebraikt  kunnen 
worden.     Hier   kiezen    wij   q^  {a)  zoo,   dat   tusschen    de   grenzen  p  bb  0  en  q  ms  oc  ^  behalve  een 

bctor   iinus   of  casinns^  nog  een  andere   factor  -— r  of kome.     Alsdan  lieeft  men 

9* — x^        j* — «» 

/**     gda           ^       ,.    f*  qCoBn&x    .          n  «.                  .    ['^  aSinnsx   ,  n  ^ 

I    ^TZI^^^^^-^^n    y::^dx~^S,nngs,.(m)   j    -7— T  ^ :^Co8ngs,.{n) 

0  •X)  b 

ra  Cos  nsx 
— dx  ^  Cosnqs.Ci{ngs)'\'  Sinnqs.Si{ngB)^ (0) 
g^—x'' 
0 

rg  Sin  nsx 
— -—dx  =  Sinngs.Ci{nqs)  —  Cosngs.Si{ngs)\ {p) 
9   — « 


rCosx                                  fy  Sinx 
dx     en     Si(y)  —   1    dx    de    bekende    Integraalcosinus    en 


Int^raalsinus  voorstelt.  Yoor  de  afleiding  dezer  integralen  zij  verwezen  naar  de  Nouoelles  Tables 
d^IniSgriUes  BSfinies^  Leiden,  P.  Engbls,  1867;  alwaar  zij  voorkomen  in  Table  17,  N'  l,  Table 
161,  N*.  5,  4,  6  en  3. 

Gebruikt    men    hier  verder  de  goniometrische  herleidingsformulen  {h)  tot  (A),  zoo  leidt  men 
daamit  de  volgende  af 

/    Sinpx.  Sinnsx  —^ r  =  —  -  Cospg.  Sinngs  lp>ns], 

J  9»—«*  2  ) 

0 

n  n 

-s Sinpq.  Cosnqs  [p  <  w»],  = Sin  2pq  [p  =  ««]  ;    ...  (q) 

2  4 

/**  xdx  n 

I    Sinpx.  Cosnsx       ■-  = Cospq.Cosnqsl^p^^wi], 

J  q^ — x^  2 

0 

=        -Sinpq,  Siunqitlp  <Cns],  =  — ^  Cof<2pq  [p  =-  //'»];    .  .  .  (r) 
2  'Jp 


I     Cospje.  Sinnsx »         -  Sinpq,  Sinnqsl^p  <  w^]. 


xdx  n 

<;•- — ^  ""         2 


7t  TT 

-  Cospq.  C08  ngs  [p  <  m'],  = Cos  2pg  [p  =  us]  ;    ...(«) 


Cospx.  Cosnsx  ~ ^-  ==         -Sinpq.  Cosnqs[p<^ns], 


■=»        -Cospq.Sinnqslp^insli,^       -  Sin2pq[p  =^  n^]\  .  .  •  .  (<) 
2  4 
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\     Sinpa.  Sinnsx = 

J  tf'— ^» 

Sinpq,  [Sin  nqs.  {C![(n#+/))y]  +  Oi[{ns — p.q']}  — Cosnqs.  {5»[(n*+p)9] +5i[(n»— ;>)9]} ]  — 


/ 


2 
2 


—  -^Co8pq\Ccsn(i8.{Ci[{ns+p)q']—Cil{ns—p)q'\}+Sinnq$.[^^  ],  (ii) 

'                                qda 
Sinpa,  Cosnsa  -^ = 


/ 


=  ~Sinpq.[Sinnqi.{Si[{n»-i-p)q']+Sil{nt—p)q']}  +Co»nj».{Cj[(n»+;>)j]+a[(«*— p)}]}]  + 
+  i  Cospq.[—Co»  nq».{Si[{ns-\-p)q]—Sil{nt—p)q-]  ] +Sinnq».{a[{n,.{.p)q-]-Oi[_{m~p)q]]],  (») 
Cospx.  Sinnsx — 


q^—w^ 


f 


^-^Sinpq.[Sinnq».{Si[{n».\-p)q]—Si[{na—p)q]}+Oo»nq,.{Cil{n,.\-p)q].^Cii{n^p)q]]].\- 

-\--Co,pq.[—Co»nq».[Si{{n»+p)q].\-Si{{n^)q]]-^Si»inq,.{ai{n,+p)q]—CiUn»—p)q]]l{w) 

xdx 

Cos  pa.  Cos  nsaf  — = 

'^  q^—a* 


=  -Sinpq.[Sinnqs.{Cil{ns+p)q']-'  Cil{ns—p)q']}—Cosnqs.{Si[{ns+p]q']—Sil{n9—p)q]]]  + 
+  -Co8pq.[Cosnqs.{Ci[{ns+p)q]+Ci[{ns—p)q]}+Sinnqs.{Sil{ns+p)q]+Si[{n^ 

Men  ziet,  dat  het  er  bij  de  waarde  van  de  vier  laatste  integnden  (ti)  tot  {x)  in  het  alge- 
meen  niet  op  aankomt,  welk  teeken  de  grootheid  ns — p  verkrijgt,  terwijl  de  invloed  hiervan 
op  de  vier  eerste  integralen  {q)  tot  {i)  zeer  groot  is;  de  reden  hiervan  is,  dat  bij  deze  gemak- 
kelijke  herleidingen  konden  plaats  hebben,  die  tot  zulke  eenvoudige  uitkomsten  voerden,  terwijl 
deze  herleidingen  bij  gene  mislokten,  ten  deele  ook  omdat  de  theorie  van  de  integraalsinoa  en 
integraalcosinus  daartoe  nog  niet  genoeg  ontwikkeld  is. 

Wat  meer  in  het  bijzonder  den  invloed  van  het  positief,  negatief  of  nul  zijn  van  ns — p 
op  de  vier  vergelijkingen  (ti)  tot  {a)  betreft,  zij  het  volgende  opgemerkt.  Bij  de  integraalsinus 
heeft  dit  volstrekt  geen  bezwaar,  omdat  de  theorie  dier  functie  ons  leert  dat  Si  (0)  =  0  is.  Bij 
de  integraalcosinus  komt  wel  eene  zwarigheid  voorj  omdat  bij  haar  de  theorie  ons  aanwijst,  dat 
de  Oi  (0)  niet  meer  doorloopend  is;  ten  einde  nu  die  integraalcosinua  te  vermijden,  behoeft  men 
slechts  aan  te  nemen,  dat  ns — p  nimmer  nul  kan  worden;  en  hieraan  voldoet  men  door  de  voor-^ 
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waarde^  dat   —  niet  een  geheel  getal  kau  zijn.     In  de  volgende  redeneringen  toch  wordt  n  altijd 

als  een  geheel  getal  beschouwd^  en  zoo  is  dan  altijd  voldaan  aan  de  vereischte  voorwaarde.  Bij 
het  volgende  zal  das  altijd  deze  onderstelling  geldeu. 

De  vier  integralen  {q)  tot  {t)  vindt  men  in  de  Nouvelles  Tables  (Tlnt^frales  DSfinies  in 
Table  166  onder  No.  1,  2  en  3. 

6.  Door  middel  van  {jp\  van  (m)  en  (Qj  van  {n)  en  van  (o)  geven  ons  de  vergelijkingen 
(A)  en  (B) 

rqdx              <^       ^ 
/i  W  ""I 7  = -SA^I/Smnoi.Ct^nga) — CoBnqa.Si{nqs)\^ (1) 
9* — a"^           1 

0 

ff^  (^^^r^= i4  ^^''''^'  -  i/»  (9)' ^) 

0 

/"*  xdx  TT   *  n 

/«(-);n:7*-" ^^) 

0 

fxdoff 

0 

rxda                 1  j* 

-^ s= Z(9* — ^')>    =  —  00    is.     Het  is   evenwel   mogelijk,   ook   hier  eene 

0  0 

eindige  uitkomst  te  verkrijgen^  wanneer  men  namelijk 

f^{x)^SBnCosnsx... .  .  vy) 

a 

invoertjin  plaats  van  de/j  {x)  uit  (6):  daartoe  zoude  bijv.  kunnen  dienen/j  (:f)  —  Bo —  JSBnCosnsa:. 

1 

Alsdan  vervalt  toch  de  oorzaak  der  ondoorloopendbeid  van  de  integralen  in  (IV),  en  men  verkrijgt 

rxdx             ^ 
/iM"! =  2Bn[Co8nq8.Ci{nq8)  —  Sinnqs.Si{nq8)] (IVa) 
q^ — x^          1        *• 

0 

Maar  met  deiizelfden  vorm  van  (p  {x)  kan  men  ook  de  stellingen  (G)  tot  (K)  gebruiken,  waarbij 

2 

KATUUBX.  VERU.  D£R  KONIKKL.  AKADEMIE.  BEEL  XII. 
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de  u  door  p  vervangen  wordej  bij  de  herleidingen  komen  nu  alleen  de  hulpintegralen  (m)  tot 
{x)  voor,  niet  meer  de  (/),  zoodat  hier  geene  der  integralen  ondoorloopend  worden.  Hier  komt 
«venwel  het  teeken  van  na — p  ter  sprake,  en  wel  bij  het  gebruik  der  integralen  (5)  tot  (t), 
niet  meer  bij  dat  der  integralen  (v)  tot  {x)*  Zoo  lang  p^^us  blijft,  is  altijd,  tot  voor  de  grootste 
waarde  van  n^  n  =  a^  de  coefficient  p  —  ns  positief,  en  heeft  men  dan  slechts  de  eerste  waar- 
den  der  integralen  (q)  tot  (t)  noodig.  Wordt  juist  p  ss  as^  zoo  geldt  het  vorige  voor  de 
geheele  sommatie  van  n  —  1  totn=aa  —  1,  maar  voor  den  laatsten  term  der  sommatie,  die 
voor  n  =  a^  wordt  p  —  ns  gelijk  nul ;  en  men  behoort  dus  voor  dien  term,  de  derde  waarden 
van  genoemde  integraien  te  gebruiken.  Is  eindelijk  p ^as ^  dan  zal  voor  eene  zekere  waarde  van 
«,  n  =  d,  (die  tusschen  1  en  a  gelegen  is,  1  <^rf-<a),  nog  p  —  da^O,  maar  voor  de  op- 
volgende  waarde  van  w,  n  =  d+1,  integendeel  p  —  (<i-f-l}«<.0  wezen:  en  nu  behoort  men 
voor  »  =  1  tot  n  =  d,  bij  de  sommatie  de  eerste  waarden  der  hulpintegralen  te  gebruiken 
voor  n  =  d+l  tot  n  =  a  integendeel  de  tweede  waarden  dier  zelfde  integralen.  En  hierbij 
kan  nog  eene  uitzondering  plaats  hebben,  wanneer  namelijk  juist  p  =  ds  is.  Dan  moet  men  de 
sommatie  in  drie  afzonderlijke  gedeelten  splitsen  ;  de  eerste  loopt  van  n  =  l  tot  n  =  d  —  1, 
met  de  eerste  waarden  der  overeenkomstige  integralen;  daarop  volgt  een  losse  term  voor  n  =  d, 
waarvoor  de  laatste  waarden  dier  integralen  gelden;  eindelijk  volgt  nu  hetgeen  er  van  de  som- 
matie  nog  overbUjft,  namelijk  voor  n  =  d  +  1  tot  n  =  a^  en  hierbij  moet  men  de  tweede 
waarden  der  hulpintegralen  invoeren.     In  deze  beide  laatste  gevallen  is  onze  d  juist  het  grootste 

geheele  getal,  dat  begrepen  is  in  -;  men  schrijve  dus  naar  gewoonte  d  =  (^— ;  maar  het  onder- 

S  8 


scheid    tusschen   beide   toestanden   ligt   daarin,  dat  -   zelf  of  eene  breuk,  of  een  geheel  getal  is. 

s 

Iii    plaats   van   dp<C«<C(d+ l)p  ^"^  J^sn  dus  de  notatie  gebruiken  d  =  ^—fhreuky   en   in 

plaats  van  dp  =  s^{dJ^\)p  de  volgende   d  =  ^—^geheel\  waarbij  men  er  op  dieut  te  letten,  dat 

p 
de  woorden  breuk  en  geheel  niet  op  d  slaan,  maar  op  de  grootheid  — . 

s 

Op  deze  wijze  is  het  nu  mogelijk  geworden,  om  bij  de  eerste  soort  van  algemeene  verge- 
lijkingen,  die  uit  de  formulen  (G)  tot  (K)  zullen  moeten  afgeleid  worden,  tot  zekere,  ware  uit- 
komsten  te  geraken,  en  die  uitkomsten  ook  op  eenvoudige,  licht  te  begrijpen,  wijze  voor  te 
stellen.  En  hierin  Hgt,  men  zal  het  later  kunnen  opmerken,  het  eigenaardige  karakter  van  deze 
splitsing  der  opvolgende  herleidingen,  waarover  vroeger  werd  gesproken.  Wanneer  toch  eenmaal 
de  hier  bedoelde  bewerking  en  herleiding  is  afgeloopen,  dan  verkrijgt  men  wel  onderscheidene 
waarden  voor  dezelfde  integraal,  naarmate  van  de  betrekkelijke  waarden  van  verschillende  stand- 
vastigen;  maar  dan  is  daarentegen  ook  de  weg  gebaand  tot  de  volgende  bewerking,  de  invoering 
namelijk  van  /3  {x)  of  van  f^  {x). 

7.     Gebruikt  men  de  formule  (7)  met  /,  {x)  en  (r)  met  /j  (ir),  zoo  komt  er 
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/■*  gda!  n  ^  n 

j    /i  {a)Sinp3B-—-^:=:^—-Co8pq.S^AnSinnq€  =  —  -Coapq.f,  {q),  [p>a«],  .(Va) 

0 


=  — jCospf/.^AnSinnqs — -Sin  pq.S  knCosnqs,        \ fV^^ 


o  „    a 


\    p<a$7\ 


TT  **  n 

=  — -  Coapq.  2  kn  Sin  nqs  +  -  J^  A„  Sin  { {ns — p)q]  •. 

=  —  I <?<«P9./.  {q)  + 1  i^  A„ Sin  {{m  —  p)q}.  )  |    ^  "^"p    |  , .  (V,) 

n  «  n   ^ 

=■  —  -;  Sin pq. 2  A»  Co« nqs JS  A» 5m  Uns^p) q) : 

2  1  2    1 

n                                         n   ^                                    \ 
^  —-Sinpq.{f^(q)  —  Ao}  —  -2 AnSin  {{ns—p)q];l      ^y^^ 

j    /i  («)  ^''»P^ TkZ^^  "  — ~Bo<7o5pj~Co«pj.-S B„Co« wya  =  ~Cospq.f^{q),  [p>a«],.(VI«) 

0 

w                       JT                        jr             «— 1                      1 
=  — ^BoCo«;?g  — -BaCM2/?y— ~CMpy.:S'Bn(7o«ngto  \ (VI^) 


1 

n  ^  n 


—  — gBoCo^pj  +  -Ba~-Cospq.2BnCosng8  =       >  [p  =  a«], 


=  -^A(v)  +  ^B,,  ] (yj^j 

—  -BoCospq~-Co8pq.:2:BnCof<nqs-\'Sinpq.:SBnSinnq8,\ (Vlrf) 

^  ^  1  2  rf^i 


>  —  .BoCo8pq—^Cospq.:SBnCosnq8-\'^2BnCo8{(ns—p]q]===^i 

•p>a«, 
"—'^Cospq.f^{q)+'^2BnCos{(ns—p)q],  \\    d=^^,    |..(VI,) 

—  -BoCospq+-~Sinpq.2:BnSinnq8 2BnCos{{n^—p)q]  — 

—  ^  Bo  Co»p<i  +  ^  Sinpg.f,  (?)  —  ^  ^  B„  Cos  {{nt—p)  g},     j  .  .  .      (VI/) 

2* 


pP>a»,  -| 
L   breuk    J 
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\ 


If^  ( j?)Stnp«-Y — ^  ■=  —  ^BoCoapq — ^  Coa  pq.JSBn  Cob  nq$ —  ^  Bd  Cos  2,pq  + 

0  „  n  1 

+  -TSinpq.2BnSinnq8,  l /yL) 

71  it         n  ^  Tt   ^  ■    — 

=  —  -^oCotpq-^-^d — ~Co»pq^^KCo»nqt-\--S^nCo»[{nt—p)q}=BJ  j  p<.<u,  ~\ 

^  *  2d+i  U_gehedJ 

n  n  n  ^  n^""^  \ 

— — -  BqCo^  pq — -  Brf+  r:Sinpq.:2BnSin  nq^—-  2^nCo%{{n^p)q  \  =  1 
2  4  2  1  2i  ^«'-'»1 

Voor  dat  men  verder  gaat,  mogen  hier  een  paar  opmerkingen  hare  plaats  vinden,  Vooreerst  is 
de   derde   waarde  van    (j)  voor  p  ^  m  begrepen  in  de  beide  vorige  als  grenswaarde,  omdat  dan 

n  n  n  , 

Sinnqs.Coanqs  = Sin2nq8  = Sin  2pq  is;   vandaar,  dat  in  de  formulen  (Va)  tot  (V^) 

2  4  4  /         \     / 

geen  onderscheid   behoefde  gemaakt  te  worden  tusschen  p  ^  a^  en  p  =  as,  of  tusschen  ^  breuk 

8 

of  geheel.  Dit  was  daarentegen  bij  de  volgende  integraal  wel  degelijk  noodzakelijk,  omdat  in 
(r)  de  derde  waarde  niet  uit  eene  der  beide  eerste  volgt;  vandaar  dan  ook  het  onderscheid  tus* 
schen  (Vla)  en  (VI^),  tusschen  (VI^)  tot  (Vly)  en  (VI^)  tot  (VIa).  Waar  somtijds  de  som- 
matie  konde  herleid  worden  tot  /,  {q)  of  tot  /j  {q)  is  dit  gedaan ;  daarbij  is  echter,  waar  het  zijn 
moest,  afgezien  van  het  onderscheid  tusschen  de  coefficienten  An  en  B»;  zoodat  bij  de  formulen 
(V)  bij  /,  de  coeflScienten  B»,  in  de  formulen  (VI)  bij  /,  daareutegen  de  coeflficienten  A»  moeten 
gedacht  worden.  Eindelijk  is,  waar  eene  sommatie  voorkwam  van  bijv.  d  +  1  tot  a,  de  formule 
ook  zoo  herleid,  dat  die  sommatie  vervangen  werd  door  eene  van  1  tot  d ;  men  heeft  dan  de  keus, 
naarmate  a  —  d  grooter  of  kleiner  is  dan  c2,  of  naarmate  a  grooter  of  kleiner  is  dan  2i,  de  laatste 
of  de  eerste  sommatie  te  gebruiken,  die  dan  het  spoedigst  te  berekenen  is. 

Evenzoo  geven  de  vergelijkingen  (m)  met  /,  {x)  en  (t?)  met  /j  {a)  de  volgende  stellingen, 
waarbij  nu  geene  bijzondere  gevallen  ter  sprake  kunnen  komen,  tengevolge  van  het  algemecne 
karakter  der  hulpintegralen  (u) 

r^dx 
f,{x)8%npx'-- 1  = 
u     1             a 

=-Sinpq.2kn\Sinnq8.[Ci\Xn$-\'p)(i]  +  Ci[^n& — /?)g]} — Cosnqs. {Si[{ns+p)q]-{-Sil{ns — p)q]  )  1 — 
2  1  "* 

1  " 

Cospq.2An[Cosnqs.{a[{ns+p)q]'^Ci[{nS'-^)q]}+Sinnqs.[Si[{ns+p)q]—Sil(n8—^^ 

2  i 

/  /,(«)5mp»-j? =  BQ[Sinpq.Ci{pq)  —  Cotpq.Si{pq)\  + 

J  9  — * 

-\-lsinpq.kBn[Sinnqt.  {5.[(n»+p)s]  +Si[jins—p)q]}  +Cotnq».{Cilint-\-p)q-\+ai{n»—p)g}}]  — 
2  l 

—^Co8pq.2Bn[Co8nq8.{Si[{n8+p)q]-Si[{n8-p)q]]^Sinnq8.[Ci[{n8+p)q 
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In  de  vergelijkingen  (VI)  en  (Vlll)  werden  de  integralen,  die  Bq  tot  coefficieut  hebben, 
bepaald  door  de  formulen  (n)  en  {p). 

Even  als  de  vorige  herleidingsformulen,  die  alle  den  factor  Sinpx  bezitten,  kan  men  er  ook 
dergelijke  afieiden  met  de  factor  Cospx.  Daartoe  moet  men  de  vergelijkingen  {a)  met  /,  {x)  en 
{i)  met  /j  {x)  jgebruiken ;  terwijl  in  dit  laatste  geval  de  Bq  tot  coefficient  verkrijgt  de  integraal 
(m).  Hier  gelden  wederom  dergelijke  opmerkingen  als  er  straks  ten  opzichte  der  formulen  (V) 
en  (VI)  werden  gemaakt.  Bij  de  hulpintegralen  {t)  is  voor  p  =zn$  de  waarde  slechts  een  bij- 
zonder  geval  van  elke  der  beide  waarden  voor  p^ns  en  voor  p-^C^nai  dit  maakt  de  be* 
schouwing  veel  eenvoudiger  en  van  dergelijken  aard  als  bij  de  vergelijkingen  (V).  Ditzelfde  heeft 
echter  geene  plaats  bij  de  derde  waarde  van  de  integraal  («),  die  zich  niet  laat  terugbrengen 
tot  eene  der  beide  eerste  waarden;  dit  heeft  dus  ook  hier  ten  gevolge,  dat  er  meer  afzonderlijke 
gevallen  te  beschouwen  zijn,  even  als  bij  de  formulen  (VI).  Wanneer  men  op  dit  alles  let,  ver- 
knjgt  men  achtervolgens 


/ 


^  xdx  n  ^  7v 

/,  {x)Cospx—^ =  -Sinpq.2 AnSinnqs  =^  ^Sinpq,  f^  (j), 

q   "~- x"        4t  X  At 


[»aa],  .  (IXa) 


TT  TT      ^  * — I 

ka  Co8  %pq  -| —  Sin  pq,  JS  A»  Sin  nqa 


.  .  (IXi) 

''*—-Aa+~Sinpq.SAnSinnq9=—-Aa+-Sinpq.ft{q)\ (IXc) 

4  Z  1  4  2 


>[!>' 


—  Sinpq,2  An  Sin  nqa Coapq,  2  An  Coa  nqa^ 

^  1  2  d+l 

-  Sinpq,  2  kn  Sin  nqa S  kn  Coa  [{na  —  p)q}  —i 

%  1  2flf-|-i 

^5mp9./,(g)- 


(IXd) 


n    « 

'^2knCoa{{na  —  p)q}, 
)&c/4-l 


=  — -Coapq,2knCoanqa  +  '-2knCoa[{na — p)q}  ■ 

=  —  ^  <^»P9-  {/»  (9) — Ao}  +  ^  .2"  A„  Coi  {(ns —p)q}, 

71  ^ — 1  n  n  ^  \ 

-  Sin  pq.2  kn  Sin  nqa kd  Coa  2pq Coapq.SknCoa  nqa^  \ 

2  1  4  2  d-i-i 


p<aa, 
breuk 


(IXe) 


n  n  ^  n   ^ 

jkd  +  -  Sinpq.2knSinnqa — -JSknCoa  l{na — p)q} 


2 


=  _-.Arf  +  -Sinpq./^{q)  —  ''SknCoa  {{na—p)q}, 


4 

n 


ra-1 


-kd  —  '-Co3pq,2knCoanq8-^"'2knCaa  {{na — p)q}^] 
4  li  l  2     1 

^^d  —  jCo8pq,{/^{q)—ko}  +  ^2knCo8{{n8—p)q}; 


(IX/) 
(IX,) 


[p<a8r\ 
_  geheel  Jj 


(IX,) 
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f 


f^{a)  Cospx—^ «--  BoSmp9  +  -S%nfq.S^nCoBnqs^—Sinpq.f^  (9),    [>>aa],     (Xa) 

j* — a?*       2  »1  2  — 

«-BoSmp9-| — 5mpj.-2BiiC<Mn^«+— Co*/)9.-2B„C7o^ii9«,    \ (X^) 

=  -BoSinpj  -) — ^StVi;?^.  JSB„(?o«n9«+--SB„  Sin  {[n9 — p]q\  = 

=  -Bo5in;t?9+~(7<wpj.  -2B„5in  nj«— --TB^Sm  [{ns—p)q]  = 
2  2  1  2    1 


'"^Sinpq.^f,  {q)  +  Bo}  — ^^B,Sin  {{n»—v)q)  ; 

3&  *     1 


/1  {x)C08pX- 


qda 


=-5mp9..§A„[5inn?«.{&[(n»+p)£]— «[(n«— p)9]}+Co»n9«.{«[(n*+p)?J+(7t[(n»— p)^]}]— 

**  1 

— -(7o*pj.jA4Co*ny».{5i[(n«+p)y]+5t[(n*— p)j])— 5inn?».{(7.[(»M+p)?]— a-[(w— p)?]}];(XI) 

**  1 


^**                         xdx 
/j  (^)  (7(wp^ -j^ =  Bo  (Cb^pj.  Ci{pq)  -j-  Stnpj. 5i  (py)}  + 


0 

1  « 

+  -T^Stn  jt?^.-2B„[Sin  nj*.  {(7t[(ti*+jD)j]— (XK'"— p)?]}  — ^^*  «?*•  {Si  [(«*+?)?]— 5i[(««—p)y]}  ]  + 

2  1 

+  -<?(Mpy..§B„f(7<»nj».{Ci[(n«+p)5']+Ct[(«*-p)5r]}+Sin«<7».{Si[(n*+p)j]+St[(n»-p)y]|].(XII) 

'^  l 

Ook  hier  is,  waar  zalks  mogelijk  was,  de  sommatie  herleid  tot  /,  {q)  of  f^  {q),  evenwel 
zonder  te  lelten  op  bet  onderscheid  tasschen  de  coefScienten  A„  en  B„,  zoodat  bv. /^(j) — A^ 
eigenlijk  moest  heeien/^{q)  —  Bq.  Waar  vervolgens  eene  sommatie  voorkwam,  dieniettot/,  {q) 
of  /2  Iq)  te  herleiden  is,  is  zij  telkens  op  twee  wijzen  voorgesteld,  of  als  eene  sommatie  van 
I  tot  d  of  als  eene  andere  van  eZ  +  1  tot  a;  opdat  men  de  keaze  hebbe  tusschen  deze  twee 
sommatien,  waarvan  de  eerste  of  de  laatste  de  eenvoudigste  is,  naarmate  a  —  d  grooter  of  kleiner 
dan  d,  dat  is  naarmate  a  grooter  of  kleiner  is  dan  2d. 

8.  Volgens  de  voorschriften  van  N».  4,  zal  men  nu  bij  de  toepassing  van  deze  twaalf 
algemeene  herleidingsintegralen,  die  de  eerste  schrede  van  onze  methode  uitmaakt,  er  allereerst 
op  te  letten  hebben,  dat  de  coefiScienten  A„  en  B„  geschikt  zijn  voor  ons  doel;  dat  er  namelijk 
in  de  tweede  leden  eenvoudige  uitdrukkingen  voorkomen.  En  hiertoe  wordt  vereischt,  dat  de 
sommatie    van    (/+1    tot    a,   of  althans    die   van    I    tot  d  gemakkelijk  uit  te  drukken  is,  deze 
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laatste   is    wel    is   waar   eindig,   maar  bestaat  uit  een  aantal  van  d  termen;  dit  aantal  kan  groot 
genoeg  zijn^  om  naderhand  veel  last  te  veroorzaken. 

De  functien,   wier  ontwikkeling  liier  wel  het  meeste  gemak  zal  geven,  zijn 

rSinsx  «      ,^.  ^  1 — y»  «> 

/.  (ar)  =- — ; — -  ^2r»Smn9jf ,    f  (a?)  = =1  +  2  Sr^  Cosnsx, 

^»^^       l^2rCo8SX  +  r''         i  '    ^iv;       l  —  2rCos8a  +  r^  ^       1 

(1 — r^)rCos8a  « 


want  hierbij  behoort 


1 — rCosqs  «  r{Cosqs  —  r) 


JSr^Cosngs^ ,     Sr^Cosnqs  =  ~ 

Q  ^         \—%rCo8qs  +  r'^'       1  ^  \  —  2rCosqs  +  r 


^      o.  ^  'SiVi  qs—rf^  Sin  kqs  +  r^+1  Sin  { (k—l )  ^  ?) 

Sr^^Sinnqs  = ^^ ^--^- ^^^ ^^-^, 

1  ^  1  — 2r(7o,9y5  +  r* 

1  ^  1  — 2rCo*g*  +  r»  ' 

00       ^.  .Sinkqs — rSin((A — l)qs}      «       ^  ,Co8kqs — rCo8({k — l}^*) 

Sr^Sinnqs^rf^ /     ^    ^  .      ,      >  S r^ Cos nqs :==  r^^       .        .    ^       T^ ;     •   -  (««) 

i  ^  1  — 2rCo*yj  +  r^  k  ^  l  —  2rCo8q8  +  r^       '  ^     ^ 

geldende   voor   — l<^r<^l.     Daar    a   hier   oneindig   is,    heeft    men    steeds  p<Cw;  zoodat    de 
gevallen,  dat  p^cs  of  dat  p  =  C8  is,  hier  niet  kunnen  voorkomen. 

Voert  men  nu  de  reeksontwikkeling  /,  bij  de  vergelijkingen  I  eu  III  in,  de  beide  ontwik- 
kelingen  f^  bij  de  vergelijking  (11) ,  en  de  tweede  der  ontwikkelingen  (aa)  bij  de  {Vfa) ,  zoo 
komt  er  vooreerst 


/  oinsx  qdx  ^     rr,  ^  ^  t 

I    l-2rCo,,*  +  r»  ^^  ^  S^[Sinngs.Ciing,)-Cosnqs.Si(ng»)] 


0 
/00 


(1) 


(2) 


/  1 — r^  q^ia  »       „.  nrSinqs 

I r  "^r r  =  n  JSr^Sinnqs  s= — ^ ,     .... 

/  \  —  lrC088X  +  r^q^—x^  1  ^  i  — 2r(7o«y5 +  r» 

0 

/^     (1 — r^)r(7o5*^         qdx            n                   °S      «                  ^     (1  +  r*)r/Si«(75 
/     ,    ^^ ; — =-(l+rM-2:r"5mw^«  =--^— ^- — ^ ^—,  .  (8) 

0 

/*"*  r  Si7i  .90?  fl?rf^  TT  »  nr  Cos  qs  —  r 

j     \  —  'lrCossx  +  r^  q^^—x^^        2    /     o^nys  — —   ^    1  _2r<7My#  +  r»  ' 


(4) 
X  —  A,/wjoa/-j-/      y  *  *.     1  i&    j — jtTK^osqs -x- r- 

0 

/***       r[Cos8X — r)  xdx  *^      r 

0 

Voor   de   volgende    integralen    zal    het   hier   in    de   bijzondere   gevallen  verkieselijk  zijn,  de 
niet  herleide  vormen  te  gebruiken,  omdat  in  de  herleidingsformulen  {aa)  alle  sommatien  gegeven 
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ziju,   die   daarbij    voorkomeii.     Op   deze    wijze  leveren  de  stellingen  (V^),  (Vlrf)  en  (VI^),  (VII) 
en  (Vni),  waar  de  beide  laatate  onafliankelijk  zijn  van  het  teeken  van  p  —  d*, 

rrSinsx.Sinpa          qda                  n  ^          Jl      «.               '^  o-  ^  » /^ 
^ = CospQ.JSr^^Smngs Sinpq.^r^  Cosnqs~ 

0 

n  ^         rSinqs-r-rd^^Sini [d+  X^qs^+rd-^^Sin qs      n  ^,  .    ^Cos^id-^-Vjqs^—rCosdqs 

= Cospq ^ ^-^ ^^-H Smpq.r^^^ 1;^ — ;; ; — ;; — 

2        ^^  l  —  2rCosqs-^r'  2        ^'  l—2rCosqs  +  r^ 

n  —rSinqs.Cospq+rd+lSin{(ds+s—p)q)  +rd'h^Sin{{ds—p)q]     L_rP   breukl        (6) 
'~2  l  —  2rCosqs  +  r^  '1         ^/  J'   •  M 


^  ^r^^Vigg       "^        go^c/^         [d-  <^^,«eheel];  .  .  .  (6«) 
2  1  —  2rCosas  +  r^     ^         ^s  J 


f 


'  Cosqs  + 

(1 — r^)Sinpa       xdx  n  n  J,      ^  '^  .^.         « &      o- 

:; --^^ ^  ~ ^ Cosp^ Cospq.  2JSr«  Co«n^«  4-  -6mp^.2-2r«67n  nqs 

1— 2rCo««4?+r^  q^—x^  Z       ^^       2,       ^^      l  ^   ^  2       ^^    d+l 


n                         rCosqs 
=—  Cos  pq-nCos  pq — 


r*~r^+^Cos{(d+l)q>)-i-r'i+iCo$dg»  .     „.  ,.SinUd+Vqt}-rSind{$ 

:«_i ^ ^ .|d  =  ^P.breuk|,  .  (7) 

1  —  2rCosqs+r^  l         ^  $  * 

n  ^               n                ^— I                      "f     ,  ^  "  <S      rt. 

—  — -rCospq Cospq.^Sr^Cosnqs rdCos2pq  + -Stnpq.^Sr^Stnnqs^ 

n  ^  .       ^        rCosqs — r* — r^Cosdqs+rd-^-^Cos  {{d — 1)^»)       ^  j^    «       , 

= Cospq  +  n  Cospq ^-^- i^ '-^ r^  Cos  %pq+ 

2        ^^^  ^^  \  —  %rCosqR  +  r^  2  ^^  ' 

o-  .^,Sin{(d+l)qs}—rSindqs       n  (l — r^){r^—Cospq)r  pP  ,1  ,*  v 

+  nSmpq.r^-^^ V^ — —i- "  =^- ^^- ^;|d=  A^»geheell.(7a) 

^  ^^  l—2rCosqs+r^  2     1— 2r  Co«?«  +  r>    1        ^s^         J^     ' 

V  ( 1  —  r  * )  Cos  sa.  Sin  px      xdx 

l  —  2rCossx  +  r^      q''—^''  ^ 
0 

n                       n  ^  n  « 

=  — -r*  Cospq Co8pq.(l+r^)2:r^  Cosnqf^ +  — Sinpq.{l+r^)  JSr^Sinnqs  = 

w    ,^  n^  ^^  ^    ^rCosqs—r^—rd+lCos{{d+l)qs}+rd^^Cosdq8  ^ 

^  r^i       ^       t^^\    r    j  i^2.rCo8gs  +  r^ 

n  ^    ^      Sin((d+l)qs] — rSindqs 

^2        ^'^  ^    ^      ^  \^%rCosqs  +  r^ 

TT— (l-r^ )rCospq.  Cos qs+{l  4-r^ ^r^+^ Cog[  (dg+a^p)g }^(1  ^-r > )  r<^+2gQg( (A-p)y )  p         y.p  — 1 

'2  \—2rCosqs  +  r^  1       "^?    1(8} 

L   breuk   J 


/ 


Digitized  by 


Google 


BTJ  DE  THEORIE  VAN  BEPAALDE  INTEGRALEN.  ^? 

1  — 2rCM*r  +  r»      q^  —  r^  "^ 

0 

=—^^CoBpq'-^'CoBpq\\'\'r'^)2r^Co87iqa--^{\'\'r^)rdCos%pq'\-'-S 

2  2  X  ^  *  d-\-\ 

+^(1+^  P»npj.r-  i_2^c^,j,^^i  i^l^-^  )  \—%rCoBq8^r^  'Lgeheel  J 

rr  Sin  8x.  Sinpa         xdx 
1  — 2rCo««4f  +  r>  q^—x^  ~ 
g 

1  «0 

«-  Sin  ;?9.  -Sr^fSiii  nj*.  {^/[(n^+p)^]  +  C7f  [(n«— p)  j]}  — Oo*  nj«.  {Si[(nfi+p)2]  +  Si[(n«— p)}]  }  1— 
2  1 

1  flo 

-^Co8pq.Sr^\Co8nqs.{Ci[[n8+p)qy^Ci[{na—p)q'\}'\^Sm^^  .  .  (9) 

*  1 

f(l  —  r^)Sinpx         qdx  _,.         ^.^     ,       ^  «.,     . 

l-2r Co,«r  +  r^  ^73^  =  &npq.C^{pq)-Co8pq.S.{pq)  + 

Q 

+  5inp9.  ^'^\Sin  nqs.  {  S?I(««+p)?] +&I(n«--p)j]  }  +  C08  nqs.  {  Ci[{n8 +p)?]  +  Ci[{n8—p)q']}  ]— 

~ Cojjpy.  S r^[Co8nq8.  {S/[(n«+p)5]_A[(n^— p)y]}— &n n?«. { C?[(n«+p)y]— «[(n^— p)?]  }  ] ; .  .  (10) 

/•(1 — r^)rCo8  8a.Sinpx      qdx  _^.  ^. ,     .        ^  ...     ^i    . 

0 

1  00 

+  -(l+r»)&np?.^r»lSinny«{5;[(n«+p)j]+5»[(n«-p)j]}+Co»n?4CtX(n«+p)j]H«[(n«-p)?]}^^ 

*  1 

1  00  , 

(l+T*)Co«py.-Sr*[(:o«n^*.{&[(n«+p)y]-Si[(n«   p)9]}-Smn^«.{ft[^^^^  .  .  (11) 

2  1 

Bij    de   beide    herleidingsintegralen    (VI)    en    (VIII)    zijn    hier   de  beide  vormen  van  /j  {x) 
gebraikt.     De   integraal    (6a)    is   bier    bijgevoegd,  ter    wille   van    de    overeenkomst    met  de  inte- 

gralen  (7a)  en  (8^) :  zij  is  echter  uit  (6)  afgeleid,  die  voor    -    geheel    zoowel    als    breuk    geldt, 

door  p  =  (ia  te  stellen. 

3 

VATmrRK.   VSBH.    DE&  KONINKL.   AKADSinS.   DBSL  XII. 
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Wat  betreft  de  volgende  herleidingsformnlen  (IX)  tot  (XII),  zal  men  evensoo  moeten  te 
werk  gaan  als  bij  de  vorige.  Men  zal  daarvan,  waar  zolks  te  pas  komt,  liefiBt  de  niet  herleide 
vormen  gebmiken^  omdat  de  sommatien  in  (aa)  ons  alsdan  de  noodige  diensten  bewijzen;  men 
heeft  dos  hier  toe  te  pasaen  (IX^)  en  (IX^),  (X^),  (XI)  en  (XII):  vervolgens  zallen  ook  hier 
beide  waarden  voor  /i(«)  knnnen  gelden  voor  de  herleidingsformulen  (X)  en  (XII):  eindelijk 
kan   men   ook,    even   als    boven,   alleen  ter  wille  van  de  overeenkomst  bij  de  int^ralen^  die  uit 

toepassing  van  (X^)  volgen,  de  bijzondere  waarden  bepalen  voor  het  geval  dat  d  ^^  -  geheel, 

du8  p  ass  d»  is.     Aldus  verkrijgt  men  dan  achtervolgens 


/•    rSinsa.Cospa        ada  n  S,     «  ^  ^     ^ 

n  rSin  g#— r<<-H5in{(J+  l)g5}  +i^+giStn  dqa     n  ^  Coa{  (d+  i  )gg]  — rCoa  dg$ 

=  g^*np?  l_2rCoiqs+r^  — CMpj.r^-^         l_2rCb,j^+r»        ~ 

n  rSinpq.  Stn^a— r^H-l  Cos{{ds+s—p)q)  +r^-H  Cos{{ds—p)q]    [  ^p  i 

^i  l-2rCosqs  +  r^ ^  .  1^  =  ^^,  breukj,.  .  (12) 


n  ^,      «'■-J     ^,  n    .  ^  n 


su-^Sinpq.Sr^Sinnqs r^Cosftpq Oospq.Sr^Cosn^BSi 

*  1  4  2  d-^i 


Cot^-\-r*  4  '^^    2       *^'  1 — irCoiqa+t 

^rSinpq.Sinq$—-r^{l+r*)   ,  „  . 

5  |d  =  C-,*  gebeelj,  .  .  .  (18») 


f 


2  1  —  2rCosqs  +  r^ 

(l— r*)CMpiF        odje  n  ^,  n  ^,  i  n  •      ^ 

T^ -^ ^-      ^ ,  :==- -Sinpq  +  -Sinpq.2Sr^Cosnqs  +  ^Cospq.2Sr^Sinnqs 

1 — 2rCo#w?+r»  9» — a?»         2        '^^   '   2        '^^      i  ^    ^2  d+i 


«^r,  «.       rCowj-r^-r^i+lC^rf^d+noaj+r^^-H^Co^j^.,  ^&n  (d-hljo^j-rSind^* 

— Sinpa-f-ir&npo-— ^ *^^ ^-^^ '-  +7r(7Mpo.r<'+« — ^ r^-  — 

^      rr-        FH  i^2rCosqs+r^  ^         ^^  \—2rCosqs+r^ 

l^l—r^^Sinpq+rd-^^Sini^ds+s-p^q^—r^^^Sini^ds-p^ql 

l  —  irCosqs  +  r^  'l        ^  J' ^     ^ 

-  (l-^»)Siw  d9«+rrf+l  &*n  9« 


Digitized  by 


Google 


BIJ  DE  THEOBIE  YAN  BEPAALDE  INTEGBALBN.  19 

r(l  — r*)  r  Co9Bx.  Coapx     qd» 
1  — 2rCai«  +  r~  q^—m^  ** 


^  »r  ..  22. 


«  r^'*wp9+ -  (1  +r*)SiVip9.-2r«C5wn^«H — (1  -^- r^)  Co$pq.S f^ Sinnq$  ^ 
8  »  1  2  j^i 

ff  (l-r»)rCo»9».&»npg+(l+r«)[r<<+15,t»(((fa+»-p)9)-r<'+gSttif(d<-p)y}]  r_.      ^p| 
"  a  l-2rC7(«9*  +  r»  'l^ -Cr^^ - (^4,) 

»(l_r»)rC?o»^.&H(/y  +  (l  +  r»)rd+lgJ>.^   -         ^p  | 

rrSinsx.Cospx  qdx 

1  — 2r(7o««J?  +  r»  9^—«»  "* 
0 

3.  -S»np?.:fr»[&Mii9«.{S?[(fw+p)j]— /Si[(n«— p)?]}  +G)«n^.{Ct[(na+p)9]  +  Ct[(»M— p)^]}]— 
•  1 

1  » 

—  r-«<^P9.-2»^[Co*n9«.{ft[(n#+p)9]+Si[(n#— p)?]}— Smn5*.{Ci[(n«+p)9]— C^^^^^  .  (15) 

r(l — T^)Co8px         xdx  ^  ^  ^ 

l--2rci.  +  r»,»-.»-^"P^-^^P^)+^"P^-^^»^)  + 
o 

+ Sin  pq.  2  r^[Sin  nqs.  [Cil^ns-^-p^q] — Ci[{n9 — p^q"]  }  — Cos  nqa.  {Si[{n8+p)q] — Si{Jji8 — p)q]]  ]  + 

+CoMpqJ:f^[Co8nq8.  {C/[(n*+p),]+«[(nj— p)?]}  +5«n  nqs.  {Sil{n8+p)q]+Sii{n8—p)q]}  );  (16) 

f(l — r^)rCo8  8x,Co8px     xdx  ^^^  ^  .    ^.         «..      i    . 

l-2rQ»..  +  r>      ^TZ^  ->''[<^»P?>gMp?)  +  ft«P^.g.(p^)]  + 
o 

4-^(1  +r'')Sinpq.2i^Sinnq8.  {Cxl{n8+p)q]+Cil{n8—p)q])  ^Cos  nq8.[Si[{n8+p)q]-Sil{n8'-p)q])  + 
S^  1 

1  00 

^j{i+r^)C08pq.2r^[Co8nq8.  {Ci[Xn8+p)q]+C% [{n8^p)q])  +Sinnq8. {St[(n«+p)9]+5t[(n«-p)9]} ]  .  ^iyj 

Onder  de  hier  voorkomende  integralen  zijn  er  enkele,  die  men  reeds  vindt  in  de  Nouvelles 

3* 
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Tables  d^Intigfalea  JMfiniea,  en  wel  bepaaldelijk  de  int^ralen  {2),  {3),  (4),  (7)  en  (18)^  in 
Table  193,  N^  1,  6.  2,  4  en  8  en  de  integnden  (6),  (8),  (12)  en  (14)  in  Table  197,  N^  2^ 
6,  5  en  10. 

9.  Het  meerendeel  dezer  int^ralen  kan  men  na  gebraiken,  om  een  nieaw  stel  algemeene 
herleidingsformalen  af  te  leiden.     Daartoe  moet  men  de  ontwikkelingen  van  N^.  2  bezigen 

/, '«)  =  SCmSinmim,    ....(/)  fM  ^-  Do  +  -rD«G>«mte   .  .  .  •  (j) 

Stelt  men  toch  in  de  integralen  (6),  (7),  (8),  (9),  (10),  (11)  p  «=  mt,  dan  verkrijgen  zij  alle 
onder  het  integraalteeken  don  factor  Sinmta^  en  kannen  zij  dns  voor  de  ontwikkeling  {/)  die- 
nen;  evenzoo  hebben  de  volgende  integralen  (12),  (13),  (14),  (15),  (16),  (17),  voor  dezelfde 
p  s^  mty  den  factor  Cosmtx,  zoodat  zij  na  geschikt  zijn  voor  de  ontwikkeling  (g).  Laat  ons 
met  het  eerste  stel  b^nnen  eu  wel  met  het  eerste  drietal,  dan  moet  men  met  Cn,  vermenig- 
valdigen  en  ten  opzichte  van  m  sommeeren  van  m  «■  1  tot  m  :>=  c:  omdat  echter  bij  deze 
integralen  al  de  sommatien  zijn  aitgewerkt  en  er  das  geene  n  als  ordegetal  voorkomt,  kan  men 
bij  deze  bewerking  gemakshalve  m  door  n  overal  vervangen.  Yerder  heeft  men  hier  op  het 
volgende  te  letten. 

1**.  Zoolang  de  grootste  waarde  van  p,  dat  is  hier  nataarlijk  ct,  kleiner  dan  s  blijft,  is 
ook   d  =  0,    want   d  is  volgens  de  onderstelling  het  grootste  geheele  getal,  dat  begrepen  is  in 

— ;  men  moet  derhalve  de  waarden  (7)  en  (8)  gebruiken^  met  uitslaiting  van  (7a)  en  (Sq). 

2^.  Wordt  juist  die  grootste  waarde  van  p,  dat  is  £^,  gelijk  aan  «,  zoo  geldt  het  vorige. 
voor  de  sommatie  van  nsal  tot  n  ssa  c — 1,  maar  voor  n  ma  c  verkrijgt  men  den  overeen- 
komstigen  term  voor  d  =  1,  en  moet  men  dan  ook,  in  tegenstelling  met  het  vro^re,  juist  de 
integralen  (7a)  en  (8a),  niet  de  (7)  en  (8)  daarbij  gebruiken,  om  dien  enkelen  term,  waarvan 
de  coefficient  Cc  of  Dc  is,  te  vinden. 

3^  Ligt  verder  ct  tusschen  «  en  2«,  dat  is,  heeft  men  s<:i€t<:^2s,  zoo  kunnen  er  twee 
gevallen  plaats  grijpen;  s  kan  namelijk  een  veelvoud  van  t  zijn,  of  niet.  —  Is  vooreerst  s  ge* 
legen  tnsschen  twee  opvolgende  veelvouden  van  f,  dat  is  i<>«  <^(A4' !)*•  zoo  verkrijgt  men 
eerst  de  sommatie  van  l^  van  n  =  l  tot  n»£,  waarbij  dan  (2=0  is ;  daarop  volgt  eene  tweede 
sommatie  van  n^k+1  tot  n  =  0,  waarbij  nu  d  =  I  is  geworden ;  bij  beide  sommatien  behoort 
men  de  integralen  (7)  en  (8)  te  gebruiken,  niet  de  andere  (7a)  en  (8«).  —  Is  ten  tweede  « 
juist  een  veelvoud  van  <,  dat  is  ss=zktf  waarbij  nu  ^•^c,  zoo  heeft  men  eerst  de  sommatie  van  l^ 
te  nemen,  voor  n  =  l  tot  n  =  k — 1,  met  d=0  en  de  integralen  (7)  en  (8),  dan  den  lossen 
term  van  2^  voor  n^k,  met  d=l  en  de  int^alen  (7a)  en  (8a),  en  vervolgens  eene  tweede 
sommatie  voor  nsj^k-^-l  tot  n  =  c^  even  als  boven^  waarbij  nu  d  =  l  is,  en  wederom  de  inte- 
gralen  (7)  en  (8)  moeten  gelden. 

4*.  Wordtc^  juist  het  dubbei  van  «,  dat  is  ct  «s  2«,  dan  moet  men  wederom  onderscheid  maken- 
tusschen  de  beide  gevallen,  dat  s  een  veelvoud  is  van  ^,  of  niet.  —  In  het  laatste  geval  ligge 
s  tusschen  twee  opvolgende  veelvouden  van  t  in,  Asiis  kt  ^s  <^{k  -^-  1)^  dan  heeft  men  de  sommatie- 
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van  l^  te  nemen  voor  n  =  l  tot  n  =  k,  vervolgens  die  van  8®  voor  n^k-^l  tot  n  =  d— 1; 
terwijl  er  dndelljk  nog  een  losse  term  bij  te  voegen  is,  met  den  ooeffident  Cc,  waarvoor  da^i 
iBy  en  de  intqpralen  (7a)  en  (8a)  te  gebmiken  zijn.  —  Is  daarent^n  «  juist  een  veelvoad  van 
e,  dat  is  «  =  fc,  zoo  moet  men  de  sommatie  van  1®  nemen  voor  n  =  1  tot  n  =  k — 1,  ver- 
volgens  den  term,  die  tot  coefficient  heeft  Gky  berekenen  naar  het  voorschrift  van  2^;  dan  weder 
eene  tweede  sommatie  nemen,  zooals  in  8^,  voor  n^k-^-l  tot  n^^c — 1,  en  eindelijk  dien 
lossen  term»  die  Cc  tot  coefficient  heeft,  even  ab  boven  bepalen. 

b^,     Wanneer   et  grooter  is   dan   het   dabbel,   en   kleiner  dan   het   drievoud  van  «,  dat  is 
2«<lct<.S«,  zijn  er  vier  verschillende  gevallen  te  onderscheiden.  —  Ten  eerste  zij  «nietjaist 
een  veelvoud  van  t,  maar  tusschen  twee  opvolgende  veelvouden  gelegen,  dat  is  to<^«  <^(A:  + l)*» 
dan  .  kan   ook   nog   2  s   al   of  niet  een  veelvoud  van  t  zljn :  2  s  moet  natuurlijk  liggen  tusschen 
2kt  en    ()tk-{-i)t.     Onderstel   das  hier,  dat  zij  gelegen  is  tusschen  2,ki  en  {Zk-^-l^t]  dan   is 
tegelijk  **<«<, (i  +  !)'*>  2to<2«<;(2A+l)^,  waarbij  echter  de  eerste  ongelijkheid  reedsin 
de  tweede  begrepen  is.    Hier  heeft  men  dns  eerst  eene  sommatie^  zoo  als  in  l^,  voor  n  =  1  tot 
n  =  kf   eene   tweede   sommatie^   zoo   als   in   S^^   voor   n  =  i  +  l  tot  n  =  2il;,  en  eindelijk  eene 
derde  sommatie  voor  n  =  2A-(-l  tot  «  =  c,  waarbij  d  =  2  is  geworden,  en  de  integralen  (7)  en 
(8)  zclve  gdden.  —  In  het  tweede  geval  zij  ook  wel  *«<<<(*+ 1)«,  maar  (2ifc+l)t<2#<2(fc+l)«, 
dan   blijfk   alles   hetzelfde,  behalve   dat   de   tweede   sommatie   moet   loopen   van   n  =  i  4*  I    ^^ 
n  =  ik-{-l,  en  de  derde  van  n  =  2ft-|-2  tot  n  =  c.  —  Ten  derde  zij  wel,  even  als  tot  nu  toe 
i^<«<(A;-|- 1)<,    maar  tevens   2«   juist   een   veelvoud   van   ^,   dan    kan   dit   veelvoud,  omdat 
immers    2At<2«<(2£-|- 2)<   moet   zijn,  niets  anders  zijn  dan  (2i-|-  1)^.     In  dit  geval  heeft 
men  weder  eene  eerste  sommatie,  zoo  als  in  lo,  voor  n  =  1  tot  n  =  ft^  en  eene  tweede  sommatie, 
zoo   als   die  in    S^,  voor  n  =  A-{-l,  tot  n  =  2i:  daarop  volgt  dan  voor  n  =  2^4-1  een  losse 
term   met   de  coefficient  Caifc^-l ,  waarvoor  rf  =  2  is  en  de  integralen  (7a)  en  (8«)  alleen  kunnen 
gelden :  dndelijk  komt  de  derde  sommatie  van  daar  straks  er  bij,  voor  n»2ife-}-2totn  =  o.  — 
In   het   vierde   geval   zij  s  juist   een   veelvoud    van  l  bijv.   a=kt,  dan  is  ook  juist  Z8  =  2kt: 
abnu   moet   men    de  sommatie   vau    l^  slechts  nemen  van  n=l  tot  n  =  k — I:  dan  volgt  een 
term   voor   n  =  ^,   naar    Z^   met  de  coefficient  Cki  waarvoor  d=l  is,  en  de  integralen  (7«)  en 
(8a)  gelden;  nu  ioopt  de  tweede  sommatie  vau  S^  van  n  =  ib-|-l  tot  n  =  2iE; — 1:  en  komt  er 
weder  een  losse  term  voor  n  =  2*  naar  4fi  met  de  coeffident  Cajfc,  waarvoor  dan  d  =  i  is:  eiii- 
deUjk  heeft  men  de  derde  sommatie,  even  als  boven,  voor  n  =  2  £  -|-  1  tot  n  =  c. 

6®.  Wanneer  ct  nog  grooter  wordt,  is  de  weg  nu  genoegzaam  van  zelf  aangewezen.  Zij 
et  =  l8  -{-  8* ,  waar  *  <  s,  Alsdan  moet  men  in  den  r^ei  de  sommatie  verdeelen  in  Z  +  1  andere, 
waarbij  telkens  achtereenvolgens  d  =  0,  =1,  =2,...=/  te  nemen  is,  en  die  in  het  alge- 
meen  loopen  van  het  eene  veelvond  van  k  tot  het  volgeude  veelvoud  van  k ,  dat  is  voor  n  =  Xk 

tot  n  =  (X+l)k:  hierbij  beteekent  k  het  grootste  geheele  getal,  dat  in  -  begrepen  is;  zij  wordt 

t 

dns  bepaald  door  de  ongelijkhdd  *<<*<(*+l)<,  of  ook  wel  door  de  gebruikte  notatie  *=^-. 

Maar   men   moet  er  hier  op  letten,  of  voor  eenige  n  =  uk,  ook  t^kt  gelijk  wordt  aan  8  of  aan 
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e^  y^lvoud  daaryan.  Zoodra  toch  zalka  bet  geval  is,  moet  men  dien  term,  die  tot  coefficieDt 
(teefl;  Cf^i^^  afzonderlijk  nemen  met  de  waarde  yan  d,  die  bij  de  eerstvolgende  sommatie  behoorti 
en  alsdan  daarbij  ook  de  integralen  (7a)  en  (8a)  gebroiken  met  aitalniting  der  (7)  en  (8),  die 
voor  de  overige  sommatien  blijven  gelden. 

10.     Fast   men   na   onze   methode  toe  op  de  integraal  (6),  met  inachtneming  van  de  voor« 
9chriften,  die  wij  in  N\  9  hebben  opgespoord«  zoo  komt  er  achtervolgens 

=  ^  ~^  [{Sinq8—Sinqs+r,0)SCnCo8ntq  +  {Co$q9—r)2CnSinfaqj  — 

w                          ^            *^   «.               «        r — Co8g8         ^   ,         -.  T 

= :; r-Tx  (r—Cosqs) S C„5innto  =  -  ;; — —^ — /,  Iq) ,    \et  <  «1 , 

=  ^""^ 7i r  \i^ — ^^*  V)  ^  C»  'S"*  ^^  +  ^o  ( — ^'^  V*  Co8  j#  +  r  Sin  q8 — r  * .  0)1  — 

2  ( 1  —  2r  Cc8  5«  -^  r  * )  L  1  -■ 

==0^1 ^~;^ !^-— r-SCnSinnfj  +  CcSmjal  --:; — ^-—rSCnSinntq^ 

2  1  —  %rCo8q8  +  r^  L  i  '  ^  J        2  1  —  2rCMj#  +  r*    i 

n         r — Co8q8 

-^Zl-irCcsqs  +  r*-^^^^^'  [•"  =  ']' 

=  — — ; ; — r-l  (r — Co8q8)SCnS%nntq — {Sin  q8—rSin^8+r*Sinq8)JSCnCoantq  — 

2(1  —  2r  ooag* -[- r*)  L  i  j^^i 

^  -x  n  r  ^ 

—  r{Co8%q8 — rCo8q8)SCnSinniq   = \{r  —  Co8q8)SCnSinntq-^ 

k^\  -I      2(1  — 2rC<w9«  +  r*)  L^  ^      l  ^ 

—  .Vir49«.(i— 2rCb«9«  +  r*):SC„Co«n^  +  Coaj«.(l  — 2rCoaa«  +  r»)  SCnSinntq\  = 

k+\  ife+i  J 

=  8(l-2rLg,  +  r»)  [('-^'«?')  A  <?)  +  d-^'^-?'  +  '•*)ic,&«  {(«/-.)?}]  = 

n  r  ""^  Co8  os  ^  ~i 

'^  "2  [l-^rCo.J+r^'^'  ^g^  +.f  fi*^^'"  t(^<-Og}J>      [^<^^<2*>  fc^<,<(i  +  l)0, 

n  r  ^^^ 

«=  — j — — T~T\  I  (** — Co8q8)SCnSinntq  +  C^fc^ — Sinqa.Co8q8+r  Sinqa — r^.O) — 


—  {Sinqa  —  rSinZqs  +  r*  Sinqa^JSCnCoantq  —  r{Co8  2q8 — rCoaqa)  SCnSinntq 

—  TTT-T-T ~[{r'-C08q8)SCnSinntq+{l-2rCoaq8+r^)2CnSin[{nt--8)q}  +Ck.  Ol 

2(1 — 2rCo»5*+r*jL  i  jk4-l         ^  '  J 

=i[i=i^^/»(«)+^?-^-(('-— )^}]'  [**=•<«'<«']' 
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fSinsx  qdx 

^'  ^"^  l_arCa»«r4-r»  9»  —  **  "" 
u 

=  ;^ T  [(»'— ^9«)-SC^Sin«^9 — (5in9«— rSm29*+r»SiM9«)-2'C„C<wn<9— 

—r{Co8^i—r(^q8)20nSinntq  +  GcSinqs{r^  —  Caii(fi)^^ 

-     -.,      .    r ~J[{r—Coiqi)SCnSinniq+{l—ftrCosqi+^^^  +Ce.o] 

»(1 — 2,rCoiqi+r^)^  l  A+l  -* 

^  [ir—Coiq8)SCnSinntq—Sinqi.{l  —  2rCoiqi  +  r^)SGn(hintq^ 

2(1-  2fCw9«  +  r»)L'  ^      1  ^  ^  ib+i 

84:  c 

—  r{Co82,q8 — rCo8q8)SCnSinntq — {Sinqs — r»  Sin^8+r*  Sifi2q8)2CnCo8ntq-^ 

l;+l  8^+1 

—  r»(C(w89#— rC<w29*)-rC,i5inne9l  = 
(l-grLy  +  r>)  [(r-^<l')^^nSinntq  +  (l-2r Co*,.  +  r^)i^C„Sin{(nt-*)9}— 


2 

e 


-    (Sino*— r*Sm 3a«+r»5in9*)-rC« Co8ntq+{Co8 qs—r—r^Co8 Sja+r»  CVwo*) -SCnSinntol»» 

W?+l  2*+l  -* 

n  r        r—Co8Qs  ^ 

H-  T— — SCn[Sin{{nt—s)q)—rCo»nt<i+r^Sin[{S,-nt)q)  +r*Sin{int—it)q}l[\*:m 

[i-ll^+,.^''"+ifi-^"  «"'-"'  +'4?"*"  «"'-*"«)]• 

[2*<<;<<3«,  2to<«*<(»t  +  H«J, 


n 
S 


I 
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— r{Cos  2qs — rCos  qs)  J£  0«  Sin  ntq — (Sin  qs — r^Sin  Sqs+r^Sin  Zqs)  JS  0;  Cos  ntq  — 

—r^iCosSqs — r  Cos  2qs)  S  C«  Sin  ntql  = 

(i  •  2*4-8  J 

+^ic[«».((.^),)-^s»{(«^-«,),)]  j]  - 1  [,_;~^'^^,.  /.  (,) + 
+io.«»  {(«-.),)  +jio.s-  {(n^^),)].  [„,+,';<  ;'.^^;j+jj, 

n  r  ^  2* 

=^  ^TT; — TTT; r^\  (r  —  Cosqs) 2 CnSinntq  —  Sinqs.{l  —  Zr Cosqs  +  r^) 2 CnCosntq^ 

2  (1 — 2rCosqs+r^)  L  ^  ^^1 

2iE: 

—  r  (Co«  2,q8 — r  (7o«  0«)  2  C«  iSm  n<o  -f-  Cgifc^.  1  Sin  9«.  (r *  —  Cos  Zqs)  — 

*+l 

c  c 

—  {Sinqs  —  r^  SinSqs  +  r^  Sin^qs)  JS CnCosntq  —  r^{Cos3qs  —  rCostqs^JSCnSinntq    = 

2ifc+2  2*4-1  -* 

=*  rr; TT r^.  Ur— Co/?9/»)J^C„&nw/9+(l— 2rCo/»9«  +  r*):SCnStii{(n^— «)(; 

2(1  —  2rtosqs  +  r^)  L^  '1  ^^1 

+  C^jt.l.O  +  {l  —  2rCosq8  +  r^)2:0n  iSin  [{nt'--  s)q}  +rSin  {{nt  —  ^>.8)q} ]1  == 

3&  '-1 — »rOO«5«-f"**  *+i  2*+ 2  ■•  J 

_ I   j^ —  Q^g  ^g\  2;  C„  Sin  ntq  +  Ck  (—  Sin  qs,  Cos  qs  +  r  Sin  qs  —  0)  — 

2{l  —  2rCo8qs  +  r^)l>  ^^    i  v  t^       v  y  y   "t  y  j 

2/fc— 1  2ifc-l 

— (Sm  {«— r ' Sin  29«4-r *  Sinqs)JSCn  Cos  utq- r{ Cos  Zqs-rCos  qs^JSCnSin  utq+C^kSin  qs.{r '  — Gm  ^s) + 

t+i  *+! 

0  c 

+  {Sinqs  —  r^  Sin&qs  +  r*  Sin2qs)  -SCii  Cosntq  —  r^  {Cos  3qs  ~  r  Cos  2qs)  2Cn  Sinniq] 

2k+i  afc+1  J 
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Sin  8X  qdx 


1  —  SLrCosax-^-r^  q^ — a^ 
"  2(1— 2r(Ly.+r^)  [(•^^^?*)^ C„Smn<y+C^O+(l— 2r(7o.,*+r»)i^^^ 

+  CsM..O  +  (l  — 2r(7o«ys  +  r')-r 0«6m  {(>//— 2^)g)"|  = 

Tot  goed  verstaan  der  herleidingen,  die  hier  achtereenvolgens  op  de  verschillende  formulen 
worden  toegepast,  merke  men  op,  dat  telkens  eerst  naar  de  voorschriften  van  N^.  9  is  ontwik- 
keld ;   daarop   de  eerste   sommatie   van  n  »■  1  tot  n  =  A;  —  1  of  tot  n  sa  £  is  uitgebreid  tot  do 

k  c  e 

voUedige,    die    loopt    van    n  =  1    tot    n  =  c,    volgens  de   ideutische   formule   JS  ssa  2  —  JS, 

1  1        ifc-fl 

Daardoor   kwamen  de  af  te  trekkeu  sommatien  onder  denzelfden  vorm  te  staan  als  die,  welke  op 

c 

de  eerste   volgde,   of  wel   deze  laatste   konde    althans  evenzoo  tot  den  vorm  JS  worden  herleid. 

ifc-f-l 
En  zoo  gaat  men  voort  tot  aau  het  einde  der  formnle  toe.  Komen  er  wegens  de  grensvoorwaar* 
den,  die  voor  £  en  c  gelden,  oorspronkelijk  losse  termen  voor,  met  de  coefiScient  C^,  zoo  moeten 
bij  de  voornoemde  herleidingsformule  deze  termen  natuurlijk  ook  afzonderlijk  worden  gehoudeu. 
Bij  elk  volgend  bijzonder  geval  ten  opzichte  der  betrekkingen  tusschen  s  en  t  mogt  al  dadelijk 
worden  gebruik  gemaakt  van  de  ultkomsten,  die  de  vorige  gevallen  na  de  herleiding  opleverden. 
en  dat  wel  alleen  ter  bespoedigde  vereenvoudiging. 

Bi]  de  hier  naauwkeurig  behandelde  algemeene  integraal  zag  men,  dat  de  uitkomst  voor 
*<^c<<2<  dezelfde  bleef,  hetzij  W<*<(A  +  1)^,  hetzij  kt  =^  s  was;  daarom  behoefde  er  ook 
later  voor  grootere  ct  tusschen  beide  gevallen  geeu  onderscheid  meer  te  worden  gemaakt.  Ver- 
gelijkt  men  nu  al  de  verkregen  uitkomsten,  negen  in  getal,  met  elkander,  zoo  blijkt  het,  dat  er 

slechts  vier  onderling  verschillen,  zoodat  men  ten  slotte  heeft,  —  wanneer  men  onderstelt  A  =  ^  ^ , 

hetzij  9  juist  een  veelvoud  is  van  t  of  uiet. 

0 

«p  _.  r  *~*~~  CoS  (JS  ^  *n 

l^ATUUBK.  VSRU.  DEB  KONINKL.  AKADEMIE.  DEEL  XII. 
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Uit  het  zamenvallen  der  waarden  voor  meer  dan  een  der  yerschillende  gevallen,  blijkt  het 
genoegzaam,  dat  onze  herleidingsintegraal  tot  de  zeer  eenvoudige  van  deze  soort  behoort^  en  toch 
worden  reeds  in  de  beide  laatste  gevallen  (XIIIc)  en  (Xllld)  do  uitkomsten  zeer  zamengesteld ; 
men  ziet  daarenboven  gemakkelijk  in,  dat  voor  grootere  waarden  van  c/,  er  langzamerhand  nog 
meer  termen  in  het  tweede  lid  der  vergelijking  zullen  verschijnen.  In  het  vervolg  zuUen  wij 
dus  alleen  de  herleidingsformulen  nagaan,  zoolang  ct  <^  2,s  blijft. 

11.  Oaan  wij  over  tot  de  integralen  (7)  en  (7^)^  en  letten  wij  op  de  voorschriften  van 
N%  2,  zoo  verkrijgen  wij. 


f 


1 — r*  xdx 


1  —  ZrCostai  +  r*  q"» — x* 
0 


n  r  ^  1  ^  1 

=  -. :r-;^ r^    rSinga.SCnSinntg {l  —  2,rCo8g8  +  r^)SCnCosntg    = 

l—2rCosg8+r^i.  1  2  1  -* 

TT  -  c  1  c  1  n 

""[Tzi^^/*(?)-^{/*(?)-Co  +  rC.}.     [ct  =  .], (XIV.) 

TT  r      1  *  * 

=  1 r~;, ; — : {l  —  2rCo8g8  +  r^)2CnCo8ntq4'rSing8.SCnSinntq'\' 

1  —  2rCo8g8  +  r^  ^      %  1  i 

1  c  C  -| 

+  {—-a—r^)  +  r^Co8  2gi—r^Co8q8}JSCnCo8ntq+r^{SinZq8—rSinq8)2CnSinntq\  = 

TT  ,-     1  c  c 

=;; :\ — (l-2r  Cos  q8-r^)SCnCo8  ntq+rSin  qs.SCnSin  ntq^ir  Cos  qs-ir^Cos^qs  + 

1— ^rCo^ga+r^L    2  11 

c  c  _ 

+  r»  Co8q8)2CnCo8ntq  +  {r^  SinZqs  —  r^  Sin2qs—rSfnqs)SCnSinntq    =- 
jfc+l  1  -■ 
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0 

n  r      l  *-l  ^-1  1 

=r-T^ ir~i  L~  i"^  l-2r(7o*  y«+r » )  -SC«Co5  /i^gr+rStw  gr,.^0„Sm  ntq+-Ck{  l  -r  *  }{r-(?o«  qs) + 


+  {—-('—»•')  +  ^*  Co5-2v«— r3(?o57*}^C„Cojn<5rfr*(Sm25r«  — rSinj^yJS^CnSmw/y     = 

°  1— >2rclyy^  +  r^  [— 7(1  — g^g^^^g^  +  r')ic,Co^nf?g  +  r Smy^.lc^Sfnn^g  + 

i  c 

+  {— ^a  +  »'')^  +  '-' ^0*9*}  0^  —  ^(1  — 2rCos9^  +  r»)^C„Co«{(n<—«)9}l« 
*  ifc+1  -J 

r  rSinqa  .  l^  ^  -, 

^^"Ll-grCo.g.  +  r^'^^  (^^  -^{/.(?)-Co+rC,}-r^^^C«Co.{(«^_s;9}],[A^  =  .<^^^ 

""  1— 2r(?o^ga  +  r'  L       2^^  ~  ^rCoaqs  +  r»)^C„  Co« niy  +  r &n j/». JS C„ Sin n<j  + 

1  c  *  I 

+  {-r^l-r*)+r«Co«29a--r8Co«y*}-2C„Co5niy+r»(Sin2g«-rSm7.i)-2C„5mn<o+-.Cc(l-r2)(^^ 

^  k-t\  jfc-1-1  2  '  ^  'J 

=  ; T";;; ; — 7  T—  «  (^  —  ^^ ^^*  J«  +  r»)  :S C„  Coa  utq  +  r  Sin qft. S C„ Sin n^o— 

1  —  2rC/o«9*  +  r*  L       2  1  ;i  ' 

c  1  - 

_r(l  — 2rCo»3a+r=)-SC«Co<{vnt— «)9}  +  -r»(l  — 2rCo«9*  +  r»)Cc|  = 
ifc-f-l  2  J 

[c<  =  a«,A<<,<(*4.i),],  .  .  .  (XIV.) 

«  r    l  *~^  *^i  1 

"l-arCoJOtf+r » L   i^^ "^*'^'"^"^*' * ^-^^»^*" "'2  +  rSinqs.2{inSin utq-\.-Gic  (1  -r* )(r-<7o» q$)- 

,1  c-l  e_l 

-  {— «  (1  — ♦•')  +  »•*  Co»29«  — r»<7o»5»);SC„Co»n<y  +  r»  (5in2y#_r5fnM)^C„5in«to  + 

+2  Oc(l-r»)(r»-(7<«  25«)]=^-^^-^^— j--^[--(l  _2r  C^j.+r*)  ic„  (7o*«<j+r5in  y«ic,5tnn<-  - 

1  „  «1 

— rCA(l+r»-2rCo«j«)— r(l-2r(7o«9«+r»)^C„Co»{(n<_8)y)— -r»Cc(l— 2r(7o«?»+r')]= 

r  rSinqt  ,  1  ,  c 

"=  "Ll-arCo.y^  +  r»-^»  ^^^~  2  ^^*  ^?)-Co  +  rC,+  r»  Cc)  — -^^O^Co»  {(«*-.;,}], 

[rt  =  2»,  */  =.  »J  .  .  .  .  (XIV/) 
4* 
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In  dit  geval  verkreeg  men  verschillende  aitkomsten,  toen  ei  grooter  was  dan  s  en  tevens 
kleiuer  dan  2s,  naarmate  s  gelegen  was  tusschen  twee  opvolgende  veelyoaden  van  t,  tusschen 
kt  en  (i+  ^)^j  of  ^A^  '  j°^^  ^^  veelvond  van  t  was,  $  =  kt:  men  was  dos  verplicht^  dezelfde 
verschillende  toestanden  te  onderscheiden,  bij  het  grooter  worden  van  ct,  wanneer  namelijk  c<  — 2s 
werd.  Maar  nu  bleek  ook  tevens,  dat  men  in  al  deze  onderscheidene  gevallen  werkelijk  ver- 
schillende  uitkomsten  verkreeg,  en  dat  dus,  als  men  ct  grooter  dan  2s  maar  toch  kleiner  dan 
Ss  ondersteld  had,  voor  elken  der  verschillende  toestanden,  in  N^.  9  nagegaan,  ook  verschillende 
uitkomsten  zoude  verkrijgen.  Daarom  is  het  onderzoek  der  herleidingsformule  niet  verder  voort- 
gezet  en  slechts  beperkt  tot  de  gevallen,  dat  cl  <<  2s  is ;  zoo  als  trouwens  reeds  in  N^.  10  het 
voomemen  bleek  te  zijn. 

Overigens  valt  er  omtrent  de  herleidingen,  waaraan  de  eerst  verkregen  waardeu  in  elk 
geval  telkens  onderworpen  worden,  slechts  te  herinneren  aan  hetgeen  te  dien  opzichte  in  N^  10 
is  opgemerkt. 

12.  Lettende  altijd  op  de  voorschriften,  in  N^  9  ontwikkeld,  zullen  wij  door  middel  der 
integralen  (8)  en  (8a)  achtervolgens  verkrijgen. 

r(l  —  r^)Cossa         xdx 

0 

= ^ ;-[-r(l-2rCMy«+r«)^C»C<)«n/g+(l+r»)S/n9«3c„«nn«9+Cc(l-r«){-Cw»3»+-(l+r*j}]— 

= ^ -r-r(l-2r(7oio»+r»):lo„(7o»n«o+(l+r*)5i«9«.^C,«n«/}--Cc(l+r>)(l-2rC'o»v*+r>)l= 

2(1— 2rC/o»9«+r')L  i  l  2  -• 

- 1 Ci -t2"X^^' '"- V. M-o.+^ c.)],  [.-.j (XT., 

k  t 

=s r— r(l  — 2rCM0«  +  r*)SCnCo8tUq +  {1 +r*)Siuqs.SC„Sinntq  + 

2(1  — 2r6'o»9«  +  r»)L        ^  '  '    i  1 

+  [—(l—r*)Cotqi  +  {l+r^)(rCosZqt—r*Co*qa))SCnCotnlq  +  [l+r*)r[Siniq»—rSinq8)SC„Sinntq'j= 

c  c 

^ ^ [—r(l  —  2rCosgs  +  T^)2CnCosntq  +  {l+r^)Sinqs.SCnSinntq— 

2{l  —  irCosqs+T^)^        ^  ^  1  1 

—  (l+T^)Cosqs.il  —  2rCosqs  +  r^)2CnCosntq  —  {l  —  2rCosq8  +  T^){\+r^)Sinq8.2CnSinnigj  = 
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(1 — r^)CosM         xdx 


J    ^^^^h  —  ZrCosas  +  r^q^—a^ 
0 


ib-1  *-l 


» (1  —  2r  Cos  ?»  +  r*)  L  1  1 


+  Ck{l—r^)[—Co8^q8+-^{l+r^)}  +  {—{l-^^)Cosq8+{l+r^)(rCo82j8—4^^Co8q8)}SCnCo8ntq 

7b  •    .  « 


+(l+r»)5wiyr^C„Co»n«?--Ci(14T*)(l— 2rCM?«+r»)-{14^'»)(l-2rC()»j»+r*)-SC„C<M{(»<-»)j)]=- 

«  r  *  * 

ss — r(l  — 2r(7o»M  +  r»)^CiiC(wn<ff  +  (l+r»)SjnM.^C»5tnn<fl  + 

2(1  — 2rC4>»?«  +  r»)L        ^  »  t      /  ^    »  J-rv    t     ;       y    ^     »  »  t 

c-I  c-1 

+  {_(1  _r» )  Co»  j»+ (1 +r  » )(r  Co»  2j#— r  »  Ctf»  j»)) -ZC,  (7o«  nf j+(l +r  »)  r(5m  2j»--r /Sin  jr»)^0,«Sin  n/a+ 

*+l  *+l 

+  (1— r»)Cc{— Co»2g«.«i>»g«+^M+r*)}]-=^^^_g^^^^^^^^,^[-r(l— 2rCo»y«+r»)ic,Co»nfg+ 

C  1 

+(l+r^)Sinq8.2CnSinntq^{l+r*){l-'2rCo8q8+r^)SCnCos{{nt^)q}—--rCc{^ 

1  ifc+i  *  J 

[+r^)Sinq8 
-ZrCosqs+r^ 

= ^^^ [—r(l  —  irCosqs+r^)^CnCo8ntq  +  {l  +  r^^Sinqs.^Z^CnSinntq  + 

2(J — 2rCo»?*  +  r*)L  '  l  i 

1  c-1 

+  Cife(l— r»){— (?o*»?5+~(l+r»)}  +  (— (1— r»)Co«y*+(I+r>)(rCo«2y*--T*Co«y*)}.rC,Cb«^ 

e-1  1  ^ 

+  (1  +r^)r{Sin2q8—rSinqs)2CnSinntq  +  {l—r^)Cc{—Co8^s.Co8qs—-r{l+r^)}\  = 

A+l  *  J 

-.  c  c 

«     -  r_r(l  — 2r(7Mg«  +  r*).rCaCo«nf5'  +  (l+r*)5mj*..rC„5inn<j— 

2(1 — ^rCo^jtf  +  r^)  L  l  i 

1  ^  1  T 

— -Ck{l+r^)-{l-irCo8qs+r^)^{l+r^){l'2rCo8qs+r^):SCnCos{{nt''8)q}^^^^ 
-5^I^^^.(^)-»-t^«(5)-Co+4r^*+i(l+r*)CcH 


2Ll-.2rCo«gr*+r*  2  jfc+i  -«  ■-  J 


A— 1  *-l 
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Dat  dit  geval  tot  dezelfde  verscheidenheid  van  uitkomsten  aanleiding  geven  zoode,  was  wel  tc 
vermoeden ;  immers  zoowel  de  integralen  (8)  en  (8«),  die  hier  gebruikt  worden.  Frtammen  van  de- 
zelfde  herleidingsformule  (VI)  af  als  de  integralen  (7)  en  (7aS  die  in  het  vorige  N*.  31  tot  hefc- 
zelfde  doel  hebben  gediend.  Er  valt  das  ook  omtrent  deze  uitkomsten  slechts  hetzelfde  op  te 
merken,  als  omtrent  die  van  N^  11;  terwijl  de  toegepaste  herleidingsmethode  dezelfde  is  als 
die,  welke  in  N'*.  10  werd  uiteengezet.  Om  dezelfde  reden  als  vroeger  is  ook  hier  het  onder- 
zoek  gestaakt  bij  ct  =  28:  wanneer  men  toch  ct  grooter  onderstelde^  worden  de  uitkomsten 
meer  en  meer  zamengesteld. 

13.  Geheel  anders  is  het,  wanneer  men  de  integralen  (9)^  (10)  en  (11)  bezigt;  immers 
hierbij   was  geeu    sprake   van    verschil   in    hare   waarden,    naarmate  van  het  teeken  van  ns — p, 

P 
—  wanneer  men  slechts  let  op  de  gestelde  voorwaarde  («)  dat  —   niet  een  geheel  getal  mag  wezen : 

en  dus  ook  blijfb  de  waarde  van  de  algemeene  integraal  dezelfde^  en  verandert  niet  met  de  be- 
trekkelijke  waarde  van  et  of  eenig  kleiner  produkt  kt  ten  opzichte  van  8  of  in  het  algemeen 
van  l8.  Men  lette  er  op,  dat  deze  integralen  nog  alie  eene  sommatie  ten  opzichte  van  n  bevat- 
ten:  en  dat  dus  de  nieuwe  sommatie  ten  opzichte  van  i  hier,  zoo  als  oorspronkelljk  werd  aan- 
gegeven^  teii  opzichte  van  m  moet  geschieden.    Men  verkrijgt  alzoo  dadelljk  algemeen. 


f 


Sin8x  x^lx 


1      C  ao 

— - 2  C«  Sin  mtq.2 r»- 1  [Sin nq8. {Ci[{n8^mt)q]+Ci[{n8  ^mt)q]}—Co8 nq8. [Si [{n8+mt)q]+Si  [(«*— ml)^]}}- 

l    e  •  r 

—^2GmCo8mtq.2rn-\[Cosnq8.\Ci[{n8+mt)q]-a[{n8^mt)q]]'-Sinnq8.^^^ 

0 

+  SG„tSinmtq.2:r»[Sinnq8.{Si[{n8  +  nU)</]  +  Si[{n8—mt)q]}-\-Co8nq8,[Ci[{n8+mt)q]  +  Ci[{n^^ 

—  2GmCo8mtq,2r'»  [Cosnq8,[Si[{ns+mt)q2^Si[(n8-^mt}q]}+Sinnqs.[  C?[(n«-|-wii;9]— C/[(fi«— iiil)^])];  ,(XTII> 

r^    .X      {l  —  r^)Co88X         qdx  i,^    ro  ^ 

•^*  ("^)  V^Cossx  +  r-  73^  ^  r2Gn\Stnmtq.Ci{miq)^  Cos mtq. Si {m(q)\  + 

0 

1  <^  00 

+-{\+r^)2G^Sin  mtq.2rn-^[Sin  nqs,[Si[{n8+mt)q]+Si[{n8^mf)q'\  )+Co8  nqs.  {Ci[[n8+nit)q]+Ci[{n9-^)q'\)  ]— 

^  X  1 

1  C  00 

—  (l+r^)-2C,«Co«m/j..2r»-'l[CMwj«.{5t[(w#+mf)9]^^^^ 
£  1  1 
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Zoo  als  gezegd  is,  behoefde  men  hier  geen  onderscheid  te  maken  tusschen  de  verschillende 
betrekkingen  tusschen  ci  en  Sy  wat  hare  waarden  betreft;  maar  daar  tegenover  staat,  dat  men  na  bij 
de  dubbele  sommatie  of  blj  het  opmaken  der  dubbelreeks^  telkens  de  integraalsinus  of  de  inte- 
graalcosinus,  wanneer  haar  argument  negatief  wordt,  tot  eene  dergelijke  functie  te  herleiden  heeft, 
waarbij  het  argument  omgekeerd  positief  is  geworden.  Verdere  herleiding  der  uitkomsten  schijnt 
hier  niet  wel  mogelijk,  omdat  er  nog  te  weinig  bekend  is  omtrent  de  theorie  van  deze  beide 
transcendente  fnnctien. 

14.  Thans  zijn  wij  genaderd  tot  het  tweede  stelsel  integralen  (12)  tot  (17}>  die  bij  de 
substitutie  p  ^  mt  alle  deu  factor  Co»  mtx  bezitten.  Ook  dit  stelsel  is  in  twee  hoofdafdeelingeu 
te  scheiden:  de  drie  eerste  (12),  (18)  en  (14),  en  de  drie  laatste  (15),  (16)  en  (17).  Bij  het 
eerste  drietal  zijn  wederom  alle  sommatien  uitgewerkt,  hetgeen  bij  het  tweede  drietal  niet  het 
geval  is;  derhalve  komt  bij  het  eerste  drietal  geen  ordegetal  n  meer  voor,  en  kan  men  gemaks- 
halve  de  tn,  die  hier  bij  de  toepassing  wordt  ingevoerd,  weder  door  n  vervangen,  en  dan  ten 
opzichte  van  die  n  sommeeren,  van  n  =  1  tot  aan  n  =  c. 

Ten  aanzien  van  hetgeen  er  gebeart^  als  ct  kleiner  dan  a  is  of  daaraan  gelijk  wordt; 
wanneer  ctj  grooter  dan  s  zijnde,  al  of  niet  tot  9,s  klimt,  en  zoo  vervolgens;  waarbij  dan,  be- 
halve  in  de  beide  eerste  gevallen,  daarop  te  letten  is,  of  *,  en  evenzoo  2*,  en  zoo  voorts,  juist 
een  veelvoud  van  k  is,  of  ook  tusschen  twee  achtereenvolgende  veelvouden  van  k  gelegen  is;  — 
daaromtrent  blijven  hier  de  voorschriften,  in  N^  9  gegeven,  in  hun  geheel  gelden.  Het  eenig 
onderscheid  toch,  dat  er  hier  voorkomt,  is  het  vervangen  van  Sin  mtq  door  Cos  mtq ,  en  dit  heeft 
op  de  redeneering  van  No.  9  geenerlei  invloed. 

Maar  bier  vertooni  zich  eene  geheel  andere  bijzonderheid,  die  zijn  oorsprong  heeft  in  het 
gebruik  van  de  ontwikkeling  /4  {x) :  deze  bevat  toch  onder  het  integraalteeken  eene  functie  van 
deu    vorm    f^{a)Co8psn^   en    nu    bedenke   men,    dat   telkens   de  Dq  de  coefficient  wordt  van  eene 

afzonderlijke  integraal     1    (fi{a)daf   die  buiteu  het  sommatie-teeken  staat.     Zij  moet  dns  telkens 

0 
afzonderlijk   worden   bepaald,   en   daartoe   behoort   men  bij  ons  drietal  achtereeuvolgens  zijn  toc- 

vlucht   te   nemen  tot   de   integralen    (4),  (2)  en  (3),  in  N"*.  8  afgeleid.     De  uitkomsten,  op  die 

wijze  verkregen,  vertoonen  zich  dus  het  eerst,  afgescheiden  van  de  sommatien,  die  daarop  moeten 

▼olgen;    op    haar  oefenen  natuurlijk  in  geen  geval  de  verschillende  betrekkingen,  die  er  tusschen 

ct  en  s  mogten  ontstaan,  eenigen  invloed  uit:  deze  losse,  alleenstaande  integraal  behoudt  dus  bij 

iedere  herleidingsformnle  altijd  dezeifde  waarde. 

15.  Naar  deze  opmerkingen  en  de  hier  herinnerde  voorschriftien  van  No.  9,  verkrijgt  men 
door  de  toepassing  van  de  integralen  (12)  en  (12a). 

rSin^a  xdx 

^*  ^*^  1  — 2rCMW  +  r»  q^—a^  '^ 
o 

'^-^ — :r~;^ r^A^oir-Cos qs) + (Sinqs-Sln qs+0)SDn Sin ntq-^iCosos-^^Z BnCos nto  | = 

2(1 — 2r  Go«^«4"r*)L  1  1  J 
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Sinsx  wdx 


/«w 


0 

e— 1 


"2(l-2rL9,+r')  [Do(— C.>*9»)+(CM?*-r)yD,Ca.n(,+  Dc{&n»9*-i(l-r»)}]  - 
°2(l-2rL,,+r»)D'-^"^'>^"''  +  f^"^"''^^  +  ?^-^'-^^^^'  +  *"^]" 

=  i[l=i^ferA(,)  +  iB.].   [«.».J.   (xrx.) 

2(1— 2rCw9*  +  r*)L   °^  D      \      H         i  ^     n        «yt 

+  (&'«{«  —  T Sin%q8  -^  r^  Sin qs)  SHnSinntq  —  r(Co8%q8 — rCo8q8)SJinCo8Htq  1  = 

ifc-hl  ifc+1  -^ 

= ^^"^ \(r—Co8q8)  (Do  +  -2  D„  6\w«to)  + 

2(l_2r<7o«g»+r*)  L^  Y  M   o  t  ^     n         •y;  "r 

c  c  -• 

^  (l_2r CM<;*+r*)5m9«. -SD^Stnn^?  +  (1  —  2r (7o«9«  +r*)  Ow^a.JS  D„  Co^n/j    = 

ik+l  ifc+l  -■ 

°^  2(l-2rgo.y+r»)  [Po(r-Coa7a)-(ga.^^r)^D„Q>an<g+D4S»n>y--(l-r^))  + 

+  (Sino* — r/Si«2o«  +  r*  Stn9«)^D„Stnn<9 — r((7(w2j« — r Co« o«) ^ D„ (7t>* nto"!  = 

ifc+1  ifc-fl  -J 

= -^  r(r— Co«^«;(Do  +  -rD„C?Mn<j)  + 

2(1  — 2rC05^«  +  r*)  L^  ^ '^       '     X 

1  ^ 

+  -Da:(1— 2r(7o55«  +  r')  +  (l  — 2rCo595  +  r^)2D„  Co«  { (/i^— «)o}"l  = 

2  ifc-fl  -'J 

=  i  \.l-^Col7^  r^f^  ^^^  +  ^D.+iD,C.H(n^-^1^}],  [*e  =  .<ct<2.].  .  (XIX.) 

71  r  *  ^^ 

ss- ; 1  Do  vr—  Co8  q8)^\  Co8  qs-  r^^BnCos  ntq-jriSin  7«  -rSin  2  j»+r»Sin  o«)-2D„Sin  utq  - 

2(1— 2rCo«5*+r*)  L  1  |.+1 

c-l  1 

—  rt(7os29«— rCo59«)-2D„Co«n/9  +  Cc  {Stng^^.Stn^.? r(l    -r»))  « 

ifc-t-l  2 


c  c 


=  —;; — TTT; rT.  [(r—Co8q8)(Do+2Dn  Co8ntq)+{l—2rCo8q8+r^)2D„Cos{[nt^8)q}  + 

2(1 — 2rCo«^*+r*)  L  1  ifc+l  ' 
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Sin  Bx  ada 


1  —  ^rCoasa  +  r''  q^ — a?* 

ifc— 1 


n  r  «—1  1 

^  ^l—^rCosqs+r^)  \P^i^—(^^9^)-iCo'<l^)^^nC<>sntq  +  T>k{Sin^  j^^(l_r')}  + 

©— 1  «-1 

+  {Sin qs —  rSin Zqs  +  r^  Sin qs)2J)n Sin ntq  —  r*  (Cos 2qs  —  rCosqs) 2 D„  CosnJtq  + 

h^\  ifc+1 

+  0,[Sin%qs.Sinqs-\r{l-.^)}^  =  ^^^^ 

1  ^  1  T 

+  -'Dk{^—^rCosqs+r^)  +  {\—%rCosqs+r'')SDnCos[(ni—s)q]+  -Dcr(l—  9,rCosqs+r^)\=^ 

Hier  ziet  men,  dat  er  voor  elke  bijzoDdere  betrekking  tusschen  ct  qu  s^  ook  eene  bijzon- 
dere  waarde  voor  onze  algemeene  integraal  wordt  gevonden^  zoodat  er  hier  geene  zamentrekking 
yan  meer  uitkomsten  tot  eene  kan  plaats  hebben.  Maar  daaroit  volgt  dan  ook  tevens»  dat  eene 
verdere  beschouwing  voor  het  geval  dat  ct  grooter  was  dan  2*,  eti  bijv.  kleiner  dan  3«,  hier  tot 
telkens  onderliug  verschillende  uitkomsten  zoude  aanleiding  geven :  vandaar,  dat  die  beschouwingen 
sijn  achterwege  gelaten,  om  niet  tot  uitkomsten  te  geraken^  die  al  te  zamengesteld  zouden 
worden. 

Ten  opzichte  der  herleidingen  valt  hier  niets  nieuws  op  te  merken:  de  formulen  zijn  bp 
dezelfde  wijze  behandeld,  als  reeds  vroeger  in  N^  10  uitvoerig  geno^  werd  aangegeven. 

16.  Bij  het  gebruiken  van  de  volgende  integraal  (13)  en  (13a)  blijft  de  bewerking  wel 
hetzelfde:  maar  de  uitkomsten  veranderen  dikwerf  niet  met  de  verschillende  onderstellingen,  zoodat 
zij  ten  slotte  zich  tot  weinige  laten  zamentrekken.    Zoo  is: 


/    ^^^''' \  —  %rCossx  +  r^  q^—x^ 
0 


/.w — «^ 


'  />  — j^[Do»-'«n9«+{-(l-r*)-r<7o«7«+r*)^D„&nM<9+r(&B9*-r.O))^D„COTnt9]= 

^  1  — 2rclgs  +  r»  [*•  ^" ?'•  (^^»  +  SHnCotntq)  +  i(l  — 2r C0»qB  +  r*)2D^Sinntq'\  = 


NATUURK.   VERU.  DER  KONINKL.   AKADEMIE.   DEEL  XIl. 
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0 

_  p  1  c— 1  «—1 

l—2rCosq»+r*  L   "         ^*     '   g^  1  1 

+  T),{i(l-r^)Sinq»  +  r*Sinq»}'\^  ^_^^J^^^^_^^^[rSinq,.{Do+SJ)nCo»ntq)+ 
1  ^  1        (-         rSinas  1  ~i    r  i 

_  _  1  k  t 

= iDorStMM  +  -(l—irCo»qi+r^)SI)nSinntq  +  rSinq».SDnCo»niq+ 

l  —  ir<:o»q»+r*  L    "  ^     '    2^  1  i 

+  /±(i_rJ)_r>  Co»2M+r»Co»o»}^Dn5tnn<j  +  f»(An2g»— rSinj«)^D„C!(Mn^l  = 

= [rSinq».{Do  +  SDnCo»ntq)+-(l—irCosq»  +  r*)SDnSinntq  + 

l  —  2rCo»q»  +  r^  L         '    ^-  1  '2  1 

+  {l  —  ZrCo»qs  +  r*)rCoaq».SDnSinn(q—r8inq».(\—ZrCo»qt  +  r*)2DnCogntq\  «= 

=« rDor5ino»  +  -(l— 2rCo»o«+r»)-SD„Smnt?+r5in9».^D,ro»n«?  + 

1  — 2r(7o»3«+r»  L   "  *^2^  '^        1  i 

1  1  ' 

+  Di{-(1— r»j&n9«  +  r»  &n9»}  +  {-(1  —r*)  —  r^-  Coi2q»  +  r»  Cosq»)S  BnSinntq  + 

+  r»  (Sin2?«— rStn9.)^D,(7o»n»fl] -^_.^^^"^  ^  [r5in9».{Do+^D„Co.«*^}  + 

+  l(i_2r(7o«tf»+r»);SD„«nn«9+DA.O+(l  — 2rCo«j»+r»jr-SD„5in((n<-^)j}]  = 
'2  1  *+• 

=  "r,       jy\     JA9)+-,/Ai)  +  r2nnSin[(nt-»)q}'\,     [te  =  »<ct<2»]. 
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0 

n  ^  1  *  « 

. ;  [D^rSinqi-^-  -{l—iLrCosqs+r^)ST)nSinntq^rSinq8.SDn  Cointq+ 

1 — 2rCoaq$+r^  L  2  l  i 

2  c>— 1  c— 1 

+  (-(l—r») —  r»  (7M5Kj^+r»  C059*}  ^D„&'nnej  +  r»  (Sm£9«  — r«ng*)-SD„CM«^  + 

+  MI (l  -r»)5m29*+r» Sinqa]]  =  i_g^g^,y,^^»  [rSin9«.{Do+  iD„a>«n<?}  + 

+  ^{l—irCHMqa  +  r^) 2T)nSinntq  +  (1  ^ZrCo8q9+r^)r 2 DnSinUnt—s)q}  +J)e.O]  « 

TT  r  1  *  ^ 

a> l\rSinq8  +  '{\  —  irCo8q8+r^)2I)nSinntq+rSinqs.S\)nCosntq+ 

1  —  2r(/0*y«+r*  L  2  1  1 

+  {-(1—  r^)  —  r^Co8Zqs+r*Cosq8)2J)nSinntq  +  r^{Siniq8  —  rSinq8)2T)nCo8ntq  + 
2  ifcH-l  jfcH-1 

1  ^  *  T 

+  (_(i_r«)— r»  Cos^qs+r* Cos iqs) 2 BnSinntq+r^  {SinSqs--rSin2q8)2DnCosntq\= 
^2  2JfcH-l  WrH-l  -" 

°1  — 2rC?I  ^  ,  y2[^^^g^'(Po+-^PnCo^y*<g)+-(l  — grCo5y  +  r»}^DnSinn<^  + 

+(l-2r<7o«9«  f  r>)r-rD„Sin  {(n<-«)<^}  +(r»(?o«  295-r  »(7o«  9«-r>(7o«  S^^+r*  Cos  iqs)2DnCo9  ntq- 
t-l-l  24+.1 

c 
—  (r»  iStn  2<?«  — r«  Sinqs—r^  Sin  iqs  +  r«  Sin  iqs)  SDnCosniq']  = 

+  (1  — 2rCo«9«  +  r»)  (r'  Co«27«.-2D„5tnn<fl  — r»  Sm2fl*.-SD„Co«n<9}l  = 
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0 

«  ^  1  *  * 

1— Zr6o5^*-f-r*L  36  1  1 

1  2A+1  2Jb+l 

+  {-(1  — r»)  — r»  (?o«29«  +  r»  (7cwq#}  -SD«5mn<<?  +  r>  [SiH^qB  —  r8inq8)SlinCoBnlq  + 

2  A+l  jfcH-l 

1  C  C  T 

+  {r(l— ^*)— f*CMS9«+r*  Coi^qB}21inSinniq+r^  (Sin 8o*— r Co» 2^«) -S D„ Co« nto  |  = 

w  -  c  1  « 

=  , rrSino«.(Do+-SD„Co«nto)  +  -  (1  — 2r  Omo«  +  rn-S  D.Smnto  + 

1  —  IrCoBqB  +  r^  L         ''voi^  ^''2  xiy^»  y^ 

c  c  c 

+(U2rCo«y«+r«)r-2D„Sm{(n<-*)o)+(l-2rCo«o«+r«}(r«Co«2o*^D„&nn<o-r»^^ 

ifc+1  )W:+i  air+i  J 

w  r  1  ^  * 

=  ,     ■      ^ ;  -     Dor6ino«  +  -(1 — 2r  Co«o«+r*)-2D„&7in<o  +  r  Smo«.^D„  Co*n<o+ 

1 — 2rCo»75+r»  L  '2  ^i  i  ^* 

1  2ib  2ib 

+  {-(1— r»)  — r»  Co«29#  +  r»  Co«<?«)}-2D„Smn<9+r»  (Sm^?*— rSm9«)-SD„a>*n/9  + 
^  ifc-l-l  A+l 

11  ^ 

+  D2iH.i{-(l— r»)&n29«+r»Sm<^«}+{-(l— r*)— r»Co«395+r*Co«2(?5j^D„Sinn^  + 

«  -,  TT  r-  ^ 

+  r»(&'n3^«  — rSin29#)-SD„Cb«nt7|= \TSinq8.[\)ii^SJ>nCo^ntq)  + 

2^^4-2  -J       1  — 2rCo*^*+r     L  i 

+  -.(1— 2rCo<05+r»)^D„Smfi<o+(l— 2rCo«o«+r^)r-rD„Stn{(n^-«)o}+Dw.+i.0+ 

2  1  kvl 

e  c 

+  (1 — 2rCo*9«  +  r*)  {r*  Coj2o«.-ZD„Smn<o  —  r*  Sm^^^.-ZD.Co^wto    « 

2ib48  &b+2  J 

"^"^ili^^fj^  («H?  }H^:^nSn{(n*.2^)9}]J(2iH.l)te2*<d<84 
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0 

n  r  l  *-i  *-l 

= \T)orSinqs+-  {l—2rCoBq»+r^)SJ)nSinnt(i+rSinq8.2DnCo8ntq  + 

1  —  irCo8q8  +  r^  L  g  j  ^ 

1  1  ^^1 
4.Dib!-(l  — r»)Sifi9«  +  r»5tn9«}  +  {- (1— r*)  — r»  CM2?*  +  r»  Co*?*} -S  DnSinnifl  + 

2  *  ib+l 

«*+l  1  .  1 

+  f^{Sin  2q8—rSin q8)2:J)n  Cosntq+DfUii-l  1— r»)&Vi  ^^^+r* 5tn  ?<  |  +  {-  (1— r*)— r*  Co8  Sqs+ 

C  C  -I 

+  r*  Co«  2y«)  -S  Dn  Sin  ntq — r » (&'n  Sqs  —  r  &'n  2^«)  2  D„  Co«  n(j    = 

n  r  *  1  ^ 

= T^ rSinq8.{Do+SDnCo8ntg}  +  --{l—2rCosqs+r^)SDnSinntq  +  I)k.O  + 

1 — 2rC;o#j»+r*  *-  i  '2  i 

c  c 

-j-  (l_2r  Co«j*+r>)r^D„5in{(n<— «)^}  +Dafc.  0  +  (l— 2r  Co«  j*+r')(r»Co«2y«.-2'D„Smn<9— 

—  r»Sin2y5.iD«Coan<?)l  «  n\- "^    "/t  r,  .^f*  ^^)  +  o>'»  (g)^*'-^^» Sin{{nt—8)  q]  + 

24-hl  -•  *-l  —  Zroo^j«  +  r*  z  k^i 

+  r^SDnSin[{nt  —  i8)q}^.     [*(  =  «,  2«<c<<3*|. 

Omdat  hier  Toor  ct^  tasschen  s  en  2^  gelegen,  de  uitkomsten  dezelfde  bleven,  hetzij 
il;(<«<(£  + l)t,  hetzLJ  b^s  was,  is  bij  het  hoofdgeval,  dat  ct  =  28  is,  geen  onderscheid 
gemaakt  tusschen  beide  bijzondere  gevallen.  Yandaar  ook  dat  hier  het  onderzoek  werd  voortgezet 
▼oor  et  tusschen  2«  en  3«  gelegen.  Men  kan  nu  deze  negen  uitkomsten  tot  een  viertal  herlei- 
den,  dat  werkelijk  onderling  onderscheiden  is:  men  heeft  dan 

/•  1 — r*  ada  r-        ^ — Sinqs  1  -,     ^ 

0 

trSinos  1  *  -i 
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17.     De   Tolgende   integiaal    (14)   en   (14a)   ge^   op   diezelfde   wijze   aanleiding   tot   eene 
herleidingsformale,  vaarbij  de  bewerking  wederom  dezeifde  blijft.    Alsdan  is 

rf  (1  — r*)g<»«*         qdx 

J*  ^*^l_2r(7OTM  +  r»  y»  — «»  "" 


=  2(i_ar^g,+r»)["°^^+^')^"g'+  {(l-'*)««9^1+r»)((7o.j«+r»))  i  D,5m«<?+ 

+(l+r»)(A-ng«— 0)iD, Cwntg]  ==  g^^__^^p^^  ^^^    [(l+r*)&iig«.{Do+iD,aM«<g)  + 

+  (l-2rCwj.  +  r«)iD„&««tj]==^[^-^i±-£^^^/,(y)  +  r/,(j)],     [c«  <  ,], 

=rrr-T-^ rvri^o(l4^)&no«+T(l-2rCo«9H-r*).rD„««nto+(l+r»)5mff«!^D«Cb«n<H- 

2(1— »r(7o«9«+r*)L  1  i 

2(1— ^rCo^j-a+r^jL    «  ^  ^  ^     ^  -x 

c  c 

+{ ( l-r»)Co«^«-  (l+r»)(r(7o«  2<^«-r»(7o*95) }  -SDnSm  nf^+^  1  +r»)r(/Sm  ^qa-^Sin  qs)S  DnCo8  ntql^ 

^TTi — rr r-rNr(^+^*)^*^9*-(^o+-^D„Co«n<5)+r(l— 2rCo«9«+r»)^Dn5tnn^  + 

*(l-^3&r  f  o«^j5+r*)*-  1  i 

+  (1  — 2r  Co»9»  +  r')(l  +r^){Coaqs.ST)nSinniq-{.Sinq».ST)nCotniQ)'\  == 

k+1  k+1  J 

^l{Jl+in^^f^^^)  +  rf,{q)+{l+r^)SJ>n{Sin{nt~»)q\l\     '«^^^'^     1 
2'-l  — 2rCo»9»  +  r»-'*^^'^   ■'*^^'^^    ^     V»  '^**-' life<<»<(i+l)<J' 

k—\ 
•\-{\-\-r*)Sinq».S'DnCo»ntq-\'Tik[{\—r^)Sinq,.Coiqg-{-{\  -\- r*)rSinq»}  + 

«  c 

4^(l-r»)Co»9»-(l+r»)(rCo»29»-r»Cb»9»)):SD,Smn<?+(l-|-r»)r(5in2o»-rSfno«)^D„C4)«n<o|=== 

t+l  t+l  -J 

=       _^^  "^  ,+r»)  [(^^•"'^'^•««••Po+iDnftwn^^+ril— 2rCo»,»+r»)  jD„Si«n<?  + 
+  Dt.O  +  (l  — 2rCo»9»  +  r»)(l+r»)(Co»9».:SD„5»nn<9— Si«5»..2'D,CiMn/9)l  = 

=  i  [l-2t2y+'r'-^*  ^'^  +  "^'  '^^ ■*" (^+''),i°-^'" {(»^)?}] '     \ki^»<ct<i»\ 
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r  {l—r^)CoBss         qdm      _ 

I    ^'^"^l  —  ZrCosaa  +  T^  q^—a^  '^ 

0 

^77. TT 'r^Jj)o{l+r')SinqB  +  r(l  —  2TCoBqi  +  r^)2J)nSinntg  + 

2(1  —  2rt08q8  +  r^)  i.  i 

+  {l+r^)Sinqs.2DnC08ntq+{{l—r^)Co8qa+{l+r^){TCos^s—T^Co8qs)}SJ)nSinniq  + 
1  k+l 

c-1 
+  {l+r^)r{Sin2q8—rSinqs)2DnCosniq+T)c{{l—r^)Cosq8.Sin2q8+{l+r^)r^Sinq8}\= 

—  ^  ^_^^J^^  ,)  [{l+r^)Sinqs.{Do+2J)nCo8ntq)+r{l—^rCosqs+r^)2T)nSinntq  + 

+  {l—^rCosq8  +  r^){l  +  r^){Co8qs.SDnSinntq  —  Sinqs.2DnCo8ntq)+Dc.o\  = 

2  1 — 2rC;o«^«+r*)L  1  1 

2k  %k 

+  {{l^^)Cosq8+{l+r^){TCo82qs—r^Co8q8)}2DnSinnlq  +  {l+r^)T{Sin2,qs—rSinqs)2DnCo8niq+ 


+  {(l-r»)(:o«9g--(l+r')(r»CM89#-r»Co»2^«)}-SDnSiwn^+(l+r»)f«(Stn39«--rSin29^^^ 

ik-l-l  2ik-|-l  -" 

==  ^T; r"7 7—r.  Rl  +  ••*)  ^*»9*-  {^0  +  -S  D„(7o*nf9)  +r(l  — 2rCo*,*  +  r»)  ^D»  &n  nto  + 

2(1  —  ^rCosqs  +  r^)  ^  ^  1  i 

+(l+r«)  (l-2r6^o«9«+r«)  ^DnSin  {(nt-^)^)  +{l+r*){rCo8  ^qs-r^Cosqs^^Cos  ^s+r^  Cos  27«)-2'D„5inn<o+ 
*+l  ik^\ 

c 

+  (1  +  r>)  r  (Sin Zqs — rSinqs — rSiu  Sqs  +  r»  Sin  ^qa)  2  l)„  Cos ntq  \  = 

%k  rl  J 

+  (l+r»)(l  — 2r(7o«9«  +  r»)(rCo«29*.:SD„AVnw«^  — rSin^o^.J-DnCo^nto)!^ 

«4+1  «4-f  1  ^'J 
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^*^*' l^tr CotM  +  r*  0»—«»  ~ 

V 

k  k 

""  a(l-gr(Ly,+r»)  [DoCl-l-r^^&nfli+rCl— arCM9*+r»)^D,5wn<5+(l+r»)Sin9fc^D,  0»««^+ 

ftb+l  M+1 

+  ((1— r»)Co«  9«+(l+r»)(rCo»  2o«--*»Cfo«o»))  ^D,SM»nto+(l+r»)r(iSi»i  29»— r5in9«)^D»C(»«  ii«ff+ 

t+1  *+l 


+  ((1 -r » )Cb«  j«-(l +r » )(r » Co«  8o»-r » Co»  aof )}  ^D;5tn  n«g+ (1 +r  » )r  >  (5tn  3o«-r5tn  2o«)  J5D,C<>«  ntol= 

ik+i  2*+a  -• 

°"8(1  -trCo»  ,^^,x[tl+*'')^"g*-{Po-|-iD.Q)»n/g)  +  r(l  — 2r(3t>«?«  +  r»)iD,5mn/9  + 

e  e  c  ^ 

+(l+r«)(l-2rC(?«9«+r«)^Dn&n(  (nt-^^q  JH.(I-hrt)(l-2rCo«5«+r«){rCb»2g«.-rD,Sinfi«j-r&n25r«.-2'D«C7Mnty)  = 

ife-fl  2ife+9  2*+2  -■ 

=  2(i_2ra^  ^+rM  [''«(l+'''i'S^''»?*+''(l— ^^^^^^«^^^'^-^«'S/nne^+^l+r^^Sinj^^ 

2A;  %k 

+  {(1— r*)Co5  9«+(l+r»)(r(7M27«— r»CM9«)}JS'D|,&nn^9+(l+r»)r(Sm29*— r/Sm5^)-SD„<7M 

ife+l  i;+L 

+D2^+i{(l-^jC<W9«.Sm29«+r(l+r»)Stn^»)+((l-r»)Co«9«-(l+r«)(r»C(>«89^ 

2H-8 

+  (l+r»)r*(Sm8<?«— r5m29*)-SD„Ci>«n<?1  =  — ^ r,  r(l+r*)&n9«.(Do+-SD„CMn(9)+ 

2i:-4-2  -*        2(1 — 2rc/o«(?«+r*)  L  1 

+  r(l  — 2rC7o«9*  +  r»)JSD„Smn<j  +  (l+r»)(l— 2rGw9«  +  r>)-rD„5tn{(n<— «)?}  +^2^^.1.0  + 

i  fc+l 


C  C  -. 

+  (J  +r»)(l  — 2r(7o»^5  +  r»)(rC7o«2o«.-rD„Smn<o— rSjn27«.-rD„(7o»nf9)  1  = 

2ife+2  a*+2  "■ 
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=11-^^^^^^^ 


^                        ff  p-  jfc-l  k-^i 

^ Z Vp^lJ^r^)Sinq$+r{l—%rCosqs+r^)2DnSinniq^ 

2ir— 1 

+J)j^{{l—r^)Sinqs.Co3qs+(l+r^)rSinqs)+[{l—r^)Cosq8+{l+r^){rCos2q8^^ 

2fc— 1 

+  {l+r^)r{Sin2qs—rSinqs)2BnCosniq+B^[{l—r^)Co8q8.Sin2q8+r{l+r^)Sinqs]+[{l—r^)Cosq8— 

_(l-|.|.i)(r«  CosSqs—r^CosZqs)]  2'DnSinniq  +  {l  +  r^)r^{SinSq8  —  rS{n2qs)2J)nCosntq'\  = 

24-1-1  2A+1  -* 

=.  J -\{l+r*)Sinq8.{Do  +  :SDnCosniq)  +  r{l—%rCo8qs+r^)2DnSinniq+Dk.O  + 

2(1 — 2rCosqs+r^)  y-  1  l 

+  {l  +  r^){l—2rCo8qs  +  r^)2DnSin{{ni  —  s)q]  +  D2k^0  + 
+  {l  —  ZrCo8q8  +  r^){l+r^){r  Cos  Zqs.  2  Dn  Sln  nfq  —  rSin  2qs.  2  D^Cos  niq)]  =» 

2X:-i-l  2i+l  -^ 

De  herleidingen  yolgden  hier  wederom  denzelfden  gang  als  vroeger.  Omdat  hier  voor  de  waarden 
van  ct,  grooter  dan  s  maar  kleiner  dan  2«,  de  uitkomst  niet  onderscheiden  was,  hetzij  s  een 
veelvoud  van  t  was  of  niet^  is  er  vooreerst  bij  het  geval  van  ct  «=  2«  geen  onderscheid  gemaakt 
tnsschen  die  beide  toestanden;  vervolgens  konde  dan  ook  hier  weder  wordon  voortgegaan  met  het 
onderzoek,  wanneer  cs  grooter  dau  28  werd^  maar  toch  kleiner  dan  Ss  bleef.  De  negen  verschil- 
lende  uitkomsten,  die  op  deze  wijze  werden  verkregen,  zijn  echter  niet  alle  onderscheideu,  maar 
laten  zich  licht  tot  de  volgende  vier  gevallen  terugbrengen. 

0 

TTr-    (^'i-r^)Sino8  *  -| 

=  i  [l=i^S?+;:^^*^^^+**^'^^)+^^  +  ''niD,si«  {(,.-.),}  + 

6 
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18.  Wauueer  men  nu  de  volgende  integralen  (15),  (16)  en  (17)  gebruikt^  worden  de  uit- 
komsten  wederom  veel  eenvoudiger,  in  zoo  verre  namelijk  hier  al  weder  ieder  onderscheid  weg- 
valt  tusschen  de  betrekkelijke  waarden  van  ct  en  s.  Daartegen  staat  evenwel  over,  dat  de  eerste 
sommatie  ten  opzicbte  van  n  niet  konde  uitgevoerd  worden,  en  dat  derhalve  deze  tweede  sommatie 
ten  opzichte  van  m  moet  genomen  worden. 

Wat   vervolgens   betreft   den  lossen  term,  die  tot  coefiScient  heeft  Dq  en  tot  tweeden  factor 

de  integraal    1    q>(x)dx:  deze  wordt  bij  het  gebruik  van  de  formule  (15)  gegeven  door  de  vroe- 

gere  integraal  (1);  maar  ten  aanzien  van  de  beide  andere  integralen  (16)  en  (17)  worden  d» 
overeenkomstige  integralen  voor  die  losse  termen  niet  gevonden:  en  dit  ook  terecht,  want  zij 
worden  toch  ieder  op  zichzelve  oneindig  groot,  zoo  als  dit  uit  de  integraal  (5)  reeds  volgt,  en 
nog  duidelijker  blijkt  uit  het  theorema  (IV),  dat  vervangen  werd  door  (IVa),  waaruit  die  inte- 
graal   (5)   kon   voortspruiten.     Men   komt   evenwel  gemakkelijk  aan  dit  bezwaar  te  gemoet,  door 

c 

in   plaats   van  /^  {a)  te  gebrniken  de  andere  f^{x)  —  Dq  =  ^BmCosmta:  daardoor  toch  vervalt  de 

losse  term,  en  daarmede  het  geheele  bezwaar,  dat  zich  hier  voordoet.     Men  verkrijgt  nu 

Sinsx  qdx  oo  _ 

•^'  ^^^  \~%tCosbx  +  t^  q^—x^  ^  Do-Sm-J  [Sinnq8.a{nqs)  —  Co$fiqs.Si{nqs)\  -}- 

0 

\      ^  oo  _ 

+-2Dn,Sinmtq.Sr^-'^\Sinnqs\Sil{nS'{'mi)qy-Sil^^^ 

1     C  00 

— --SD,^  Cos  mtq.2r^-^\Cosnqs\Sil{nS'^mt)q'\-{~Sil{nS''mi)q']  )+5i»  nqs.[  (?t'[(n« +«e)9]-a[(fw-m«)9]  j]  ;.(XXII) 
[/,(ar)-Do]  ^ZI^^'~j^i  ^rZI^r  -  S^^OmlCoimiq.Ciimtq)  +  Sinmtq.8i{mtq)\  + 


/ 


0 

c 


-I-  -2* T>niSin mtq.Sr^\Sin nqs. {«[(wd+m/)?]—  a[(n«— m^)}]}— Co« njs.{St[(n«-f-mf)?]— Si[(n*— Jii<)3)]}]+ 

-^^SYimCos  mtq.2:T^\Cos  nqs{  Cil{nS'\'mi)q'\  +  Cil{ns-mt)q'\  ^-^-Sin  nqs.  {5i[(n«-|-m/)  j] +ft[(n«-.m^  j]}]; .  (XXni; 

r,     (] — T^)Cossx        xdx  c 

[/Jr)-DoJ  ^_g^^j^^_^^^  ^^— ^==  r^D^[C(»m(g.(?i(m<g)  +Smtn<j.S.("'^g)]  + 

0 

1  C  OD 

+-(l+r»):SD„5tnm<5..2r»->[5iKnj4a[(n»+m09]-C'i[(n<-OTi)9])-Co4n^«.[S/[(n»+»iO?]-'S»[(n*-nU)9]}]-|- 


1+f») 

1  "       1 

En    hiermede  zijn  wij  aan  het  einde  gekomen  van  het  stelsel  algeraeene  herleidingsformulen. 


'^-A\'{-r^)SDJ)osmtq.^f^^ 


dat  wij  wenschten  af  te  leiden. 
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^   8.      T0EPA8SIN6   BER  YERKREGEN   HEBJLEIDINGSFORMULEN. 

19.    Wil  men  dit  stelsel  herleidingsformulen  gebraiken  tot  het  afleiden  van  nieawe  bepaalde 
int^ralen,  zoo  bepale  men  zich  yooreerst  tot  de  overeenkomstige  ontwikkelingen 

11« /a\ 
/, («)  «a  (2 €09- ixy. Sin -ata^  2  l     j  Sin mtx , 

1  1  «  /  a\  «    /  a\ 

f^{x)  —  {%Co9 -txy.CoB- atx^  2  [     1  Co9mtx  «=  1  +  -S        )  Cosmtx, 

2  2  0  \»»/  1    y^i 


waann  nn 


Cm—  {     ]  «BB  Dm  de   m  -  de   binomiaal   coefficient   van  den    aanwijzer    a   voorstelt. 

Zonder  de  algemeenheid  der  formulen  eenigzins  te  benadeelen,  kan  men  willekeurig  over  /  be- 
schikken,  daar  men  immers  altijd  nadt)rhand  door  de  onderstelling  x  =  ty  de  standvastige  t  we- 
derom   zoude   kunnen  invoeren.    Deze  opmerking  kunnen  wij  hier  nuttig  gebruiken,  door  ^  «  2 

te  siellen,  en  alzoo  het  element  —tx  tot   de  geheele   x  terug  te  brengeui  waardoor  de  gebroken 

vormen  worden  vermeden. 

Op   die   wijze   leiden    wij    uit  de  algemeene  vergelijkingen  (XIII)  tot  (XXIV)  achtereenvol- 
gens  de  volgende  integralen  af. 

/*  _             Sinax.Sinsx          gdx            n         r — Coaqa  ^  «  r  -■ 

Co9«x.     l    , r-7-1^ 7  — x; 7-p; ^—rCos^q.Sinaq,  r2a<*l,  .  .  (18«) 
1 — ZrCossX  +  r^  q^ — x^        2  l  —  2r Cosqs  +  r^  ^  ^'L     ^J'         ^     «^ 

0 

^2A  +  1)<.<2(A+1)'  *=-<i^i('-l)J} (!»<') 


6* 
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r_,            (1 — r*)Sinax         qdm 
Cotflx = 
1  —  2rC<M»«  +  r»  o» — «* 

0 

°  "[l- J^gl+r»^'^^-^^"^-?  (^g-g<"«g-^)]'   h=-i  •  •  •  •  (19*) 
-  " [l-/rtr«  +  r»^'^'°^-  ^''•*«-I  (^«-  ^"^ -  5i|,(n)  ^«((*— ')?>)] • 

QlliaO - 

[T=Sp^^'"^-^''^(^^'°^-^"'^eM'-  (l)})-4i(n)^"f^'"-"^^>]' 

.  .  .  (19d) 

(19.) 

»  JT  r —2 — : — -  Co9*q.Sinaii — -(Cot^q.Cotaq \l  —  r'  —  i 


[«<2a<2«,     "I 


I  ii  =  <£,-«,  breuk   1» 


2"*+!  \n. 


r(l — r*)iStn«».Co<«x     «</« 
Cos^x  —— — 
1  — 2rCo*««  +  r»    ?»- «» 
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I    '''"^*   i  —  irCoiM  +  r^     j»— «»        ill  —  irCf8q»-{-r* 

ill  —  irCoiqs-i-r*        *         x        ^        s  »      2a 


■  ^-^c 


—lir-,f,(J^- ((«—)'}]•    [*=.£i..  gahaelJ.-(^«-) 
aLl_2r(?a#g*+r»         »  !/         ^        »        ~^         ^a+lj 

o 

—  Cm  117«.  {5t  [(iM  +  2m) gr]  +  Si [(n«—  2m) ?]}]  — 

-si  ^\Coi2mq^f^^rCa$nq8{0i[^^  (21) 

/*  fl — r^)Sinaa         odx  1    «  /a  \  r- 

— -Zl  ^  j5in  %mq.2  ASin ii9«.(Si[(ii«+2m)7]+5i[(>i«-2m)5]]-h(7o«  115«.  {(7i[(fw+2m)3]4-Ci[(n*-2m)7]}"|- 


o 

+ 
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^\co82.mq3f^-^[Co8nqs.[Sil{ns-\'Zm) 

rCo8ax.Sin8m          ada           n         r — Cosqa         ^         ^  r«     ^   1  /«^  % 

Cos<^a r  = ^; — Cos^q.Cosaq,  |2a<«|,  .  .  (24a) 
l  —  2rCo88a  +  r^q^—x^        2  l  —  ZrCosqs  +  r^  ^  ^'  l     ^   J'         ^      ' 

0 

=  - r ^—    ^^g* — -Co^ag.Cwao^ -rl,  r2a-»«l, (24^) 

-=-r **""   *"g' — i(^t'q.Co9aq  +  —  2r]Co$[(2n—s)q\+-^'\,\,       pl     '        ,    |,.(24e) 

2Li_2rCo»j.  +  r»        *         ^^2«a+i\«/       ^^         '^' ^  2<»+l-l'l  *==<^ -»,  brenk  I'  ^     *' 

^nr      r-Co,gs      go.«g.C(»ag+-l-fr+W|+li  (V'{(g"-^)3)1->L     V^"  "\    il-(24/) 
2^1— 2r<7o»j«+r»        "'         "     2a+l  l    ^  \A/J  ^2«i+i\«/       ^-  ''"^J  1  *=<^^,geheel  I'  ^     ^  ■* 

/"  fl— -r*)Co«aa?       ada  r         riStno»  1  ^       ~\   w  1 

J  1— 2rCo»«»+r»  9»—*»         Ll— 2rCo»g»+r»         ^  '  '  2        '  ^J   l    ^^  J'      ^      «' 

0 

o  /  \  r»<2a<2»r| 
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\—lrCoB8X+r^q^—x^         U— 2r(7<M5»+r»         ^  *   '  »         ^  ^^ 

0 

r  (1 — r' )  gp»  ax.  Co»  »m     qda 

^"  l  —  irCos$x  +  r^    o>— «»  " 
u 

-i[i=^S^'^'^"'+''''^'*°'+^Lf.C)*"«''"'«'t;fi(3'*'«'"'''^^ 

[2*<2a<8«,              o  1   1 
2ifc<_»<(2/f  +  l)'         <-^  2  *J  ' ^^^«) 

rCosax.Simx          qdx  1   S       .r«.  ^..      v  ^.,       t 

C7o«<»a?:; r-;; ; — r  "T :  =  --2rn-\\Sinnqs.C%[nqs)—Cosnqs.8%(nqs)\  + 
u 

+  ■— •  -^  (  ^ )  5m  Zmq.  S  r«-l  [Sm  nj*.  {Si  [(iw  +  2m)  3]  —  Si  [(113  —  2j»)  9])  + 

+  <7<w  nj«.  {«  [(n*  +  2m)  9]  +  Ci  [(«*—  2«»)  9]}] 
—  — j-sf^  j  (7o*2m9.^r«->[(7o<«9*.  {5i[(n«  +  3m)9]  +  5i[(n*  — ^»)^]}  — 

— /Smn9f.{C7i[(n5  +  2m)7]— Ci[(n5— 2«)?]}1;  .  .  •  (27) 
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ACot»«.Co»aa ^l '^ ^_f_„ — S  (     |  \Cot%ma.Ci(%mq)-\-Sinimq.Si(inui)\  + 
SJaJ  l_2r(?oi«at+r»  9»—«»       &«  1  \in/  »-  '      ^     ^  -■ 

0 

+— ^  r  j  Sin  lmq.S  ASm  nqt.  {Ck'[(n«+  8»)^]— Ci[(im— «m)?]}  —Cl)»  «^a  {«»[(«•+ 2m)?]— 5»[(iw— 2m)9]}] 
+  -S\^\Cot%t^^r^\Co»w^{Ci[(,n»+im)<i^^ 

f  [^*---^-  — fJ  r=^SS^^==|if  (1)  [^^^^-  «M  +  5m2m,.  «(2m,)]  + 
+-^^^\    1  ^««^^^.^^«[«^^^«.{«[(nH-^m^y^-CitX^JM-^m)?])-  C<Mnj«.{5»['n*+2m)<j]— St[(fw-2m)j]}] 


2"+! 


.^*  jc<w2mg^r"rC<wnj^.{(X[(««+2m)9]+a"[(n»-2m)j]}+Smn54&X(«+2™)?]-^[(«^2m)y]}].(29) 


20.  Uit  de  aandachtige  beschonwing  van  dit  stelsel  integralen  blijkt  al  spoedig,  dat  men 
daarnit  onderscheidene  andere  formnlen  kan  aileiden.  Tot  voorbeeld  neme  men  de  som  en  het 
verschil  van  de  integralen  (18a)  tot  (I8d)  eu  (26a)  tot  (26,^),  zoo  wordt  achtervolgens  hier 

r  (l—r*)Co»[{i  +  a)x\      xdx 

1  —  2rCo88x  +  r^      q^ — 4?* 

0 

nr-    {l+r^)Sinq8     ^          ^          ,   2r« +(1  — 8r»)CM7«  ^  ^.        n 

«•«hrHrTr r^Co8^q^Co8aq+     ,   ^;    ^ 7-—^  Co^^^q.&naq     = 

2'-  1— 2rCo«9«+r»    '  1— 2rCi»j«+r»  *         ^  "  2<»-li+i\n/       '^^  "'-^ 


[i<2a<2«rj 


(304) 


"r^        (l+f-^^Sinf^i+a)?}    .         r  — 2(3o»o« 

2L  1  — 2rCo32»  +  r»     ^  1  — 2r(7(»»g«  +  r*  *  ^^ 

+^.U(:)^«'»-w+jj(:)«.((«-.)«,)}].[/^'<ii!;\.*-£i.]..(3a. 


Digitize(d  by 


Google 


BIJ  DE  THEORIE  VAN  BEPAALDE  INTEGRALEN.  49 

(l—r^)Co8{{s  +  a)x}      xdx  nr  {l+r^)Sin{{s+a)g} 


rCotflx 
1  —  SI.TC08SX 
0 


+  r^      q^—x^         2L        ^     l  —  ^rCosis  +  T^     "*" 


r(l— r»)Co<((«  — a)a:}      xdx 
^*      1  — 2r(7o»*«  +  r*      y»— «» 
0 


«r    (l+r»)Sino*     ^  ^  .   2r— (1  4-r»)Co»o»  ^  „,        n 

T       ^        (l+r*)5in((« — a)fl}    .  2f5jnao         „       -\     w  1  ,«,  . 

=  ^X—Cofiq-  7     '^ v^  + — — Coifla\,  f2a<»l, (81«) 

2L  *     1  — 2rCo»9»  +  r»      ^  1— 2r(7o»y,+r»  *J'l      =■■  ^      ' 

T      ^         (l+^^^^^Sm^^» — a)o}  2r5»nao        ^  .    1    £, /a\  „.    ,,„  ,    ,t 

2L  *     1  — 2r(7o»5»  +  r*    ^  1— 2rCo»  j»+r»  2«i+i\n/        ^^  '*'J 


[;<2a<2«,  I 


(3l6) 


+'»iO"f'"-"">l]-  i"</<ti+i.'-£^i <"'' 

-  i  [-'^"   1-2*  4.+-'    +  i-it.a.,.+r.  ''■^'  +  ijlf,0{<'"-W+ 

+'i.(:)^t'"-"'''}]-  i«+io°< /(*'+!)'  '-.!:5<— )) <»'') 

Stelt  men  verder  in  (30^)  en  (31«)  «— 2a,  en  evenzoo  in  (30^)  en  (Sl^)  «  =  a,  welke 
vei^lijkingen  toch  voor  deze  onderstellingen  gelden,  dan  verkrijgt  men  de  vier  eenvondige 
aitkomsten. 

r(l_ra)  CosZax         gdx 
^*  ^J— 2rCcw2aj?H-r^  q^ —x^  ~ 
o 

nr^  l\  4-r^)Sin'^aq  r — 'StCosiaq  ^  ^         n 

2L        ^l— 2rCo«2aj+ r>  ^  1  — 2r(7o«2a5+r>  ^  ^y  \     i 


NATI7URK.    VZllH.   DER  KONINKL.   AKADEMIE.   DEEL  XII. 
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/*/>^.i«^     (1 — r^)CosaiD         qdx        n^     ^ (l+r^J&na//  IrSinaq 


'Cosax     (1-^^)^^^^     ^-^^T-Co^y     (l+r^)&na7  2r.9m.,  •._ 

i—2rCoa2.aa+r'^  q^—a^      2^  ^  1— 2rCM2aj+r»  ^  1— 2r(7o«2aj+r«         ^J 


n  ^  (1  — r)*  Sinag 

Cosaq — 5^ -/ ^;      (83) 

2  ^l— 2rCo»2a^+r»  ^     ' 


f 


(1 — r^)Cos2aa        qdx  '^Vn    ^      (l+r')Sin2a^ 

1  —  ZrCosax 


x.ax        qax  w  r^  (1 -f- r*join*^ao 

—  =  -     Cos<^Q + 

4.r'9»— i?^         2  L        ^l  —  2.rCosaq  +  r^   ^ 

r — 2CosaQ  r^      ^  la\  ~\     w  r^lT 


r 


^                  1  —  r*                 firdo? 
Cos^a — 


1  — 2r(7oj»aa?  +  r*  j*  — «•' 

Wi-      ^  (14-r*)5«nO  irSinaq  ^  r     «/a\^    ,  n 

=  n  1—  ^^•''^ 9  .         '        r  +  — 7, ^-r— : Cos<^q+^2;[     \Sin{(2,n—a)q]    — 

2L  ^  i—ZrCosaq  +  r^^  l  —  2rCosaq  +  r^         ^^2«it+i\«/      ^  ^-^ 

21.     Men  kan  hier  ook  de  ontwikkelingsvergelijkingen 


c 


uSinU — uc+lSiVif(c+l)to)4-uc+2S,nci.r        ^       „. 
/.  (ar)  = ^y^   '    '^ =2u^Sinmtx, 


c 


1 — uCosta—uc-^lCosUc+DtA  +  u^-^^Cosctx       J,       ^  .  ^       x, 

/.  (a)  = :; 1  {     =2u^  Costnta  «.  1  +SvF  Cos  mta, 

•^*^  '  l  —  2uCostx  +  u^  0  ^i 

bezigen,  waarbij  steeds  u*  <^1  moet  zijn.  Hier  is  0«  «=  u'«  =  D»,  en  tevens  Do  —  1.  Bij 
de  uitkomsten,  afgeleid  uit  onze  algemeene  herleidingsformulen  (XIII)  tot  (XVIII),  (XXIII)  en 
(XXIV),  kan  men  reeds  dadelijk  door  u  deelen. 

e  c 

Maar  hier  behoeven    de   sommatien  2GnSin[{nt — s)q}   en  JSGnCos  [{nt — s)q}  niet  in  dien 

A+l  ife+l' 

vorm  te  blijven  staan.  Wanneer  men  toch  de  ontwikkelingen  /,  {q)  en  /^  {q)  als  functien  van  c 
beschouwt,  en  dus  voor  de  eerste  schrijft  (pj  (c),  voor  de  tweede  <p^  (c);  zoo  kan  men  vooreerst 
de  sinus  en  de  cosinus  van  {nt  —  s)q  goniometrisch  ontbinden,  en  verkrijgt  dan  telkens  twee 
afzonderlijke  sommatien:  deze  loopen  van  n  =  k+l  tot  n  =  c,  en  knnnen  derhalve  beschouwd 
worden  als  het  verschil  van  twee  andere  sommatien,  de  eene  van  1  tot  c,  de  andere  van  1  tot 
k  loopende.  Yoor  beide  waarden  kan  men  nu  die  sommatien  uitdrukken,  de  eerste  Aaal  door 
eene  zekere  functie  q>^  of  g)^  van  c,  de  tweede  maal  door  dezelfde  functie  van  k»  Alzoo 
heeft  meii  het  volgende. 
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c  c  c  f    ^  *  I 

JSGnSinUni — 8)q]  =  Goa  qs,JSCnSin  ntq — Sin  q8.2CnCos  ntq  =3  Cos  qs.  { JSCnSin  niq^JSCnSin  ntq  \  — 
*-hI  A+i  k-^l  l  1  1  j 

/   c  k  I 

—  Sinqii.  ^SCnCosntq  —  SCnCoaniqS  ^Co8q8.  [if>^  (c)  —  qPsW}  —  Sinq8.{q>^(c)  —  9^  (ft)}; 

c  c  e  {  ^  ^  \ 

2CnCo8Unt—8)q]  =  Cosqs.SCnCosntq  +  Sinqft.SCnSinntq  «  CosqsASCnCosntq-JSCnCosntq)  + 

A-hl  Ar  +  l  k^^  I  0  0  ) 

+  Sin  q8. 1  -S  C„  Sin  utq  —  -S  C„  Si«  ntq  l  =  Co»  y*.  {(jp  ^  (c)  —  <f  4  (^) }  +  Sin  q8.  {qp 3  (c)  —  93  (fc)} . 

En  hierbij  doet  zich  nog  verder  eene  belangrijke  vereenvoudiging  op:  immers,  de  noemer 
1  —  2uCo8tq  -{-  u^  hangt  noch  van  i,  noch  van  c  af:  de  termen  dus  in  den  telier,  die  mede 
yan  c  ot  k  onafhankelijk  zijn^  dat  is  uSiniq  in  qp,  (c)  en  q>^{k),  en  1  —  uCostq  in  (p^  (c)  en 
qp^  (ij  moeten  van  zelve  verdwijnen,  zoodra  men  het  verschil  der  bside  sommatien  neemt.  Een 
en  ander  vindt  dadelijke  toopassing  bij  de  herleiding  van  de  volgende  uitkomsten^  die  men  ver- 
krijgt  door  het  gebruik  van  de  algemeene  herleidingsformulen  (XITI)  tot  (XXIV)  bij  de  onder- 
stelde  vormen  vau  /3  {x)  en  /4  («). 

Sin  ix  —  tt«  Sin  { (c  -}- 1 )  ta;}  +  w<^"*"^  Sin  ctx  Sin  8x  qdx 

1 %uC08tx-^U^  1 %rC088X  +  T'''    q^ x'^    " 

n  T  —  Cosqs^ Sin  iq — tt^  Sin  { (c  -|- 1 )  iy }  -f- 1«<^+^  Sin  ctq  ^ 

^  ^l  —  lrCoVqV+T^  l  —  ^uCosiq-^u^  '  r<'J»      (^^^) 

n           r—Coaqs          Sintq  —  u^Sin{(c+l)tq}  +  u^-^^Sinctq   ,    1,   „  ^.    .    ^       .    . -, 
=  2li-2TC08q8  +  r^     l-\uCo8tq  +  u^ +^^^u«An{(ne-,)y}]  = 

n  r        T — Vo8q8         Sin tq  —  u^ Sin {(c+  \)tq}  +  uc^l Sin ctq 
^l^ll  —  ^rCosqs  +  r^  l  —  2.uCo8t(j  +  u''  "*" 

u^  Sin[{i+  l)iq]—  u*+l  Sin  ktq  —  u^  Sin  {{c  + 1)  tq]  +  «c+l  Sin  ctq 

+  C'08  Q8 _  ^ 

^        ^  l  —  2uCo8tq  +  u^ 

u*  Co8[{k+ 1)  ty }—  w*+lCoa  ifeif?  —  u«  Co*{(c-}- 1 )  <?}  +  «*«+  ^  Co«  cf^-, 

—  ^in  08 ; = 

^  l  —  2uCostq  +  u^  J 

n  r-        r  —  6(95 qs  Sin  tq  —  u^  Sin  [{c+l)tq]  +  u<^+^  Sin  ctq 

~2ll  —  2,TCo8q8  +  r^  l  —  ZuCostq  +  u^ 

uk Sin[ (fa+/-g)9 )-u<^+I Sin{ {kt^s)q}-u<^  Sin{ {cl+t-s)q}+u<^ ^ ^ Sir»{ {ct-s)gU  p«<c*<2«,"| 

l  —  2uCosf.q  +  u^  J'      k  =  r'.      \M) 


f 


[Van  nu  af  aan  zal  men  deze  herleiding  dadelijk  kunnen  gebruiken,  en  nog  daaruit  afleiden 

7* 


Digitized  by 


Google 


52  OVER  EENIGE  NIEUWE  HERLEIDINGSFORMULEN 

e  c 

de    waarde  JSti^Sin{(nt — 2*)o)   en  JSu*^Sin{(nt — 2*)  7},  door  in  de  hier  verkregen  aitkomst 
2A-M  2ifcH-2 

&i-|-  1  of  2^  +  2  voor  Ar  +  l,  en  2*  voor  8  in  te  voeren]. 

n  r-        r  — 
^  2Ll_2r 


r  —  Cos  qs  Sin  tq  —  vP  Sin  {{c+l)tq}  +  M^-i-  ^  Sin  ctq 

Cosqs-^r^  1  —  2uCostq  +  u^ 


f 


u^  Sin  [(kt  +  t—s)  q)  —u^+l  Sin  [(kt—s)  q }  — u^  Sin  [{ct+i—s)q}  +»^+1  Sin  {(ci^s)q] 
"*■  l  —  UCostq  +  u^  "^ 

u^f^+^Sin[{Ut+t^28)g)—u^f^-^^Sln[{kt-8)2q]—ucSin[{ot  +  l^2,s)q}+uc^^ 
'^^  l  —  2>uCostq  +  u^  • 

!!?  p        r —  Co.> qs         Sin  tq  —  uc Sin  {{c  +  l)  (q]  +  u^-^^  Sift  ctq 
""  2  Ll  — 2rCo«^«  +  r^  l  —  ^uCosiq  +  u'^ 

u^  Sin  {{kt + t—s)q  ]  —u^+^  Sin  {{ht—s)q}  —  tic  Sin  { {ct+t—s)q]  +  nc+l  Sin  {{ct—4i)q} 
"*"     .  i  —  %uCostq  +  u^  "*" 

tt2^+lSin{(/fe^+^-g)2g)-u^^+g/Sin{(2fa+<~2g)(y}-u^&nf(c^^ 
"*"**  1  — 2m(7o«<}  +  m*  ' 

12a<c«<3«,  L_    r  /*      ^\l 

(2*  +  l)<<2.<(A+l)2r*-6^^— 2)]-   •  (^M 

'/Sin/j?  —  «g5tn((c+l)  <jg)  +  uc+I  &'nc<jr  1  — r> gt^j?       ^ 

1  —  2ttCo«to  +  tt*  1  —  2rCo««j?  +  r'  q^ — x^ 

fr Sin qs  Sin  tq  —  u^ Sin  {{c+\)tq}  +  ug+ 1  Sin ctq 

1  —  2rCosq8  +  r^  1  —  2uCostq  +  u^ 

1  Costq  —  tt — u^Co8{ic+l)lq}  +  u^-^^  Cosctqn    r  , 

p  r  Sin  qs  Sin  tq  —  w^  Sin {(c+ 1)  tq]  +  «c-f  1  Sin  ctq 

"^  ^  Ll  —  2r  Co*  9«  +  r *  1  —  2m  Cos  tq  +  «* 

_  1  Costq  —  u-ucCos{(c+l)tq]  +  uc-^lCosctq_l^^_^n     .     _    , 

2  l  —  2uCostq  +  u'  2  -I'  ■-  J'  -^       / 
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gin^JT— tt<^giyi}(c+l)^^t  +u<^'^^Sinctx  l—r^ xdx      ^ 

]  — ZuCoatx  +  w*  1  —  IrCoBSX  —  r*  j»  — x^ 

p  rSinqi  Sin tg  —  u^  Sin {(c  + 1) tq)  +  uc+I Sin ctq 

'^ll  —  ^rCosqs  +  r^  l  —  2,uCo8tq +  u^  ~ 

1  Co8tq  —  H  —  ucCos\(c+l)tq\  +  uc+lCosctq  4    ^  n     f r  .        N    \1 

— — r2  u«  Cos  {(nt — s)q\  \  =*» 

Z  l  —  ituCostq  +  u^  X;-hl  -I 

rSinqs         Sin  tq-^u^Sinj  {c+iyg^+u^^-^^^Sinclq     lCostq^U'U<^Cos[  {c+l)tq)+uc+lCos  ctq 
A—^rCosqs+r^  i—ZuCostq+u^  2  1-2uCostq+u^ 

M^go<((i^  +  l)/g}  — tt^+^  Co8ktq—u^Cos{{c+l)}tq+  m^-H  Cosctq 
—  ^^i^  l^2uCo8tq  +  u^  ~ 

u^ Sin  {(k+l)  tq)  —  tt^+1  Sin  ktq—u<^ Sin  {(c+  l)/g}  +  u<^'^'^  Sin  ctq-i  _ 
~^    *"**  1  — 2ttCo«ifgr  +  tt^  J  "" 

rSinqs         Sintq-u<^Sin{\c^\)tq']\u<i^^S\notq     1  Cos  tq-Ur-u^^Cos^  [c  +  \)tq)  +  u<^'^^  Cosctq 
IrCosqs-^r^  \—%u  Cos  tq-\-u^  2  ^-^^.u  Cos  tq+u^ 

u^Cos^^kt-^-t^s^qyu^-^^^Cos^h^R^q^^u^^Cos^cM-s)^)^^^^^^  F  *<c«<2«,       | 

-* \^^uCostq+u^  \k  =£-^, breuk   H"^) 

[Ook   deze    herleiding  zal   meD  van  nu  af  dadelijk  kunnen  toepassen,  en  ze  even  als  boven 

e  c 

kunnen   gebruikeu    bij    de   sommatien    JS  u^CosUnt — 2«)o}   of  JS  u^Co8({ns — 2*)  9},   indien 

2ifc-|-l  2k-h2 

men  slechts  2i  +  I  of  2i  +  2  voor  k  +  \,  en  2«  voor  s  daarbij  in  de  plaats  schrijft]. 

r  Sin  qs  Sin  ^9-ttc^ir/{(c+l  ^tq^+u^^-^^Sin  ctq    1  Cosiq'U''U<^Co^{e+\)tq)+u<^'^^Cosctq 

'ZrCosqs+r'^  \—2uCostq+u^  T  \—2,uCosiq+u'^  " 


-ir-. 


-h 


1     ,    .tc...y,.t+i-..c».r(«+<-.),}+«'+iQ»{(«-.,„ 

8  1-S»0).(}+»'  ''■  t-»-    -1—1  '"    "' 


t__fv^9*__Sin^^-ttcS;n{((?+l)<9}+ttc4-15inc/9    1  Co<^fl-M-McCo5{(c+l)^9}+uc+lCMc;9 
l-2r  a)*9»+r»  i^^uCo^f^+u*  "i  ^-^UCostq+u^  " 

i^  ,^^.  /^^1  (fe4M?hti^"^^gK(^^'^)?^»^^g-^^((^+^))?+^^^^^g^^9n  r    '^^^''    T3 

'2  i--2ttCo«^  +  u»  -11  i-£-^.breuk  r*    ^^ 
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r 


Sin  tx  —  tfg  /Stn  {(c  +  L )  tx)  +  tic+l  Sin  etx  I — r^ xdx 


-'fc 


r  3m  qs  Sin  tq-u<^Sin[{c+  L  j^^j+u^^+^^mc^g    1  Gostq-u-u^Cofiic+iyql-^-uP-^^Cosetq 

2rCosq8+r^  l^-^uCostq+u^  2  1— 2tt6W^9+u* 


r 


&'nto— g^giSt»{(c+l)<a?}  +  «c+l  Si«  c/or     (1— r^)gog^J?         xdx 
1  —  2ttCa«to  +  ti»  1 — 2rCo88x  +  r^  q^ — a 


[et  =  28,     "I 


nr    {l+r^)Sinq8      Sin tg  —  tt^ Sin  [{c+\)tq)  +  uc+l  iSm ctq 
™  2  Li  —  2r  Co«  v«  4^^  1  — 2MCo*^9  +  tt*  ~ 

—  r *^- :; ,    \ct<^8\^  .   (a8a) 

_  TT  p     (1  +  »•*)  Sin  J5      Sm tq  —  tt^ Sin {(0  +  1  )<g)  +  gc-H  Sin ctq 
~  2  Ll  — 2rCo*g«  +  r*  1  — ^uCo^if^  +  u*  ~ 

1  — 2tt(?o^iJj  +  u^  2  J'   *-  J  ^       ^ 

_  TT  p    (1  +r'^)Sinq8      Sintq  —  u^^Sin^^c  +  l^tq)  +  u^+'-Sinctq 
^  2  Ll_2r(?o«g«  +  r»  1  — 2tt6o«^y  +11* 

(?0«/0  —  M  —  U«C05((C +l)^j)   +tt*+l  CojC^flr         ,      .  «        ^      ,,  ,     . -| 

—  r  ^ \v    -r    /  y  r    r "i^n^r^^S  u^Co8[{tU—8)u\     == 

l_SS«Co«/9+tt»  ^   ^      k+\  ^  ^J 

JTp  (l+r*)iStn9«    Sint^u^^in[{c+\)tq  ^+W^-^^Sin ctq     Vostq^u-a^Coa^^c+iYq^+uc-^^Cosctq 

"^2^1-2^(70«^«+^*  l-^uCoslq+u^  ""**  i-2uCo*75+u^  ~ 

ufcCo^{(ifc^+/— %}— tt^-^'lCo.v{(^^jr)g}— uggoj{(c/+^— <)9}  +  uc-^lCoj((c/--^ 

~^^"*"'''^  \—2uCo8tq  +  u^  y 

[s<ct<:28,  "I 
A^£^,  breuk     '•   •  • 

?rp  (l+r'^)Sing^    Sintq-u^^Sin^^c+^jtq^+uc-^^^Sinctq       Cosfq^Ur-u^Cos^^c+^^tq^-^  u^^+Wosctq^ 
"^2Ll-2r  Co«3«+r^  1— 2MCo«^5+tt*  "^  ^-HuCoatq  +  u^ 

_l+r*    ^^    ,  M8tq-uk^^-ucCo8[(ct+t^)q)+uP^^Co8[{ct^)q}T  ^^^^^^^^H 

2     "  ^  "*"''^  i— 2u6o«/9  +  u>  J    A=£-,geheel   T'^     ''^ 


(38c) 
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rSinta —  u<^ Sin {(c+ 1)  to)  +  «c-f^  Sin eta     (1 — t^)Co88x        ada 
l  —  2uCo8tx  +  u^  1  —  2rCo8  8a  +  r^  q^ — x^  ~ 

u 

_  wr    (1  +r^)Sin qs     Sintq-u<^Sin {(c-j-l)^^}+«c+l&'«c£9         Coi tq-^u-u^^ Cos {(c  +  l)tq}  +f<g-^-'  Cog c^9 
~EL1 — 2rCo#9*+r»  1— 2wCo«<v+«*  ^  1 — 1uCo8iq+u^ 

2*'li-*';«  1+*';  1  — 2«(7(w<9  +  »»  -•' 

[c^  :=  2j,,         "1 
*=<!:i,b„«kj <»'•' 

_ ffp    (l+r»)iStnga     &n^g--^<^5^n{(c+  l)<g}+^c-<-i&nc/g        goj/^...|^^cCQg{(c.H)^^}  +^c+l(?ogctg 
"aLl— 2r(7o#g«+r»  1— 2«C7o«^9+i#^  ~^  1— 2ttCo«/9  +  tt*  ~ 

1  ,      ,    ,  ,  tt*Co«/o-tt*+l-tt«Co«(r<+«)o} -»«-4-1(70*0^1        ^^  =  2«»        I 

t^Sintx — u^Sin{{c+\)tx)  +  u^^^  Sineix  Sinsx xdx 

I  \  —  2uCo8tx  +  u^  \~2rCo88a  +  r^  q^—x^  "^ 

1       «  00  - 

==  -JS tt«-l  Sm  m<9.-2 r»-l  r/Sm ny«.  {«  [(n«  +  ml)  q]  +  Ct  [(n* —  mt)  q]}  — 
2    1  1  L 

—  Co8  nq8.  [Si  [(n«  +  mt)  q']  +  Si  [{n8  —  »»t)  y]}  1  — 

i    «  00  r 

_  ^   JJf  «w-l  (7o«  mtq.2  r»-!  1  Co« n j-*.  (  Ci  [(n«  +  m^  9]  —  (X  [(n* — mt)']  q)  + 

+  Sinn9«.(&'[(n«  +  fn«)9]   -«[(n«  — fni)?]}];  .  .  (39) 
"^Sinix —  vP  Sin  \  (c+1)  tx  \  +  «^+^  gtn  c^j?  1  —  r^  ^rf* 


.(88/) 


/ 


-2ii(7o«to+  M»  1  — 2r(7o»*ar  +  r2  9»  — «* 

=  2  u"»- 1  r«n  mt</.  Ci  [mtq)  —  C08  miq.  Si  {rntq)']  + 

+  S  u^- 1  Sin  mtq.2  r^  ^Sin  nq8.  {Si  [(n«  +  mt)  q]  +  Si  [(n8 — mt)  q]}  + 

+  C08  nq8.  {Ci  [{n8  +  mt}  9]  +  Ci  [(n« — m^)  9]  }  1  — 

—  Su^-^Co8miq.2f^\Co8nq8.{Si[(n8  +  mi)q]—Si{[n8—mi)q]}  — 

—  Sinnq8.{C%[{n8  +  mt)q]—Ci[{n8—mt)q'\}']].  .  .  (40) 


Digitized  by 


Google 


56  OVER  EENIGE  NIEUWE  HERLEIDINGSFORMULEN 


f 


f 


Sintu  —  u^8in{{e+l)  tx)  +  ^c+l  Sincta     jl—r^)  Co^^x         qdx 

\  —  %uCo8tx  +  u^  1  — arCw^oj+r*  j*— «» 

—  r-Su"»— 1  [Sinmtq.Ci{mtq)  —Co8mtq.Si{mtq)\  + 

+  CoBnqs. [Ci  [(n«  +  mt)'\  J  +  « [(na—  m{)  j]}"!  — 

1  c  00  r  -fc 

{\+f^)Su^-^Co»mtq.S7^-n  Co9nq8ASil{ns  +  mt)q'\  —  Si\{n8—mf)q'\}  — 

2  1  1  L 

—  Sin  nqs,  {Ci  [(n#  +  mt)  9]  —  Ci  [{ns—mt)  9]} J ;  .  (41) 

1  —  uCoBta — uc-H  Cog{(o+l)^^}  +  ug-<-^Co<c^a?  ^in#;c arefcg      _ 

1— 2i4C(w^*  +  u*  1  — 2rCo«««  +  r»  7^— a-^  ~ 

TT  p        r  —  Cogg^  1 — u  Ccstq — uc-^-l  Cc?^{(c+l)/y}  +u'^"HgCagc^g    r  1 

^  2Ll_2rCo*9*  +  r»  l_2MCo5^g  +  u>  ^[^'<«J»  •  •  •  (     «) 

■^  2  Li_2r C(W3*+r»  i_2,«Co«/j+tt*  +- «'^Ji  [«  =  *j*  •  l 

^^  r-Co.g.        l-e«Co3/g-ucH-i6H(c+l)^y)+uc^2Ce>.c^g        c^^^^^^  .^ 

2  Ll— 2rCo«9*+r»  1— 2u  Co«/Jj+u»  ^ifcH-l         ^'  '^^ -^ 

_  n  p        r  —  Cosqa  1  — u  Coj^g  — ug-J-^  Cog {(c+1)  tq}  +  uc+2 Cojc^g 

^  2Ll_2r Co« 95  + r*  1  — 2uCo*^9  +  u^»  "*" 

u^4-lCojy{(fc/+^~«)g}— u^+2Cojy{(fa— ^)^}— u<^+^Cog{(c^+/— g)g}+u<^-^^Co«{(c^— g)g} 
^  1  — 2uCo«^9+u» 


r  «<c<<2«,  "I 

A=£^,  breuk     ' 


(42c) 


^  TT  p        r — Co«y  1  —  uCostq  —  uc-i-l  Cos {(c+ 1  )tq]  +  u^-H^  Co« ctq    ,    1    ^.  , 

~  2  Ll_2rCo*9»  +  r»  1  — 2uCo«^9  +  u»  "*"  2^   "*" 

u^-HCo«^— u^+g— 4i^+lCo4(c^+/— «)(?}  +tfC+2gog{(c/_j)^V    r    «^*'^^^^*'      I 
"^  1  — 2u6W<9  +  u^  J'|   A-=£~,  geheel   r'^     ^^ 
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l—2uCoslq+u* 


(42/) 


r 
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1  —  uCostx —  ttg+l  Co8  [(c+ 1)  /^)  +  «c  *^  ^  Co8  cta  Sinsx  xdx 

1  —  2MCo«to4-tt»  1 — ^tCossx  +  t'^  q^ — «*  "" 

ffp        r — Cosqs         1  —  tt  Co8  tq  —  mc-H  Cog  {(c+ 1)  fy)  +  ^^4-2  Co8 ctq        1 
""2  Ll  — 2rCo«5«H-r*  i_2MCo*/y  +  tt^  *"  2  *^  "*" 

_  «  r       f — Coggj         1 — uCoslq — u'+^  Cos{{c-\-\)tq)  +  u<^+^  Cos etq    ,    1  .  ^   ,      ^»    , 
~2Li_2rC<)*9«  +  r»  1  — 2ttC'o«<j +  «»  +2("+»^')  + 

"*"  1  — 2uCo»/5  +  u'  -J'1   *■=£-,   geheel   I'* 

1  — BCo»<a! — ug+^C<M{(c+l)/jp}  +  uc+2Cog<;fcg  1 — r»  yi* 

1  —  2m  Costx  +  u'  1  —  2r  Co«««  +  r»  }»  — «*   "^ 

_      r  r  &'n  g«  1  —  tt  Co»  <(y  —  uc+l  C<m  {(e+ 1 )  (9}  +  u«+^  Coa  cfy 

""  "  Ll  — 2rCo»y»  +  r»  1— 2uCo»^7  +  »»  "*" 

.    1  u  &n  tq  ~  u<=+ 1  ^m  ((c+ 1)  ^g}  +  uc-t  2  gi«  cfg-|     ,     ^,  ,^,  . 

+  i  l-2uCo»/9  +  u* -I'  ["'^'J ^*^") 

r  r  Sm  ?*  ]  —  uCostq  —  mc+^  gog  {(^ + 1 )  ^q)  +  «^"^^  Cog  ctq 

"^  Li— 2rCo«y*  +  r^  1  —  ^uCostq-^-u^  "*" 

1  tt&n/g~  ttc-l5m((c+l)^g) +MC-H2 .Vmc^/  i.    ,  ^.    r /  .        ^    il 

+  T: ; TT^ r^ +  rS  u^SmUnt — 8)q\     = 

2  \—2uCo8tq  +  u^  ifc+l  '^  ''•J 

[rSinqs  1  —  uCosiq'^  mc+I  (7og{(c4-l)  ^y)  -}-  m<^-»-2  gpgc^y 

l_2rCoa9«  +  r*  l  —  ftu  Cos  tq  +  u^  "*" 

l^  M  .9m  tq  —  ttg+I  &n  ((<?  + 1)  /y)  +  u^+2  Sjn  ctq 
2  1  — 2ttCo«^j  +  tt^  "*" 

M^I  Sin  [{kt+t''8)q'\  — tt^+g Sin  {(kt^)q }— fjg+I  &Vi  ((c^+ t-s)  q)  +  y|C 4-2  Sin {{ct^)  q)  -, 
"*"*"  l—%uCo8tq  +  u^  J' 

[#<c^<2«n 
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rl  ~-ua>8lx  —  u^+^Co8{{c+l)ta}  +  v^^Co8cta  l—r^ qda      _ 

1  —  2,uCo8tx  +  u*  1  —  'ZrCo88a  +  r^  q^ — a^  "" 

_    r        rSinq8  l-^uCo^tq-uc-^^Cos^  {c+\)lq}  +u<'-^^Co8 ctq     l  «>Sw<g-ttC+l&n((c+l )tq ]+uP-^^Sin ctq 

~Tl-2rCo«j»+r«  i-^ZuCoatq+u^  "'"2  l-iu  Co8 tq  +  u^  "^ 

tt^+l/Sm{(^<  +  f— g)^)—  u^+^Sin{{kt  —  8)q}  —  u^+^Sin{{ct  +  t  —  8)q}  +  u^-^^Sin  {{ct~8)q} 
'^^  l  —  ZuC08tq  +  u^  ■*■ 

^  u^i^'^^Sin{{2kt+t'-2,8)q}  —  u^k+^Sin{{kt—8)2q}—u<^'+^  Sin{{ct+t—28)q}  +u<^'^^Sin{{clr—28)q}'^ 
■*"*'  l  —  2,uCo8tq  +  u^  J' 

[2»<c«<8«,        —1 
2A^<.<(2A+1)., 
*  =  ^7       J 

p        r  /Sen  gg        l-uCo8  eg-ttg-<-^CQg{(c+l)/g}+ttC+2Cog  c<9     1  Mgtw<g-uc-H^^in{(c+l}/g)+tt<^H-25>n<rff 
'^^ll'-2rCo8qs+r^  l-^u  Cosiq  +  u^  "^2  l-2tt  (?o«<y+tt« 

tt^+^ Sin  {(kt  +  t  —  8)q}  —uf^+^Sin  {{ii  —  8)]q}  —  tt^-^l &V<  {(c^+f— g) g)  +  u^+^Sin  {{ct  —  8) q} 
■*"  **  l  —  2uCo8tq  +  u^ 


^u^f^+^Sin{{kt+t-^)2q}—u^^+^Sin{{2kl  +  t—28)q}—u<^+^Sin[{c6+t—28)q}+u<^-^^Sin{{et—28 
^*''  1— 2tt(7w^(7+tt*  -I' 


r 


p          2«<c<<8*,                        p«-| 
|_(2>i+l)<^«<(Jt+l)2t'*  =  0  7J^ ^*^^' 

1  —  tt  Cos  tx — tt^-^l  Co8  {{c  +  V^  tx}  +u<^+^C08Ctx      (1  —r^)Co88x  qdx 

\  —  2uCo8tx  +  u^  1  —  2rCo88x+r'^  q^ — ar*"" 

0 

TTp    (l+r^)Stffga      1  — tt  Co8 <g  —  ttc+l  CoB  {(c  +  1)  tq}  +  tt^+^  Co8 ctq 

"^  2  Ll  —  2rCo8q8  +  r^  1 — 2uCo8tq  +  u^ 

uSintq  —  ttg+^&n  {(c  +  \)tq}  +  tif^+^ Sin ctg-^     ^  , 

''"^  l  — 2MCo«tj  +  tt»  J»  L^'<«J> «J 

TT  p    (1  +  r*)Si«9*       1  — 1<  Co8lq  —  ^+^  Co8{{c  +  \)tq}  +  u<^+'^Co8Ctq 
'^  2  Ll  —  2rCo8q8+r^  1  —  luCo8tq  +  u^ 

1  —  %uCo8tq-\-u^  i+1  -■ 

nJ\-\-r^)Sinq8  \-uCo»tq-u'+^Co»{{c-\-\)  tq)-\-u'+^Co»aq        u Sin tq-u^^^Sin^ic+Dtq^-^-uf+^Sin etq 
^2L\-ZrCoiq»-\-r*  \-iuCosfq  +  u*  1 — 2uCottq+u* 

^   ut+l Sin{{kt+t—8)q}  —  u* t  g Sin {{kt—i)q}  —««=+1  Sin  {{ci+t—s)q)  +  uc+»  Stn ((rf •)?} n 


(*4») 
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0 

nr{\-\-r*)Sinq8  l-wCfw  tq-ve+^Co» [{c-{-\)tq)  ■\-uM-Kosetq       u  Sin  tq-vfi-^^^Sin  {(<?+! )tq\  +u«+' Sm e<g 
~2Li-2r(7«»<7»-h**  \-iuCo8tq-\-u*  \—%uGostq+u* 

«*+l&w((it<+<— j)g}  — »*+2S,„  {(A;^-a)y)  — uc+l  Sin[{et-\-t—»)q)  +  w«+85tn{(c<— j)g} 

«gt+lS/«  { (2it<4.<-2«)g}  — u2*+2&n{(^<-j)2g}  -tt«+lgt«  ((c<4-<-2<)9)  4.ttg+2Stn  {(c<-2«)g}T 
+  *"^^"'"'''^  l-2«C««<j+tt»  J' 

r        2«<rf<8«,  «  «1 

L2ifc<<  2»j<  (2  A  +  1)^*  *  ^"  O  ■^J  '  •  •  v**«> 

_«  p(l+f*)&ng«   l-ttgo«  <y-ttH-lCp«{(c+l)<g}  +tt«+2Co«c<g      «  5tw  ^g-ttC+lAn  { {e-\-\)tq)  +ttC+2&n  e^ 
™2  Ll-2rCo«j*+r'  1 — 2w(7<M<9+tt»  l-2uCo«<j+tt' 

^    ttt+l&n  ((^<-{-f— ,)9}  — ttt+26'tn{(/t<— «)y}  — tte+l&n{(c<+<— «)g}  +  tt'=+2^tn{(c<— <)g} 
"•"^^■*"''^  l-2«Co«<?+tt»  "•■ 

tt8t+2^n  ((ifc<+<-<)2g}  — »g*+»gw{(2ifc+<-->«)v}-«c+^5tn  {(e^+<-2«)g}  +(««+2^^  {(c^2«)g}  -. 
"•"  '■^^"'"*"*^  1— 2«(7o«^9+tt»  J' 

I             2«<c<<8«,                 i_p*        1|  /..  X 

l(2ft  +  l)<<2«<(A  +  l)2<'  <^^~2J' ^     '^' 


f 


1  —  ti  Cos  tx — ««+*  Co«  {(c  +  1 )  to}  +  uc-h^  Cos cta  Sin  sx  qdx 

l  —  luCoBtx-^-u^  \~2,rCoBsx  +  T^  q^—x^  ^ 

=  2  t*~l  rStn  nqs,  Ci  (nqs)  —  Cos  uqs.  Si  (nqsU  -f- 

1       ^  00  p 

+  —:?««  Sin  mtq.  2  r»-l    Sin  ngs.  [Si  [{ns  +  mt)  5]  —  Si  [(«« — mt)  j]}  + 

+  Cos  nqs.  {  Ci  [{ns  +  mt)  q]  +  Ci  l(ns  —  mt)  j]  }  "j  — 
—  -  JSu^  Cos mtq.2 r» - M  Cos nqs.  {Si [[ns  +  mt) 9]  +  Si [(ns  —  mt)  q\}  — 

—  Sinnqs.{a[(ns  +  mt)q'\   -Ci[{iM  —  mt)q'\]^,  .  (46) 


8* 
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e  _ 

=  :S u*»-^  VCo8mtq.Ci{mfq)  +  Sinmt^.Si{intq)\  + 

^  00  p 

+  -S*  m"»-  1  Sin  mtq  2  r«    Sin  nqs.  ^Ci  [(/a  -f-  mt]  ^]  —  Ci  [(««  —  '"^1  ?])  — 

—  Co8  nqs.  [Si  [[n8  -f  mt^  ^]  —  Si  [(n«  —  ml)  ^]  J  "1  -f- 

+  2  u^"^  Co8  mtq.  JS  r»    Cos  nqs.  { C»  [^w*  +  w<)  9]  +  Ci  [{ns  —  mi)  q]}  + 
1  I      ^ 

+  <Sm  Tiiy*.  [Si  [{ns  +  m/)  ^]  +  'Si  [{ns  —  mt)  9] }  1 ; .  •  •  (46) 

rCbjto?— M  — «<^go8{(<?+  l)f3?}  +  McH-lCQ3c^j?      (1— r^)goggx  ada 

l  —  2,uCostx  +  u^  l  —  2rCo8sa  +  r'  q^—x^  ^ 

0 

—s  r  JS  u"»— 1  j  Co."»  m/^.  Ci  {mtq)  +  Sin  mtq.  Si  [mtq)^  + 

+  -a  +  r^)2uni-^Sinmiq.2rn-i\Sinnqs.{Ci[{n8  +  mi)q]  —  Ci[{n8  —  mf)q]}  — 
2  1  1  L 

—  Cosnqs.  [Si  [{ns  +  mt)  q]  —  Si  [{ns —  mi)  9]}!  + 

+  -{\+r^)2u«^'''^Co8miq.2rn-\[Co8nqs.{Ci[{n8  +  mi)q]  +  Ci[{n8  —  mi)q]}  + 
2  1  1  L 

+  Sin nqs.  {Si  [{ns  +  mi,  q]  +  Si  [{ns—mi) q]}l.  .  .  .  (47) 

22.  Ook  hier  kan  men  door  eenvoudige  verbinding  een  aantal  nieuwe  uitkomsten  afleiden. 
Als  voorbeeld  zullen  wij  de  som  en  het  verschil  nemen  van  de  integralen  (36)  en  (44),  die 
voor  de  grootste  waarde  van  ct  zijn  gevonden.     AIzoo  verkrijgt  men. 

rCossx—u  Coa{{8+t)x]—u^-^^  Co8{{ct  +  t+8)a}  +  u<^-^^Con[{ct+8)x}  i—r^ qdx 

1 — 2uCo8tx+u^  i—2rCo8Sx+r^  q^—x^  ~ 

0 
^  n  ^0+r^)Sinq8^uSin{{t-'8)q}''J^^'^^Sin{{ct+t+8)q}+uC'^^Sin[{cf+8)q}—r*[uSin{{t+8)q}— 

^zl  {\—2,rCo8tq+u^) 

—u<^^'^Sin[{ct+t'^)q}+u^-^^Sin{{ct'-s)q}\+2r{r-Cosq8)[uSiniq'U<^-^^Sit,[^c+\)tq]+^^^ 
(l—ZrCosqs+r^)  J' 
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Cos8x—uCaa[{s+i)x}  —  uc-^^Co8{{ct+t+8)a}  +u*^+^  Co8{{cl+B)a}  1— r^ gdfB_ 

l—2,uCo8ix+u^  \—2rCo88a+r^  q^^—a^  ™ 

nf^l+r^^Sinqs-^uSinl  {t-s^q  \-'tfi-hlSin\{et+t+8)g  \+uC'^^Sin{{ct+8)q}'-r*[uSin[{t+8)qyuC'^^S{n{{ct+t^^^^ 

{l'2uCo8tq+u^) 

+  a^^Sin{(ct — 8)g}\+2r{r — Co8 q8)[u Sin tq  —  u^-^^  Sin{{c+l)tq}  +  uc+^Sinetq] 
{l—irCosqs+r^) 

(48i) 


2.1 


[«<c/<2»,n 

nn{l+r»)SiHq»-uSiu[(t~i)g\-iif+^Sin{(ef+i^a)q}+w<>+^Sin[(ot+a)q]-r*[itSin 
~iL  (1— 2«Co«/j+u») 

{l-2rCo«5»+r») 

j  «*+l  5tn  { (ifc<+<— <)  q}  — ut+g  Stn  {(ifc/— «)  g)  —  u'+^  'Stn  {(c<+<— »)  y)  +  ufi+i  Sin  {(c<— »)  g) 
"^  **"  1— 2uCo«)fv+»» 

,  ugt+l,Stn  {{ihi+t—2B)c,}  — «g<+g&n {(i!;(— j)2g)  —  hc+I^w {(o<+ <— 2<)g}  +u''+g5>n  { (c^— 2«)g}  n 
■^  ***"  l—2uCosiq+u*  -•' 

[2i<<»<(2ifc  +  l)<'*""  t/^J' ^*^"^ 

7rp(l+r»)Stng»-MSin{(^-<)g}-w«+l&n{  (cM+t)q}+u'+^  5tn{^c<+<)r/}-r'  f «  &'n{(^+j)g)-««+l  5t>i{(ot+Mg)+ 
iL  (1-2»  Co»  /g+w*) 

+  ««+2  Stn  { (c<— «)g}  ]  +  2r  (r — (7o«  q$)  [  u  A'tn  ^  —  ««+1 6l'n  {(o  + 1 )  t(? }  +  u<>+'2  Sin  ctq] 
{l—irCotqi+r*) 

j  u*+I  gtn  {(i<  + 1  —  «) g}  —  «*+» Sin {{kt—t)  q}  —  W+^  Sin {(ef+t—i)q}  +  u«H-g Sin  {(cl—s)  q} 
"^    *"  1— 2uCo»<j+u»  "*" 

j  tt»*+g&M{(A^+t-«27}-u8t+»&n{(2t<+<-2»)g}-t<'+'.Sj/<{(cf+<-2«)g} +  »<=+» 5in{(cf-2»)y}-| 
"*"    '  l—ZuCotlq+u^  y 

[2*<c<<3«,  i_r»      ll  /A«  X 

(2ife+l)««<(ifc+l)2/**~<-'<~d'"  '     * 
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/"^Cotg^—u  Coi[(»—t)x)—^uf^'^  Coa{(et-\-t—»)m)  +««->  »(;o»{(o<— <)j}  1— r» qdx      _ 

1 — iuCo»tx-\-u^  1 — 2rOM*B+r»  9» — «*  ~ 

n{\+r*)8inq»-^Sin{{t+»)q)+H'->r\Sin[(et+t-»)q)-u<>+iSin{[et-»)q]-^r^\uSi^^ 
""2  (l-2«(?o»/j+«») 

+^'+8&n{((;<+<)g))+2r(l-rgo«g«)[«5m<g-«c+lg,V,{(c+l)<^}+ttC+2&wc<g]     j-  , 

(1— 2rCo»j«+r»)  '  l'''^*]'  '  '  '^    •' 

^nAl-hr^^Sinqs-^iSin^^t-^t^q^hu^^+^Sini^et+l-a^q^-u^^+iSin^^ct-^^q^-^^^^uSin^^t-»)^)^ 

~2L  (l-2«Co»(5+t»») 

+  Mt+gjSin  {(ct+«)g}1+2r(l — rCoiq»)\uSintq—uf>+^Sin{(e-\-\)tq)  +ut+25tnc<9] 
(1— 2r6o»9»+r') 

lit+iAStnl^At+f-^^gl-ut+g&H^^AMgl-w^-^^^Siw^^cf+t-^^g^+uc+ggtH^^ct^^g}-!   |  »<<*<?'•  | 
"•"*  l-2«Co»tj+«»  -l'K_^! 

ffr(l+r»)Ang»-«gtn{(<+»)y}+«e+^5tw{  c<+f-»)(7}-«e+g&n{(c<-«)9}-Hr'[u&>i{((-».9}-MC+lStw{(c<+t^-»)^}  + 
~2L  (i-2ttCo»<g+tt») 

+  «t+g  5tn  {(c^+g)?}  ] +2r(l— r  <?o»  9»)  [u  Sm  tg— u«+l  gtn  {(0+ !)(?}  +««+2  ^n  cfg] 
(1— 2rCb»9»+r») 
tt*+^  iStn  {(t<+ 1— ^)^} — »t+2  &„  {(kt—t^q)  —  «e+l  Stn  {(et+ <— »)g}  +  «<=+«  &n  {(c<— <)y} 

1— 2wCo»<g+M» 
u8*+'  5tn  { (2fa+ f— 2»)g} — tt8*+8  .Stn  { (kt—t)  Iq )  —  «g+^  Sin  {(c<+ <— 2»)g }  +«<+»  ^t  {(c< — 2»)g}  -1 

1— 2uCo»<5r+tt»  -1' 

r       2»<c<<S»,          .  _  r*l  ,.ox 

L2*<<2,<(2ifc+l)t'*~<^7J **"*' 

TTpfl+r '  )iStn  g«-tt  <Stn{(t+»)  j}+ttc+l  Sin{(et+t-»)q)-u'+i  &n{(c(-»)9}+r»  [u  Sin{(t-»)q).v<^+  'Swi{ict+<+»)y}+ 
"~aL  (l-2«Ciw<9+tt»)       ' 

+  vf+^Sin  {(c<+»)g}]— 2r(l— r(?o»g»)[ttStn<9— «<H-i&n{(c+l)f9}  +tt''-^' gmc^^] 
(1— 2rCo»9»+f»)  "^ 

tt*+lSin  {(fa+<— »)9}— «*+8&n  {«!<— «)y}  — uc+lgm  {(,A-\-t  —  »)q)  +  »'^+g&«{(c< — 5)9) 

1— 2»Co»i;9+u»  "^"       I 

tt»*+8>S^n { (A<+^»)29 1— u^+»gtn |  (Ut-it-t—-ls)q )  — «o+lg;»  1  (ct-J^I—is^q \  +^«+»67» {(c/ — 2»  q }n        j 

1  — 2^0)»  1(9 +  .1»  J 

12»<ff<8»,  t         r  /*        l\l  X 

(^A+l^^^^^^^A+l)»^'*"'^^^  — i)|-    •    •    •  W 


I 
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Ten  opzichte  van  deze  bepaalde  integralen  doen  zich  twee  wijzen  voor^  om  tot  eenvoudiger 
uitkomsten  te  geraken.  Vooreerst  stelle  men  in  (48a)  en  (49a),  die  alleen  voor  dit  bijzondere 
geval  gelden^  £  «  a  en  verder  u  =  r:  dan  worden  de  beide  noemers  in  de  integraal  zelve  gelijk, 
en  hetzelfde  heeft  plaats  met  de  noemers,  die  in  de  waarde  der  bepaalde  integralen  voorkomen. 
Men  verkrijgt  dan  de  volgende  integralen. 

rCos8x-^Co8  28x—r^-^^{Co8{c+2)sx}+rc-^^Co8{{o+l)8a}  {l—r^)qdx  _ 
(l  —  2rCos8ai  +  r^)^  q^—a^       ^ 

0 

_n  [\+r^)Sin qs^-r . 0-^<H-l&n{(c+2)ya}  +rc-i'2Sin {{c+  l)q8]-^r^[rSin Zqs^-^^ Sincq8+ 
~2  {l—2,rCo8q8  + 

+r«+2  Sin  {{c—l)q8}]  +  2r(r—Cos  qs)[r  Sin  qs—rc+l  Sin  {(e+l^qs^+rc+^Sincqs] 

^^  {l-r^){SinqS'^rc+2Sincg8)  +  ir^+r^)[2,Sing8''Sin2q8-2r<:Sin{{e+l)q8}+rC'hlSincq8]+ 
2  (1 — ftrCosqs+ 


+  {rc^^—rC'^2)^r^Sin{{o—l)q8}  +rSin{{o+i)q8}—Sin{(e  +  2)  qs)  ] 
+r»)  ■ 


.^.  ^     (50) 


rCossx—r—rc-^^  Cos csx  +  rc-\-2 Cos {{e—l) sx}  {l—r^)qdx 
{l—irCo8  8x  +  r^)^  q^  —  x^      ^ 

0 

_  n  (l+r^)Sinqs'rSin2qs+rC'^^Sineq8+r^^2Sin{{c--l)qs}  +r^[r.O — rc+lSin{{e+2)g8}  + 
~i  {l~2rCo8q8  + 

+rC'^^Sin{{e+l)qs}]  +  ir{l—rCo8q8)[rSinq8—rC'^lSin{{c+l)q8]+rC'^»Sineq8] 
+  r')' 

n  {l+Sr*){Sinqs-^^^Sineq8)'-{r+r^)[Sin  Zqs+rc-hl  Sin{{c^\)q8}]-2rc+2  8in{(c+l)qs} 
~»  {l  —  ZrCosqs+r^)^  '^^^^ 

Vervolgens   stelle   men   in   dezelfde   integralen    (48^)  en  (49a)  wederom  <  =  «,  maar  neme 
nu  r  8=5  —  tt;  dan  wordt  het  produkt  des  noemers  onder  het  integraalteeken 

{i+2.uCos8a+u^){l—iuCo8sa+u^)^{l+u^)^  —  {2uCo8  8a)^  =  l—2u^  Cos2sa+u*  : 

en  evenzoo  komt  er  voor  het  produkt  der  noemers  in  de  waarde  der  integralen  1  —  Zu^  CosZqs  +  u*. 
En  nu  kan  men  weder  gemakshalve  r  voor  u  schrijven.  Dan  komen  er  de  volgende  uitkomsten 
te  voorschijn. 
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f^  COS  8A 

0 


sof — rCosZsx — rc+^  Co^{((;  +  2).yg}+rg+gCQj(  c+l)3af)  (1 — r^)qda 
l  —  2r^Cos%8x+r*  q^  —  a^ 


_  n  {l+r''  )Sinqs—r.O---^-^lSin{(c+::)qs}+rC'^KSin[(c+l)qs}  +  r^[rSin 

"  2  l  —  2r*Co82qs  + 

+  rc42 &>t((c— 1)  g^}1  +  2r  {r+Cos qs)  [r  Sin  qs—rc-h^Sin  {{c+  i  )gg)  +rc-^^Sincq8] 
+  r^  - 

_  n  (l~r>)(Smgg  — r<^&wctfg)  +  (r^— r»)iSm[2g^  — rc&ft{((?— l)gg}]  + 
~~t  l  —  %r^Cc8lqs  + 

+{r^+r^)[2Sinqs—r^+^Sin{f^^ 

—— ^    .  .  .  (52) 

rCossx—r  —  rC'^^  Coscsx+r^^-^^Cos^jc—l^sir]  {\  —  r^)qdx  _ 
1  — 2r*6oa  25^-f  r^  q^—x^      ~ 

_  n  (1  +r ^ )Sin qa—r Sin 2qs+rc-^^8tn cqs—rc-^^Sin {(c— 1  )q8}+r^ [r.0  +  rc-^^Sin {{c+  2 )qs}+ 
~  2  '  r^2r»  CosZqs  + 

+  rc-^^Sin{{c+l)q8}]  —  2,r{l+rCo8q8)[rSinq8'^-^^Sin{lc+l)qs}+rc-^^Sincq8] 
+  r*  "*" 

_  n  {l—r'){Sinq8  +  rc-^^Sincg«)  —  {r+r^)[Sin2q8  +  r^-^^Sin{{c—l)q8}] 

~2  l  —  ^r-^  C08  2q8  +  r*  ^^^^ 

Met  het  aanwijzen  van  den  weg,  hoe  meu  hier^  even  als  in  N^  20,  tot  een  zeker  aantal 
bijzondere  uitkomsten  kan  geraken^  kan  hier  worden  volstaan,  De  wijze,  waarop  in  deze  §  ver- 
schillende  integralen  gevonden  worden,  moge  strekken  om  opmerkzaam  te  maken  op  de  voor- 
zichtigheid,  die  men  behoort  in  acht  te  nemen  bij  de  toepassing  der  gevonden  algemeene 
herleidingsformulen  (Xlll)  tot  (XXlll) :  geheel  overeenkomstig  trouwens  aan  hetgeen  daaromtrent 
in  het  begin  van  dit  opstel  werd  aangemerkt. 
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T7NE  M^ODE  NOUVSLLE. 

P.  BLEEKER,  sub  les  esp^oes  insulindiennes  de  la  famille  des  ci&rhiteoides. 

RBVISION   DES  ESPiCBS  INSULINDIENNES  DE  LA  PAMILLE  DES  MULLOlDES. 

D.  BIERENS  DE  HAAN,  tweede  ontwerp  eener  naamlijst  yan  logarithmentafels, 
MET  opoave  tan  den  tud,  de  plaats  en  de  orootte,  alsmede  yan  het  aantal 
decimalen,  alles  zoo  verrb  bekend. 

P.  BLEEKER,  sur  la  famille  des  pseudochromidoides  et  revision  de  ses  EspiiCEs 
insulindiennes. 

Ch.  M.  SGHOLS,  over  de  theorie  der  fouten  in  de  ruimte  en  in  hbt  platte  vlak. 
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TWEEDE    ONTWERP 


ESNEB 


NAAMLIJ8T  VAN  L0GAR1THMENTAFEL8, 

MET  DE  OPGAVE  VAN  DEN  TIJD,  DE  PLAATS  EN  DE  GROOTTE, 
ALSMEDE  VAN  HET  AANTAL  DECIMALEN,  ALLES  ZOO  VERRE  BEKENa 


DOOB 


D.     BIERENS     DE     HAAN. 


>t-0-i' 


In  mijn  slukje  nlels  over  Logarithmenlarels'*  van  1862  [Verslagen  en 
Mededeelingen,  Deel  XIV]  komt  als  Bijlage  II  zulk  eene  lijst  voor^  van  267 
larels.  Sedert  is  die  aangegroeid  en  verbcterd^  zoodat  zij  nu  553  tafels 
bevat. 

Daarvan  komen  er  voor  Nederland  57,  ais: 

Amsterdam  34  's  Uage  2 

Gouda  5  Breda  2 

Leiden  5  Harlingen  1 

Middelburg  3  Deventer  1 

Haarlem  3  Alkmaar  1 


Voor  Engeland  144,  als: 

Londoii                    124 

Dublin 

1 

Edinburgb                 16 

Cirencester 

1 

Gla.-gow                       2 

12 


XATUUBK.  TEBH.  DXK  KONINU..  AKADKMIB.  D£K<  XV. 


/V.-.V 
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Voor  DuUschland  il8,  nls: 


Leipzig 
Berlin 

35 
26 

Sagan  1 
Helmstadt                     1 

Wien 
Hamburg 
Angsburg 
Frankfurt 

22 
8 

7 
5 

Willeberg  1 
Tyrnau  1 
Friedenburg  1 
Lubeck                        1 

Halle 

4 

Osnabruck                     1 

Giessen 

4 

Golha                            1 

Allona 

4 

Erlangen     *                  t 

Hannover 

Marburg 

Coln 

4 
4 
3 

Salzburg  1 
Breslau  t 
Graiz                            1 

NOrnberg 

Danzig 

Jena 

3 
3 
3 

Heidelberg  1 
Munchen  1 
Sulzbach                       1 

Coburg 

Braunschweig 

Strassburg 

3 
3 
2 

Regensburg  1 
fnnsbruck  1 
Bremen                        1 

Dresden 

2 

Elberfeld                      1 

Mainz 
Darmijitadt 

2 
2 

Eisenberg  1 
fserlohn                         1 

Brunn 

Prag 

Ulm 

2 

\ 
i 

Tubingen  \ 
Slutlgart  1 
Hermannstadt               i 

Thorn 

1 

Greifswald                   1 

Voor  Frankrijk  91,  als: 


Paris    , 

79 

St.  Malo 

2 

Lyon 

3 

Dieppe 

1 

Bordeaux 

3 

Lille 

1 

Avignon 

2 
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Voor  Italie  23,  als: 


3 


Padova 

5 

Panormi 

1 

Bologna 
Fiorenze 

3 
2 

Modena 
Verona 

1 
1 

Pesaro 

2 

Roma 

1 

Torino 

'2 

Milano 

1 

Venezia 
Neapoli 

1 

1 

Acqui 
Trento 

1 
1 

Denemarken,  Ztveden  en 

Noorwegen 

22,  als: 

Stockholm 

0 

Bergen 

1 

Kidbenhavn 

Haffhia 

Aboa 

5 
3 
1 

HelsingFors 

Upsala 

Kiel 

1 

1 
1 

Spanje  en 

Portugal  9,  i 

ils: 

Madrid 

6 

Toledo 

1 

Lissabon 

2 

Voor  de  Noord''Amerikaansche  StcUen  9,  als: 
New-York  8  Boston 


Voor  Rusland  en  Polen  3,  als: 
St.  Pelersburg  2 


Warschau 


Voor  Zwitserland  3,  als: 

Winterlhur 
Geneve 


1 

1 


Zurich 


Voor  China  2,  als: 

Pekin  1 


Shanghae 


1 
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Voor  Brilisch  Indie  1 :         Allahadad 
Turkije  1:         Bulak 

Belffie  1:        Bruxelles 

Wat  betrefl  de  spoedige  opeenvolging  der  tafels^  wat  men  zoude  kunnen 
noemen  de  betrekkelijke  dichtheid  ten  opzichle  van  tijd^  moge  het  volgende 
dienen : 

Van  1614  tot  1649  verschenen  er  47  lafels. 
1650  tot  1699  verschenen  er  51  tafels. 
1700  tot  1749  verschenen  er  48  tafels. 
1750  lot  1799  verschcncn  er  73  tafels. 
1800  tot  1819  verschenen  er  47  tafels. 
1820  tot  1839  vcrschenen  er  81  lafels. 
1840  tot  1849  verschenen  er  71  tafels. 
1850  lot  1859  verschenen  er  54  tafels. 
1860  tot  1869  verschenen  er  56  tafels. 
1870  tol  1873  verschenen  er  25  tafels. 

Eindelijk  vindt  men  voor  de  rangschikking  naar  het  aantal  decimalen  (voor 
zoo  verre  dit  bekend  is): 

8  tafels  die  3  decimalen  geven. 

31  tafels  die  4  decimalen  geven. 

91  tafels  die  5  dccimalen  geven. 

83  tafels  die  6  decimalen  geVen. 

178  tafels  die  7  decimalen  geven. 

8  tafels  die  8  decimalen  geven. 
4  tafels  die  9  decimalen  geven. 

13  tafels  die  10  dccimalen  geveri. 

3  tafels  die  11  decimalen  geven. 

1  tafel  die  12  decimalen  geell. 

2  tafels  die  13  decimalen  geven. 

9  tafels  die  14  decimalen  geven. 

3  tafels   die  15    decimalen    geven. 


Digitized  by 


Google 


TWEEDE  ONTWERP  EENER  NAAMLUST  VAN  LOGAKITHMENTAFELS.  5 

3  tafels  die  18  decimaleD  geven. 

1  tarel  die  19  decimalen  geell. 
3  tafels  die  20  decimalen  geven. 

2  tafels  die  21  decimalen  geven. 
2  tafels  die  27  decimalen  geven. 
2  tafels  die  32  decimalen  geven. 

1  tafel     die     50  decimalen  geeft. 

2  tafels  die  60  decimalen  geven. 
2  tafels  die  61  decimalen  geven. 
1  tafel    die    10*2  decimalen  geefl. 

waarbij  dient  opgemerkt  te  worden^  dat  de  tafels  met  4,  5  of  6  decimalen^ 
groolendeels  omslreeks  hel  begin  en  in  het  eerste  derde  gedeelte  dezer  eeuw^ 
die  met  7  decimalen  groolendeels  voor  en  ook  weder  na  dien  tijd  voorkomen. 
Een  ?  is  er  telkens  voor  den  datum  geplaatsl^  wanneer  de  opgegeven  uit- 
gaaf  eene  latere  is,  en  dus  het  werk  eigenlijk  hoogerop  in  de  lijst  te  huis 
behoorde.  Voor  den  litel  geplaatst  duidt  dit  tecken  ?  aan^  dat  eromtrentdit 
werk  twijfel  bestaat:  eveneens  is  het  achter  het  jaartal  van  een  herdrukge- 
voegd^  wanneer  die  herdruk  niel  zeker  is. 
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JautaL 


Aantal  de- 
dmalCTi, 


Ponnaat. 


TITBL. 


1614 
1616 

1617 
1618 
1619 
1619 


1620 
1620 
1620 
1624 
1624 


1624 

8 

1624 

7 

1625 

8 

1625 

7 

1626 

7 

1626 

7 

1626 

10 

1627 

5 

1628 

10 

1628 


6 

14 

7 

7 
7 


7 
7 
9 
14 
7 


4» 

4» 
8» 
4» 
4» 
4» 


4» 

8» 
40 

fol. 

8» 

40 

4» 
fol. 

40 

8» 
80 
8» 

fol. 

fol. 


J.  Napier,  Mirifica  Canonis  Descriptio.  BtUt^ur^h. 

Herdruk:  1619  door  zijn  zoon. 

E.  Wrigbt,  Logarithms.  London. 

H.  Briogs,  Chilias  prima.  London. 

B.  Ursinus,  Trigonometria.  Koln. 

J.  Napier,  Canonis  constructio.  Edinbur^h. 

J.  Speideix,  New  Logarithms.  London. 

Herdruk:  2«  1620,   3«  1621.  5«  1623,  6«  1624.  7« 

1624.  10«  1628  (laatste). 
J.  Napier  (door  B.  Vincrnt).  Description.  L^on. 
E.  GuNTBR,  Canon.  London. 
3.  Byrgius,  Progresse  Tabulen.  Pra^. 
H.  Briggs,  Arithmetica  Logarithmica.    London. 
E.  GuNTER  (door  E.  Wingate),  Canon.  London. 
Herdruk:  2«  1636,  4«  1662. 
B.  Ursinus,  Canon.  Colon. 
J.  Kepler,  Chilias.  Marburg. 
E.  Wingate,  Arithmetique  logarithmetique.  Paria. 
Herdruk:  1628. 

J.  Kkplbr,  Supplementum.  Marburg. 
E.  DE  Deoker,  Nieuwe  Telkonst.  Gouda. 
?  Canon  Mesotetologisticus.  Leiden. 
D.  Henrion,  Traicte.  Paria. 
J.  Kepler.  Tabul.  Rudolphinae.  Vlm. 
A.  Vlack,  Arithmetica  Logarithmica.  Gouda. 
Ook  met  franschen  titel. 
[J.  Napier],  Zehntausend  Logarithmen.  Nurnberg, 


Digitized  by 


Google 


TWEBDE  ONTWEKP  EENER  NAAMLIJST  VAN  L0GARITHMENTAPBL8. 


JawtaL 


Auital  de> 
ciinateiL 


Formut 


TITEL. 


1680 
1630 
1630 
1631 

1631 


1631 
1631 
1682 
1632 
1638 
1638 
1688 
1683 
1681 
1684 

1684 
1685 

1635 

1635 
1636 


5 
6 

7 
7 

10 


7 
7 
8 

10 

10 

10 

7,10 

7 

6 

6 

7 
6 


7 
7 


12"» 

8« 
8» 
40 

fol. 


80 
40 
40 
80 

fol. 

fol. 

8« 
40 

8» 
80 

40 
80 

12« 

80 
8» 


C.  Gkibnbbbgbb,  Elementa.  Thorn. 

J.  Babtsch,  Trichil.  Hexacosias.  Soffcm. 

J.  FADiiHABEB,  Ingemeui^s-Schiil.  Franhfurt. 

J.  NOBWOO0,  Trigonometrie.  London. 

Herdruk:  2ei641,  3«  1651,  4^1656,  7«>  1678, 1699 

H.  Bbioos  (door  G.  MiLLEB),  Logarithmicall  Arith- 

metike.  London. 

is  eigenlijk  het  werk  van  A.  Vlace.  1628. 
J.  Fadluabeb,  Logarithmi.  Augshurg. 
[J.  Napibb],  Logarithmen.  Augiburg. 
B.  Cavalibbi,  Directoriura.  Bohgna. 
J.  Faolhabbb,  Canon.  Augsburg. 
H.  Gbixibband,  Trigonometria  Britannica.  Oouda, 
A.  Vlack,  Trigonometria  Artificialis.  Gouda. 
N.  RoB,  Tabulae.  London. 
J.  B.  MoBiN,  Tirigonometria.  Paris. 
P.  CauGBB,  Praxis.  Amaterdam. 
Hebigone,  Cursus  mathematicus.  ParU, 
Herdruk:  1644. 

G.  L.  Fbobenitis,  Clavis.  Eamhurg. 
P.  Cbugbb,  Doctrina.  Daneig, 
Herdruk:  Amsterdam,  1658. 
[Wingate],  Logar.  Table.  London» 
Herdruk:  1648. 

T.  W[ells],  Sciographia.  London» 
H.  Gbllibband,  Institution  Trigonometricall.  Ijondon. 
Herdruk:  166. 
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JurtaL 

Aantolde- 

PotmMt. 

T  I  T  B  L. 

1635 

6 

fol. 

J.  Bahtsch,  Tabulae  Novae.  Sagan. 

1636 

7 

80 

?A.  Vlack,  Tafelen.  GotAda. 

1687 

0 

40 

CaDon.  Nurnberg. 

1637 

7 

8» 

T.  Wells,  Compleat  Art  of  Dyalling.    Landon. 

1643 

7 

4» 

B.  Cavalibei,  Trigonometria.  Boloffna. 

1648 

7 

12» 

L.  MiDDBNDOBFF,  Tabulae.  Coloniae. 

1660 

7 

40 

G.  L.  Frobbnius,  Dilucidationes.  Helmstadt 

1650 

BuTTNBR,  Frankfort. 

1651 

6 

fol. 

V.  WiNG,  Harmonicon  Coeleste.  London. 

1651 

7 

80 

A.  Vlack,  Tabulae.  Leiden. 
Herdruk:  1670. 

1651 

7 

80 

N.  Kaupmann,  Trigonometria.  Dantisci. 

1654 

6 

12» 

J.  Newton,  lustitutio.  H  Vol.  London. 

1657 

7 

40 

W.  OuGHTBBD,  Trigonometrie.  London. 

1657 

J.  Nbwton,  Help.  London. 

1657 

Canones, 

1657 

7 

40 

J.  B.  MoBiN,  Trigonometrie  canonique.  Paria. 

« 

Herdruk:  1757. 

1658 

7 

8» 

Nbpbr,  Arcanum.  Lyon. 

1658 

8 

fol. 

J.  Newton,  Trigonometria  Britannica.  London. 

1658 

6 

fol: 

A.  DE  Graap,  Groote  Zeevaert.  Amaterdam.   . 

1650 

7 

4o 

C.  M.  Anhaltin,  Slot  en  Sleutel.  Jmsterdam. 

1660 

7 

•    4» 

'  C.  Hz.  GiBTBRMAKER,  Vcrguld  Licht.  Amsterdam. 
Herdruk:    1671,    1683,    1697,    1707,  1712,  1728, 
1742,  1774. 

1660 

7 

120 

Th.  Beutbl,  Lustgarten.  Leipzig. 
Herdruk:in677,1681,4el685,5el708,6M714,7el729. 
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Jaarbd. 


1661 

1662 
1664 

1666 

1665 

1668 
1668 
1668 
1668 
1669 
166. 
1«70 

1671 

?1673 

1674 
1675 

1679 
1681 

«AIUOBK. 


7 

7 


6 
5 


6 


7 
7 

7 
7 


Foimaai 


8» 


12» 

8« 

8» 

80 

8o 
80 
4o 

40 

80 

8« 

80 

40 

fol. 
fol. 

40 
40 


TITBL. 


A.  Vlack,  Tables.  den  Haag. 

Herdruk:  1665,  1666. 

A.  Strauchius,  Tabulae.   Witteberg. 

A.  Vlacq  (door  Ozanam),  Tables.  Paris. 

Herdnik:  1782. 

A.  Vlack,  Tafelen.  Amaterdam. 

Herdruk:    1673,    1681,   1683,   1689,    1695,  1706, 

1721,  1742,  1784. 
A.  Vlack   (door  A.   db  Graaf),  Konstige  Tafelen. 

Amslerdam. 
J.  Newton,  Scale  of  Interest.  London. 
M.  G.  Dbnts,  Art  de  Naviguer.  Dieppe. 
N.  Mercator,  Logarithinotechnia.  London. 
J.  Gregorius,  Methodus.  London. 
Fhilippes,  Mathematical  Mauual.  London. 
Institutio  Mathematica.  London. 
A.  Vlack,  Tables.  Lyon. 
Herdruk:  1760. 

D.  Rbmbrandtsz  van  Nierop,  Logarithmus  Tafelen. 
Harlingen. 

E.  GuNTBR  (by  W.  Leybourn),  the  Works  of,  Lon- 
don.  5tl^  Ed. 

G.  ScHOTT,  Cursus.  Frankfurt. 

J.  Kepplbr,  Heptacosias  (door  J.  H.  S.  Q.  S.).  Frie^ 

denhurg. 
A  Table.  London. 
J.  MooRB,  New  System.  II  Vol.  London. 

18 

YS&H.  DXB  KOHIKKL.   AXADEHIE.   DEEL  XV. 
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JaartkL 


Aantal  de- 
dmalen. 


Eormaat. 


T  I  T  E  L. 


1681 
1684 

1685 

1685 
1689 

1690 
1690 
1690 

1691 


1694 

1695 

60 

1695 

10 

1696 

1696 

6 

1697 

7 

1698 

7 

1699 

5 

1700 

6 

7 

7 

7 
7 

7 
7 
7 


4» 

8° 

80 

8° 
4« 

fol. 
fol. 
120 

80 

40 

80 
80 
80 
80 

40 

fol. 
80 


J.  MooRB,  Table.  London. 

Ch.  Grunbbebg,  Fandora.  Berlin. 

Herdruk:  1700. 

OzANAM,  Tables  des  Sinus.  Paru. 

Herdruk:  1697,  1699,  1741. 

C.  J.  VooGHT,  Taafelen  Sinuum.  Anisterdam. 

J.  Prestet,  Elements.  Pam. 

Herdruk:  1694. 

C.  F.  M.  Dechales,  Cursus  seu  Mundus.  Paris. 

W.  Letbourn,  Cursus  Mathematicus.  London. 

Ch.  Grunebero,  Tabulae.  Berlin. 

Herdruk:  1703. 

J.  J.  Zimmermann,  Logarithmische  Rechnunp;.  Ham-' 

burg. 
T.  SzEKELi,  Tyrnau. 
E.    HALLEt,    Compendious    Method     (Fhil.    Trans. 

N*».  16).  London. 
Epitome.  Pataviae. 
L.  Beselin,  Trigonometria.  Hafniae. 
H.  Meiszneb,  Geometria  Tyronica.  Hamburg. 
[J.  SellerJ,  A  Table.  London. 

Herdruk:  1705. 
C.  J.  VooQHT,  Taeffelen  der  Sinuum.  Amterdam. 

Heidruk:  1707. 
J.  WiNO,  Compleat  Body.  London. 
P.  Bartsch  (door  Eisenschmid),  Tabulae  Manuales, 

Sirassburg. 
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Jauial. 

Aantal  de- 

Formaat. 

T  I  T  E  L. 

1700 

7 

8» 

A.  Stbatjch  (door  L.  C.  Sturm),  Tabulae.  Amalerdam, 

1703 

7 

8° 

A.  DB  Graaf,  Schatkamer.  2«  dr.  Amsterdam. 
NB\  De  1«  uitgave  (van  1660)  heeft  geene  tafels. 

1704 

7 

4» 

J.  H[arri8],  Table.  London. 

1704 

7 

4» 

J.  Harris,  LexicoQ.  London. 
Herdruk:  1710,  1723. 

1706 

40 

6.  RoNOSLLi,  Trigonometria.  Bologna. 

P1705 

7 

40 

J.  Sf.i.t.er,   Practical  Navigation.  London. 
Herdruk:  1723. 

1705 

7 

80 

H.  Sherwin,  Mathematical  Tables.  London. 
Herdrak:  le  1705,  1706,  1717;  2e  1724  (?),  1726  j 

.3«    1741,    1742,    1751    (P)j    4«  1761,   1763  (?); 

5e  1771,  1772. 

1705 

7 

40 

C.    H.    GiETERMAKER   (door  A.  VAN  Poulle),   Ver- 
guld  Licht.  Middleburg. 

1709 

7 

8" 

3.  A,  VAN  Dam,  Hoornse  Schatkamer.  Amsierdam. 
Herdrak:  1720,  1728. 

1711 

7 

8» 

C.  WoLFF,  Tjjbulae.  Halie. 

Herdrak:  1728,  1744,  1770,  1772,  1789. 

1712 

40 

Lastdrager,  Koust  der  Stuurlieden.  Amsierdam. 
Herdruk:  3«  1742. 

1714 

6 

8» 

■ 

E.   Wells,   The  Yonng  Gentleman^s  Trigonometry. 
Londan. 

1714 

7 

80 

P.  HELLiTiGWEttFP,  Bosschieterije.  Amslerdam, 

1717 

61 

40 

[Abr.  Sharp],  Qeometry  Improved-  London, 

1717 

9 

40 

J.    LoNo,   New   Method.    (PhU.    Trans,    K^    339). 

London. 

J8» 
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JaattaL 

Auttalde- 
cixQftlen. 

Formaat. 

TITBL. 

1717 

60 

40 

Brook   Tatlor,    Attempt.    (Phil.    Trans.  N°.  352). 
London. 

1721 

10 

fol 

A.  Vlaok,  (chineescb)  Magnus  Canon.  II  Vol.  Peiin. 

1724 

8« 

F.  SiDELU,  Tabellen.  Jena. 

1726 

7 

8» 

Begriff  derjenigen  Tafeln.  Gietaen. 

1725 

7 

8» 

A.  Vlaok,  (hoogduitsch)  Tabellen.  Leipziff. 
Herdruk:  1738,  1768,  1778. 

1725 

6 

80 

J.  B.  WiEDEBUBQ,  Einleitung.  Jena. 
Herdruk:  1735. 

1726 

7 

80 

J.  G.  LiBBKNECBT,  Tabulae.  Gteesen. 

1727 

7 

80 

K.  DE  Vbibs,  Konst  der  Stuurlieden..  Amaterdum, 
Herdruk:  4e  1751.  1781,  1801,  1818. 

1728 

7 

80 

J.  M.  P0ETIU8,  Anleitung.  Fran/urt. 

1782 

32 

8« 

C.    voN    Claubbeeq,    Demonstrative    Rechenkunst. 

Leipziff. 
Herdruk:  1748,  1762,  1778. 

1782 

S.  RiCARD,  Trait^  de  Commerce.  Ameterdam. 

1732 

32 

4° 

C.  DE  Clausberg,  Arithmetica  Demonstrans.  Nov.  Act. 
Erud,  Leipz. 

1735 

8 

40 

J.  Kirkbt,  Arithmetical  Institutions.  London. 

P1735 

8» 

de  Mazelieu,  Elements.  3«  Ed.  Parie, 

1736 

40 

A.  Capelli,  Astrosophia.  Venetie, 

1737 

J.  G.  Krusb,  Geldtabellen.  Eamburg. 
Herdruk:  1756. 

1737 

JoH.   Th.   Graumann,   Licht    des  Koopmans.    Am- 
sierdam. 

1740 

JoH.  Th.  Graumann,  Lumi^re.  Amaterdam. 
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JaarUL 

Aiuital  de- 
cuiudeiL 

Fmmaiii 

T  1  T  E  L. 

1741 

7 

40 

Dbparcibux,  Nouveaux  Traites.  Paria. 

1742 

11 

fol. 

J.  D0D8ON,  Antilogarithmic  Canon.  London. 

1742 

7 

40 

W.  Gardiner,  Tables.  London. 

1742 

7 

8° 

[Richter],  Mathematisches  Lexicon.  11.  T!\i.Leipzig. 

1742 

7 

80 

C.  WoLPP  (door  N.  Epkema),  Nodige  Tafelen,    Am- 

Bterdam. 
Herdruk:  1765. 

1742 

J.  E.  Kruse,  Hamburger  Tabellen.  Amsterdam. 

1748 

7 

8» 

RiYARD,  Tables  des  Sinus.  Paria. 
Herdruk:  2e  1750,  3e  1757. 

1744 

21 

40 

A.  F.  Marci,  Quadrata  Magica.  Amsterdam. 
Herdruk:  1791. 

1746 

5 

40 

[Lb  Monnibr],  Institutions  Astronomiques.  Paris. 

1747 

5 

80 

Anweisung  zur  Geometrie.  Frankfurt. 

1747 

7 

fol. 

J.  DoDSON,  Calcnlator.  London. 

1747 

R.  Lbvi,  Arbitrage  Tabellen. 
Herdruk :  1748,  1760. 

1748 

7 

80 

A.  Vlack  (door  J.  J.  Hentschen),  Tabula.  Leipzig. 
Herdruk:  2e  1757,  3e  1763. 

1749 

7 

40 

[F.  G.  de  Oppbl],  Anleitung.  Dreaden. 
Herdruk:  1752. 

1750 

7 

40 

Elementa  Mathem.  pract.   Wien. 
Herdruk:  1778. 

1752 

J.  C.  Nelkenbrecher. 

1752 

7 

80 

Trigonometrie.  Neapoli. 

1754 

18 

8«» 

W.  0.  Reitz,  Nieuw   gevonden    berekening.    (Verh. 
HoU.  Maatsch.)  Haarle^n. 
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Jaarlal. 

Aantai  de- 
diDalen. 

Eormaat, 

TITEL. 

1754 

4« 

F.  G.  BoNHOMO,  Trigonometria.  Panormi. 

1754 

6 

40 

Dblagrive,  Trigonometrie.  Paris. 

1755 

18 

8» 

W.  0.  Rkitz,  De  berekeuing  (Verh.  Holl.  Maatach.) 
Haarlem. 

1755 

13 

80 

Camus,  Cours.  Pam. 

1756 

5 

8» 

J.  A.  voN  Segnkr,  Elementa.  Halle. 
Herdrak:  1767. 

1756 

J.  E.  Kruse,  Wechsel  Entscheider.  Hamburg. 

1760 

6 

4» 

H.  Briogs,  Canon  Logarithmorum.   Wkn. 

1760 

6 

80 

L.  DE  Lalandb  &  Lacaille,  Tables.  Pari». 
Herdruk:  1768. 

1760 

7 

80 

D.  Ktjnkbnberg,  Sinus-lx)garithmu3-getallen  (Verh. 
Holl.  Maatsch.)  Haarlem. 

1762 

6 

80 

T.  Beutel  (door  J.C.Tarnovids),  Lustgarten.  Leipzig. 

1763 

Tabellen,  Siockholm. 

1764 

7 

80 

W.  Embrson,  Elements  of  Trigonometry.  ^^Ed.  London. 
NB.  de  1«  druk  bevat  geen  tafels. 

1764 

5 

'  8«» 

Lalandb,  Logarithmes  logistiques  (Conn.  des  Temps). 
Paria. 

1766 

6 

8° 

J.  DB  Lalande  (door  Marik),  Tables.  Paria. 
Herdruk:  1768,  1781,  1791,  1799. 

1767 

80 

A.  Rbid,  Essay.  London. 

1769 

40 

J.  ToAUK),  Tavole.  Pxtdova. 
Herdruk:  8e  1794. 

1770 

7 

90 

J.  H.  Lambbbt,  Zustltae.  Berlin. 

1770 

7 

40 

W.   Oarditier   (door   Pezbnab,   Fransch),    Tables. 
jivigtmn. 

Digitized  by 


Google 


TWEEDE  ONTWEHP  EENER  NAAMLUST  VAN  L0GABITHMENTAPBL8. 


iS 


JaaitaL 


Aantal  d«- 
cimalen. 


Formaat 


T  l  T  B  L. 


1772 

1772 

1773 

1774 

P1774 

1774 

1775 

1776 
1777 
1778 
1778 
1779 

1781 
1782 


1783 

1783 

1784 
1784 
1784 


7 
7 

6 

8 
7 


21 
7 


7 
7 
6 


80 


80 

80&40 

40 
40 
80 
80 
80 

40 
8» 


80 

40 

80 
40 


Herdruk:  Faris  1773.  fol.  (?) 

A.  K.    COHSN. 

Ghsrli.  Modena. 

C.  B.  FoNCK,  Anfangsgruude.  Leipeiff. 

F.  K.  voN  Stamfoed. 

G.  i-A  BoRDE,  Boekhouden.  Jmterdam.  2«Dr. 

B,  DouN,  Britisch  Mariner'8  Assistant.  London. 
Herdruk:  3«  1789. 

B.  J.  DouwES,  Tafelen.  AvMterdam. 
Herdruk:  1779. 

F.  Bertboud,  Les  Longitudes.  Tarie. 
L.  Unterberqbr,  Tafeln.   Wim. 

J.  C.  ScHTJi^B,  Sammlung.  H  Th.  Berlin. 
J.  SHiDEii,  Elementa.  Fratisl. 

D.  Bates,  Tables.  Buhlin. 
Herdruk:  1781. 

Tables  Logar.  Hyperbol.  Paris. 

W.    Gardiner   (door   Canova   &    Ricco),    Tavole. 

Florence. 
Herdruk:  3e  1810. 

W.  Gardiner  (door  F.  Callet),  Tables.  Paw. 
Herdruk:  Verona.  1811. 

G.  Veqa,  Tafeln.  II  Bde.  Leipzig. 
Herdruk:  2«  1797.  8«  1814. 

4 

S.  DuNN.  London. 

J.  M.  Geuss.  Copenhagen. 

Parisani.  Fiorenze. 
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JMrtaL 

Aantal  de- 
cimkleiL 

lormut 

T  I  T  E  L. 

1785 

20,7 

8<» 

C.  HoTTON,  Mathematical  Tables.  London. 
Herdruk:    2«    1794,    8«  1801,    5«  1807,    6e  1810» 
7«  1822,  '1849. 

1786 

14 

8<» 

K.  K.  Reitz,  Nieuwe  Handl.  (Verh.  Zeeuwsch  Gen.). 
Middelburff. 

1786 

19 

40 

BfiEJA,  M^thode  (Mem.  de  Berl.).  Berlin. 

1787 

27 

40 

D.  Stewaet,  Account.  Londo». 

1787 

4 

8» 

J.  H.  VAM  SwiNDEN,  Verhaudellng.  Jmierdam. 
Herdruk:  2e  1789.  3e  1796.  4e  1802. 

80 

W.  Gaeeaed,  Copious  Tables. 

1789 

7 

8« 

A.  Vlack  (door  J.  J.  Ebeet),  Tabulae.  Leipzig. 

1790 

Herdruk:  1808. 

14 

8« 

K.    K.    Reitz,    Vervolg    (Verh.    Zeeuwsch    Gen.). 

1790 

Midcklburff. 

1790 

M.  Wagnee. 

1790 

5 

80 

J.  Mei.t.ttao  di  Mato,  Taboas.  Liasabon. 

1791 

14 

40 

Fe.  Masbees,  Scriptores  Logarithmici.  London. 
Bevat  herdruk  van  Kbpler,  Napiee  &  J.  Speideu,. 

1791 

7 

8« 

W.  Cbomwell,  Tables  for  Longitude.   London. 

?1791 

5 

8« 

J.  H.  MooEB,  Navigator.  London.  9^  Ed. 
Herdruk:  1793,  W\  Ed. 

1792 

7 

4« 

M.  Tatloe,  Tables.  London. 

1793 

80 

Tabeller,  Stockholm. 

1798 

6 

80 

A.  Mackat,  Theory.  11  Vol.  London. 
Herdruk:  8e  1810. 

1798 

7 

40 

G.  Vega,  Handbuch.  Leipzig. 
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JaartaL 


1794 
1794 


P1799 

1799 

1800 

1800 

1800 

1801 


Aantftl  de- 
ciiiiBldn. 


10 


1794 

6 

1795 

7 

1796 

7,61 

1795 

7 

P1795 

8 

1796 

6 

1798 

7 

1798 

1799 

7 

1799 

1799 

5 

4 

7.11 

5 


Formaat 


fol. 


8« 
8« 
80 

40 
80 
80 
80 


80 
40 
8» 


80 
80 
80 
40 
8» 


TI  TBL. 


Herdruk :  2«  1800,  8e  1802, 4«  1816,  5e  1820, 6«  1816, 
7el820,  8el828,  lle  1832,  12^1888,  15e  1836, 
1888,  19e  1839. 

G.  Veoa,  Thesaoras.  Leipssiff. 

J.    J.    GiRTANNsa,   Logarithmische   Tabellen.    Win- 
.  terthur. 

Tables.  St.  Malo. 

BoRNE,  Principe  ragionati.  Peaaro. 

P.  Callet,  Tables  (stereolype).  Paris. 

Herdruk:  1603,  1821,  1829,  1840,  1858. 

G.  Vkiga,  Tavole  (italiaansch).   Boma. 

M.  R.  B.  Gbbbabdt,  Tafeln.  2e  Aufl.  Berlw. 

J.  A0AM8,  Companion.  London. 

J.    H.    Lambert    (door    A.    PEiiKEL),   Supplemente, 

Lisaabon. 
E.  H.  HocaHEiUEB,  Arbittage  Rekening.  Amsterdam. 
J.  P.  HoBEBT  &  L.  Idelbb,  Ncuc  Tafeln.  Berlin. 
M.  H.  Eaupkb,  Wechsel  Berechner.  L^eek. 
J.    HiLL,    Decimal   Logaritbmical  Arithmetic.  Edin- 

burgh. 

W.  voM  JocHEB,  2e  Aufl.  Leipzig. 

Bbzout,  Cours  pour  la  Marine,  etc.  Paris. 

Treatise.  London. 

P.  Rbishauubb,  Manuel.    Paris. 

3.  Delaubbe  et  Ch.  Bobda,  Tables  D^males.  Pari». 

Th.  Keith,  Introduction.  London. 

Herdruk:  1821. 


VATOT7BK.   VUH.   DBB  KOVINKL.    AKADnUB.   DBBL  XV. 
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JaurteL 


IfonauA. 


TI  T  SL. 


1801 

1801 
1801 
1801 

1801 

1802 
1802 

• 

1802 

1802 

P1802 

1802 

1808 

1808 

1808 

1804 

1804 

1804 
1805 

1806 
1806 

1806 


6 

14 
6 


5 
6 
6 

14 
5 
4 

13 

6 
5 

4 
14 


8» 
4° 
4« 
8« 

8» 


4» 

8° 

8» 
8" 
8» 
8» 

40 
4» 

8» 
16» 

8« 
b° 


F.  Rbichammxs,  Instruction  S^mentaiie.  Paru. 

Ch.  Akzbkrgbb,  Encyclopadischer  Gursus.  Ooburff. 

Notice  sur  les  grandes  tables.  Paris. 

J.  j>B  Lalanob,  Tables  (stereotypes).  Pm^. 

Herdruk:  1807. 

J.  DK  Mbndoza  Rios,  Tables  for  Nautical  Astronomy. 

LondoM. 
J.  R.  Tbschbmacrbr,  Tables  for  Arbitration.  London. 
[Ch.  Abzbbrgbb],  Eleine  Tafeln.  Coburg. 
Naderhand  met  zijn  naam,  1802.  Coburg. 
N.  BowoiTCH  (door  H.  Kirbt),   Navigator.  London. 
N.  G.  AP  ScuuLTBN.  Aboa. 
[N.  Maskbltnb],  Tables  requisite.  S^  £d.  London, 
N.  Maskbltne,  Appendix.  London. 
Tables.  Avignon. 

Lbonblli,  Suppl^ment  Ic^rithmique.  Bordeaux. 
H.  Kalkmann,  Tabelleo.  Uamburg. 
NoBACK,  Nieuwe  Tafelen.  Amaterdam. 
M.  EiLMANN,  Tafeln.   Osnabruck. 
In  8  Hefien:   het  8«  Heft  in  1808. 
Db  la  Caillk  &  J.  OB  Lalande,  Tables.  Park. 
J.  DK  Lalandb,  Tables  (stereotype).  Paris. 
Herdruk:  1816,  1818,  1881. 
J.  Anorbw,  Astronom.  Tables.  London. 
Lbonblli    (door  G.  W.  Lkonabdi),    Logarithmische 

Supplemente.  Dresden. 
Th.  Whitinq,  Portable  Tables.  London. 
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1812 


7 

6 

7,15 

6 


FormMt 
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1812 

5 

8« 

1814 

6 

8» 

1814 

8 

8* 

1814 

5 

16" 

P1816 

0 

8» 

1816 

1817 

5 

1817 

5 

8» 

18J7 

7 

4» 

1817 

7 

8o 

1818 

5 

80 

,8« 
40 

80 
80 


80 


J.  M.  MxNDOZA  R108,   Gomplete  Giollectioii.  London. 

Herdruk:  1809. 

Dblaobive  (door  Rbtnaud),  Manuel.  Paris. 

Herdruk:  1810. 

G.  VON  Vbga,  (italiaansch).  Ed.  4«.  Padava. 

Ch.  Plavzolbs,  Tables.  Paris. 

E.  DovoLAS,  Mathematical  Tables.  Bdinburffh. 

M.  voN  Pbassb,  Tafeln.  Leipziy. 

Herdruk:  1814. 

J.  H.  Moobb  (door  J.  Dbssion),  Navigator.  18<»  £d. 

Landon. 
Herdruk:  20«  1814. 
J.  Linonbb,  Handbuch.   Wien. 
Herdruk:  2«  1831. 
C.  F.  Gavss,  Tafel.  GotAa. 
FiRMiN  DinoT,  Tables.  Paris, 
P.  Bablow,  New  Mathematical  Tables.  Londan. 
Herdruk:  1840. 

M.  VON  Prassb  (door  Halma),   TaUes.  Paris. 
J.  Wallacb  (door  J.  Bbown),  Matheraatical  Tables. 

8«  Ed.  JEdindurffh. 
J.  C.  BiJLNK,   JFten. 
Th.  Preston,  New  System. 
J.  Pasqvich,  Abgekurzte'Tafeln.  Leipxiff. 
[E.  A.  Matthiessbn],  Tafel.  Altona. 
K.  Flobtn,  Tafelen.  Amsterdam. 
G.  G.  ScHMiDT,  Trigonometrie.  Giessen. 
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1818 

5 

18« 

J.  DE  Lalande  (door  J.  Rbtnatjd),  Tablea.  Paris. 
Herdruk:  1852,  1856. 

1818 

7 

8» 

J.  P.  Gruson,  Bequeme  Tafeln.  Berlin. 
Herdruk:  3e  1832. 

1819 

7 

40 

A.  Rebs,  Cyclopaedia.  Vol.  18.  London. 

1810 

7 

80 

C.  WoLFF  (door  ?  ),  Tafeln. 

1820 

Brunacchi,  Tavole.  Milano. 

1820 

80 

G.  Santini,  Tavole.  Padova. 
Herdruk:  2«»  1848,  3«  1869. 

1820 

6 

80 

P.  DuNCAN,  Cours.  Bordeaua!. 

1621 

5 

12° 

G.  G.  ScHMiDT,  Tafelen.  Oienm. 
Herdruk:  1823. 

1821 

8» 

J.    ScHDLTBs    (door    W.    PfAFF),   SammluDg.    Er- 
langen 

1821 

7 

80 

A.  ViACK  (door  G.  Nobdmann),  Tabulae.  Leipzig. 

1821 

6 

8° 

Th.  Keeigan,  Guide.  London. 

1821 

6 

8° 

W.  Lax,  Nautical  Tables.  London. 

1821 

6 

80 

J.  H.  Westphal,  Tafeln.  Leipe^. 

1822 

5 

8" 

H.  J.  ScHOMACHER,  Hulfetafelu.  Jltona. 

1822 

6 

80 

C.  F.  G.  BoHB,  Tabel.  Berffen. 

1822 

6 

8» 

S.  Stampfbb,  Tafeln.  Salzburff. 
Herdruk :   Wiev.  2«  1825,  4fi  1862,  5«  1858, 6«  1860, 
8e  1870. 

1822 

5,  4 

40 

D.  Stansboby,  Tables.  New-York. 

1828 

40 

E.  M.  Hahn,  Neue  Tafeln.  Bretlau. 

1828 

5 

fol. 

E.  A.  MArrHiESBN,   Gemeine   Logarithmen.   (stereo- 
type).  Altona. 
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1823 

5 

8» 

Ex7STAC£  en  Schmidt,  Handboek.  Amterdam. 

1824 

6 

8« 

J.  P.  KuLiK,   Handbuch.  Orata. 

1824 

6 

8» 

J.  D£  Lalande,  Tafeln. 

1824 

18 

8» 

C.  F.  DfiO£N,  Tabulae.  Hauniae. 

1824 

6 

8» 

£•  RiDDLfi,  Navigation.  London. 

1826 

6 

4« 

M.  voN  Pra8S£  (door  K.  B.  Molweide),  Tafeln.  Leipziy. 
Herdruk:  1840? 

1825 

7 

8» 

Ceeizenach,  Hohere  Zinsberechnung.  Mainz. 

1826 

7 

160 

J.  J.  I.  HoFFMANN,  Tafeln.  Mainz. 

1826 

6 

8« 

Beown  (door  J.  Cheistison),   Mathematical  Tables. 

Edinburgh. 
Herdruk:  1848. 

1826 

7 

40 

V.  Baqat,  Souscription.   Parie. 

1827 

5 

160 

J.    d£   Tjalande    (door   H.    G.    Kohlbb),    Tafeln. 

Leipzig. 
Herdruk:    2e    1849,    3«    1865,    4e  1868.    5e  1870. 

1827 

H.  W.,  Canons  de  Logarithmes.  Pari^y  Straateburg, 
London. 

1827 

1 

A.  BuRG,   Wien. 

1827' 

5 

16« 

C.  L.  G.  WiNCKLEE,  Die  Logarithmen.  Halle. 

1827 

10,6,5 

So 

J.  Hantschel,  Handbuch.   Wien. 
Herdruk:  1888. 

1827 

6 

4° 

J.  Salomon,  Tafeln.   Wien. 

1827 

6 

80 

G.  F.  Ursinus,  Logarithmi.  Uafniae. 

1827 

6 

80 

W.  Galbraith,  Tables.  Edinburgh. 

1827 

4 

40 

Th.  Lynn,  Horary  Tables.   London. 

1827 

5 

8" 

J.  C.  Burchaedt,  Table  Conn.  des  Temps.  Parie. 
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80 
4o 

160 
120 

12* 

8o 
80 


120 
12» 
120 
120 
120 

8" 

8» 


T  I  T  B  L. 


Ch.  Babbage,  Table.  London. 

Herdruk:  2«  1881,  3«  1888,  4«  1841,   1878. 

Hiix.  Stoekholm. 

G.  F.  Encki,  Tafeln.  Berlin. 

Herdruk:  1846. 

M.  voN  Prasse,  Tables.  Paria. 

Logarithmen.  Berlin. 

y.  Baoat,  Nouvelles  Tables  Astronomiques.  Pcai». 

voN  WiEDXBACM,  Tafel.  Copenhagen. 

A.  A.  L.  Rktnauo,  Table.  Paris. 

3.   DE  LAIA170K    (door   F.  C.  M.  Marib),    Tables. 

Paria. 
C.   Th.  Scrmidbll,  Proportionaltheile.  Leipzi^. 
3.  SwABT,  Verzameling  van  Tafelen.  Amaterdam. 
Herdruk:  2«  1880,  3e  1885,   4«  1887,  6«  1845. 
Cr.     Hutton    (door    O.    Gbeoort),    Mathematical 

Tables.  London. 
Herdruk:  1849,  1858. 
QUBRBBT.  8t.  Malo. 
F.  R.  Hasslbb,  Tabvdae.  Neto-York. 
F.  R.  Hasslbk,  Tafeln.  New-York. 
F.  R.  Habslbr,  Tables  (fransch).  New-York. 
F.  R.  Hasslbr,  Tables  (engelsch).  New-York. 
F.  R.  Hassler,  Tablas.  New-York. 
J.  DB  Lalandb  (door  R.  Mttillana),  Tablas.  Madrid. 
3.  SwART,  Tafelen.  Amsterdam. 
Herdruk:  2«  1827,  8e  1846. 
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1880 


1834 

1834 
1886 
1886 
1887 
1887 
IS37 


1882 

80 

1882 

8» 

1882 

5 

12» 

1882 

7 

8» 

1883 

5 

80 

1888 

120 

1883 

8° 

1888 

4 

4o 

1888 

6 

80 

1834 

6 

8o 

1834 

6 

lb34 

7 

«•' 

7 

7,  6 

7 

6 
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Formaat. 


T  ITB  L. 


8« 


8° 

80 

8- 

80 
160 


J.  Imman,  Nautical  Tables.  London. 

Herdrok:  1871. 

F.  MiNsiNGSR,  Lehrbuch.  Augsburg. 

K.  voN  Langsdorff,  Logarithiuen.  Hetdelberff. 

J.  u£  Lalande  (door  Kohlsb),  Tables.  Leipzig. 

F.  MiNSiNGSR,  Logarithmen.  Augsburg. 
Herdruk:  1842,  1846. 

R.  LoBATTO,  Verzameling.  '«  Gravenhoffe. 

C.  W.  Stebnbebo,  Tabeller.  Slockholm. 

J.  ScHMOLZL,  Taschenbuch.  Miinchen. 

Th.  Bsvsrlst,  The  Mariner's  Latitude.    Oirencester. 

3.  Taylor,  Luni-Solar  Tables.  Londan. 

G.  WiNKLBB,  Tafeln.   Wien. 
Herdruk:  2«  1889. 

R.  Wallacb,  Mathematical  CSalculator.    Glasyow. 
Ch.  Babbaob  (door  K.  Nagt),  Logarithmen  (hoogd.). 

London. 
Ch.  Babbagb  (door  K.    Nagt),    Logarithmen    (hon- 

gaarsch).  London. 
Turksche  Logarithmen.  Bulak. 
3.  W.  NoBiE,  Nautical  Tables.   London. 
Logarithmic  Tables.  London. 
3.  B.  Wandneb,  Grundziige.  Sulzbach. 
M.  voN  Prassk  (door  Jahn),  Tafeln.   Leipxig. 
M.  RiiHLMANN,  Tafeln.  Leipzig. 
Herdruk:    2«    1840,    3«    1845,   4«  1851,    5«  1855, 

6e  1869,  7«  1866. 
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1S38 

1688 
1838 
1838 
1888 

1889 


1889 
1889 

1840 

1840 
1840 
1840 
1840 

1840 
1840 
1840 
1840 

1840 


5,8 


6 
6 


5 
7,15 


4 
10 


5 
14,6 

7 


40 

8" 
8» 
4» 

4» 

8° 


16« 
4« 

80 

plano 

40 
8» 
80 

16» 
12« 
fol. 

8° 

40 


L.  ScHRON,  Tafeln.  Jma. 

F.  Zamhinsr,  An&ngsgrunde.  Darmatadt. 
6.  FoLLADOB,  Tavole.  Padova. 

G.  B.  AiRY,  Appendix.  London. 
G.  A.  Jabn,  Tafeln.  11  Vol. 
Herdruk:  1844. 

J.  D£  Lalande  (door  A.  db  Morgan),  Tables.  (door 

Soc.  OF  UsBF.  Knowl.).  London. 
Herdruk:  1864. 

H.  Strootman,  Logarithinen-Tafelen.  Breda. 
V.  Crowet,  Table.  Paria. 
Herdruk:  1841. 

H.  Rapbr,  Practice  of  Navigation.  London. 
Herdruk :  4«  1852. 
Logarithms  on  a  card.  London. 
A.  J.  DB  Montfbk&ibb,  Table.  Paris. 
J.  Vall^s,  Trait^.  Paris. 
R.  Fablby,  Tables.  London. 
Herdruk:  1858. 

E.  H.  BroRKMANN,  Tabeller.  Stockholm. 
A.  Mbldola,  Tafeln.  Altona. 
A.  J.  DB  Montfbrbibr,  Dictionnaire.  Vol.  IH.  Paris. 
A.  Stbinbbkgbr,  Tafel.  JRegensburg. 
Herdruk:  2«  1857. 
G.    voN     Vboa    (door    J.    A.  Hulssb),    Sammlung. 

Leipzi^. 
Herdruk :  2«  1849. 
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1840 

7 

4» 

G.  voN  Vbga  (door  J.  A.  Hulsse),  Bandbuch.  Leipzig. 

Herdruk:  3«  1841,  4e  1842,  5«  1843,  7e  1844, 
11«  1846,  12e  1848,  13«  1849.  16«  1851,  17« 
1857,  18«  1859,  19«  1854,  21«  1855. 

1841 

5 

8« 

0.  Gregort,  Tables  for  Nautical  Men.  London. 

1841 

6 

80 

E.  RiODLE,  Tables.  London, 
Herdruk:  1851. 

1841 

6 

80 

J.  TaoTTER,  Manual.  Edinhurgh. 
Herdruk:  1847,  1851. 

1841 

4". 

E.  G.  AP  Kt.int,  Tabeller.  Stockholm. 

1841 

120 

N.  G.  ScHXJLTEN,  Tabeller.  ReUingfors. 

1841 

4 

fol. 

Logarithms  and  Antilogarithms.  London. 

1842 

120 

J.  DE  Lalande  (door  J.  B.  Pbyronnet),  Tablas.  Madrid. 

1842 

4 

Tables  of  Logarithms.  London. 

1842 

4 

Sines  and  Tangents.  London, 

1842 

7 

180 

J.  DB  Lalandb  (door  F.  C.  C.  Maeib  &  C.  E.  Gdil- 

lert),  Tables.  Brmellea. 
Herdruk:  1852,  1857. 

1842 

6 

80 

The  Logarithms.  London. 

1848 

180 

J.  DE  Lalande  (door  P.  H.  Guilhem),  Tables.  Paris. 

1848 

3.  DE  Lalande,  Tablas.  Paris, 

1843 

7 

40 

C.  Bremikeh,  Tafel  der  Proportionaltheile.  Berlin. 

1848 

7 

80 

Taf.  Logist.  Logar.  Niimberg. 

P1843 

18» 

J.  Cabr,  Synopsis.  2*  Ed.  London. 

1843 

6 

80 

3.  Griffin,  Epitome.  London. 

1843 

E.  Wbnckebach.  Breda. 
Herdruk:  1861. 

15 

MATUORK. 
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1843 

6 

4° 

C.  F.  Degen    (door  A.  de  Morgan),    Encyclopaedia 
Melropolitana.  London. 

1843 

5 

8» 

0.  Gregory,   W.    J.  B.    Woolhouse  &  J.  Heuss, 
Nautical  Tables.  London. 

1843 

6 

8° 

J.  Tatlor,  Epitome.  London. 

1843 

18°  . 

J.  DE  Lalande  (door  A.  J.  L.  M.  y  J.),Tablas.  Paris. 

1S44 

6 

8° 

J.  CiJRisTisoN,  Mathematical  Tables.  Edmburgh. 
Herdrak:  1848. 

1844 

4 

40 

(B.  Sheepshanks),  Tables.  London. 

1844 

6,5   . 

8» 

R.  Shortrede,  Compendious  Tables.  Edinhurgh. 

P1844 

7,6 

8° 

J.  W.  Norie,  Navigatiou.    18«  Ed.  London. 

P1844 

6 

8» 

C.  RuMKBR,  Handbuch.  4«  Ed.  Hamburg. 

1844 

80 

A.  Bell,  Mathematical  Tables.  Edinburgh. 

1844 

E.  Ritter,  Arithm^tique.  Geneve. 

1844 

7 

80. 

R.  Shortredb,  Logarithmic  Tables.  Fdinburgh. 
Herdruk:  1849.  11  Vol. 

1844 

4 

80 

J.  H.  T.  MiiLLER,  Logarithmen.  Halle. 
Herdruk:  2e  1860. 

]844 

6 

16« 

E.  Wallace,  Pocket  Guide.   Glaagow. 
Herdruk:  3«  1849. 

1844 

4 

40 

R.  Shbepshanks,  Tables.  London. 
Herdruk:  1846. 

1844 

80 

L.  C-  ScHULZ  VON  Strasznicki,  Handbuch.  Wien. 
Herdruk:  1848. 

1844 

5 

80 

J.  A.  Hansen,  Tafels.  Deventer. 

1846 

6 

80 

.H.  G.  ScHOMACHER   (door  G.  H.  L.  Warnstorif), 
Hiilfstafeln.  Copenhagen. 
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1846 
1846 


1846 
1847 
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1847 
1847 
1847 
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6 
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6 
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4 
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8» 

120 

40 


80 

4» 

8o 

16* 


80 
80 

80 
80 


80 
80. 


J.  G.  BoHH,  Handbuch.  Inns6ruci. 
Herdruk:  2«  1858,  3«  1872. 

F.  MiNSiNGER,  Gemeiue  Logarithmen.  Augaburg. 

G.  BiLDT,  Tabeller.  Siockholm. 

Th.    Wittstein,     Gaussische    Logarithmeu.     Han- 

nover. 
Herdruk:  1866. 
H.  Raper  R.  N.,  Tables.  London. 

C.  A.  ScHUMACHEB,  Logarithmer.    Copenhcufen. 
J.  C.  PiLAAB,  Logarithmen.  Zeiden. 

E.  F.  AuQUST,  Tafelen.  Berlin. 

Herdruk:    2e    1848,   8e  1858,    5e  1863,    6e  1865, 

7e  1868. 
£.  CoLEHAN,  Nautical  Tables.  London. 
J.  S.  Speteb,  Tafel.  Amsterdam. 
Herdruk:  1860. 

D.  J.  Feliu,  Tablas.  Madrid. 

J.  DE  Lalanob  (door  C.  F.  M.  Mabib  &  Retnaub), 

Tables.  Paria. 
Herdruk:  1853,  1871. 
J.  voN  Massaloup,  Hul&tafeln.  Leipzig. 
G.  F.  Ursin,  Logarithmer.  (hpenhagen. 
H.  G.  EdHLEB,  Tafeln.  Leipzig. 
Herdruk:  1861. 

H.  G.  KoHLBB,  Handbuch.  Leipzig. 
Herdruk:  2e  1848,  3e  1851,  4e  1866, 5e  1867, 6e  1859, 

7e  1860,  8e  1861,  9e  1864,  lOe  1867. 

15* 
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TITBL. 

1847 

7 

80 

A.  D.  Stanlet,  Tables.  Neto-Tork. 
Herdruk:  1849  {London). 

1848 

8» 

L.  C.  ScBULZ  voN  Strasznicki,  Tafeln.   Wien. 

1848 

D.  Marianini.  Acqui. 

1849 

50 

8» 

0.  Btrne,  Practical  Method.  Londm. 

1849 

4 

8» 

J.  GoRDON,  Lunar  Tables.  London. 

1849 

7 

8» 

J.  Zech,    Additions   und  Substractions-Logarithmen. 

Berlin. 
Herdruk:  2«  1851,  3«  1867. 

1849 

6 

8» 

P.  Grat,  Tables  and  Fonnulae.  London. 
Herdruk:  2«  1870. 

1849 

7 

80 

H.  E.  FiLiPowsKT,  Table  of  Antilogarithms.  London. 

1850 

5 

40 

J.  DE  Mendoza  t  Rios,  Coleccion.  Madrid. 

1850 

6 

80 

N.  Beardmorb,  Hydrography.  London. 
Herdruk:  1852,  1862. 

1850 

5 

plano 

H.  E.  FiLiPOWSKT,  Table.   London. 

1860 

7 

40 

Z.  Dase,  Tafeln.   Wien. 

1851 

5 

8" 

A.  Breosing,  Logarithmen.   Bremen. 

1851 

6 

240 

H.  Law,  Mathematical  Tables.  London. 

1851 

6 

12» 

J.  E.  HiERL,  Tabellen.  Augsburg. 
Ilerdruk:  1852  {Leipzig),  1854  {Augsburg). 

1851 

5 

80 

D.  J.  Ph.  Kulik,  Hyperbolische  Sectoren.  Leipziq. 

1851 

fol, 

H.  G.  KoHLER,  Vier  Tafeln.  Leipzig. 

1852 

6 

80 

C.  Bremiker,  Nova  Tabula.  Berlin. 

1852 

80 

J.  Davidson,  Collection.  London. 

1852 

6 

80 

F.  DoMKE,  Tafeln.  Berlin. 

Herdruk;  2«  1855,  3«  1861,  4fi  1866,  5«  1869. 
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80 


J.  6.  BoBM  (door  M.  Sembianti),  Picoolo  Manuale. 

Trento. 
Herdruk:  2«  1858. 

6.  TON  VsGA  (doorC.  BaEMiSBB),  Handbuch.  Berlin, 
Herdruk:  40«  1856,  43«  1859,  44«  1860, 46e  1862, 

48«  1864, 49«  1866,  50«  1867,  51«  1868,  54«  1870, 

55«  1871,  56«  1872. 
Logarithmen.  Elberfeld. 
D.  Thomson,  Lunar  Tables.  44«  Ed.  London. 
B.  M.  WiLLice,  Popular  Tables.  2«  Ed.  London. 
Herdruk:  3«  1857,  7«  1871. 
J.  Davidson,  A  System.  5«  Ed.  JMadurffi. 
R.  FAiiLBr,  Tables.  London. 
V.  V.  Qdbipo,  Tablas.  Madrid. 
Herdruk  :  2«  1857,  8«  1856. 
A.  WxLiE,  Compendium.  Shanghae. 
j.  DE  Lalande   (door  Rstnaud  &  Baillecl),  Ta- 

bles.  Faris. 
Herdruk:  1858,  1864. 

V.  Caillet,  Tables  de  Log  et  Co-log.  Tarie, 
Herdruk:  1858. 
J.  DB  Lalandb  (door  C.  J.  M.  Mabib,  Rbtnaud& 

Baillbul),  Tables.  Paria. 
Herdruk:  1856,  1858,  1864. 
F.  Callbt   (door  E.  Boitabd  &A.  Ansart-Dbdbt), 

Tables.  Paris. 
(F.  Stbgmann),  Tafel.   Marburg. 
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J.  Feliu  (door  N.  Tabtes),  Tablaa.  Toledo. 

Herdruk:  2«  1856,  8e  1864. 

J.  DE  Lalande  (door  J.  Ddpdis),  Tables.  Paris. 

Herdruk:  1858,  1868,  1871. 

J.  R.  HiND,  Versed  Sines.  London. 

R.  Fasley,  Vereed  Sines.  London. 

[F.  Steqmann],  Tafel,  Zweiter  Theil.  Marburg. 

Keil,  Logaiithmen.  Eiaenberg. 

A.  Steinhauser,  Anhang.    Wien. 

G.  voN  Vega  (door  C.  Beemiker  &  W.  S.  Fischer), 

Tables.  London. 
Delezbumb,   Table.  Lille. 
Logarithmen  und  Antilogaritbmen.    Wien. 
G.  voN  Vega  (door  C.  Bremieek),  Tavole.  Berlin. 
Herdruk:  2e  1864. 

J.  Napier  (door  H.  Filopowskt),  Canon.  Edinbwyh. 
G.  voN  Vega  (door  C.  Bremiker),  Tables  (fransch). 

''Berlin.  •"•• 

P.  Krom,  Tafels.  Jmsterdam. 
G.  and  £.  Scheutz,  Specimen.  London. 
H.  Raper  R.  N.,  Practice.  6*  Ed.  London. 
J.  DB  Lalande  (door  R.  Pioabte),  Tables.  Pom. 
Handleiding.  Alkmaar. 
J.  Houbl,  Tables.  Baria. 
Herdruk:  2«  1864,  3e  1868,  4«  1871,  5«  1878. 
P.  R.  Mocnik,  Tafeln.   Wien. 
Herdruk:  2»  1872. 


Digitized  by 


Google 


TWEEDE  ONTWERP  EENER  NAAMLUST  VAN  L0GARITHMENTAFEL8.  31 


JaartaL 


AaBtal  de- 


1858 

1858 

?1859 

1869 

1859 

1859 

1869 
1859 

1860 


1860 
1860 
1860 

?1860 
1860 

1860 
1860 
1860 

1861 


3,4, 
6 
6 


4 
6 

4 


Fomuukt 


8» 
8« 
16« 
8» 
8» 
80 

80 
40 

8« 


8» 
120 
plano 

80 
80 

120 

8» 
80 

8» 


T  1  TBL. 


G.  and  E.  Schedtz,  Tables.  Paria, 

Ntckei,,  Tabeller.  Stockholm. 

J.  DupDis,  Table.  2«  Ed.  Paria. 

A.  BoucB^,  Notice  Th&rique.  Bordeaux. 

E.  Sang,  Logarithms.  London. 
Th.  Wittstein,  Tafeln.  Hannover. 
Herdruk:  8e  1865,  4«  1870,  5«  1872. 

F.  MiDT,  Table.  Paris. 

R.  PicARTB,    La   division    r^uite  a  une   addition. 

Parii. 
L.  ScHRON,  Logarithmen.  Bratmchweiff. 
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6e  1866,  7e  1867,  8e  1867,   9e  1868,  lOe  1869, 

lle  1871,  12e  1873. 
Th.  Wittstein,  Tafeln.  Hannover. 
J.  A.  Gallbbaith  &  HooGHTON,  Manual.  London. 
(J.    SiTTBNPELD),   Logarithmen    &    Antilogarithmen. 

Berlin. 
J.  Cafe,  Tabellen.  3e  Ed.  London. 
C.  Brbmiker,  Tafeln.  Berlin. 
Herdruk:  2e  1868,  8e  1872. 
F.  Ldkas,  Logarithmen.   Wien. 
E.  D.  F.  Meissel,  Tafeln.  leerhhn. 
J.  ViNET,  Petite  Table.  Paria. 
Herdruk:  8e  1869. 

L.  ScHRON,  Tabel  (hongaarsch).  Braunachweiff. 
Herdruk:  12«  1873. 
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Herdruk:  1869. 
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J.  Dupuis,  Tables.   2«  Ed.  Paria. 

Herdruk:  1868,  5«  1878. 

C.  Brbtmann,  Tafeln.  Wien. 

A.  Oeeneth,  Lc^arithinen.   Wien. 

J.  LuviNi,  Tablas  (spaansch).  Parif. 

A.  W.  Nell,  Lc^arithmen.  Darmtadt, 

HerdTak:  1870. 

W.  Obltze,  Table  antUogarithmique.  Paris. 

L.    ScHRON    (door    A.    de   Morgan),    Logarithms. 

London. 
HerdrukP 

L.  ScHBON  (door  J.  Houbi.),  Tables.  6«  Ed.  Paris. 
Herdruk:  1873. 

O.  SoHLdMiLCH,  Tafeb.  Brauntckwe^. 
Herdruk:  2«  1869,  3e  1871,  4«  1872. 
H.  ScHRODBR,  Logarithmen.  Stuttffardt. 
Herdruk:  1869. 

Ch.  Mbnvqb,  Petites  Tables.   Paris. 
G.  LuviNi,  Tavole.  Turin. 
Herdruk:  1870. 
W.    J.    MACQroRN    Rankinb,    Useful    Rules.    Lon- 

don. 
Herdruk :  4«  1873. 

Th.  Wittstein,  Logarithmes  de  Gauss.  Hannooer. 
F.  FouB,  Nouvelles  Tables.  Liege. 
O.  Btrnb,  Table.  London. 
Th.  Oppolzbe,  Tafelen.  Wien. 
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A.  J.  D.  Wachbiibarth,  Tabellen.    Vpsaia. 

Herdrak:  1869. 

O.  TON  Veoa  (door  C.  Brbhiker  en  L.  Cremora), 

Tarok.  Berlin. 
T.  Thomah,  Tsble».  Faris. 
Mathematical  Tables.  2e  Ed.  London. 
3.  DB  Lalandk  (door  Baixlbul),  Tables.  Paris. 
A.  VAN  Dam,  Verklaring.  Amaterdam. 
O.  STiirvE,  Tabulae  auxiliares.  PetropoU. 
O.  Lbbmann,  Logarithmen.  Leipei^. 
O.    voN    Vboa     (door   C.    Brbmikbr),    Haandbog. 
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C.  Bruhns,  Handbuch.  Leipzig. 

C.  Bruhns,  Manual.  Londcm. 

C.  Bbuhns,  Mannal.  Parii. 

C.  Bruhns,  Manuale  (Italiaansch).  Leipzig. 

A.  FoRTi,  Tavole.  H  Vol.  Torino. 

F.  O.  Gaoss,  Wandtafel.  Berlin. 

Herdruk:  1873. 

F.  G.  Gaxjss,  VoIIstandige  Tafelen.  Berlin. 

Herdruk:  1873. 

A.  J.  voN  Pksch,   Logarithmentafel.  Leiden. 
C.  Bremikbr,  Tafel.  Berlin. 

H.  M.  Parkhurst,  Astronomical  Tables.  Neto-York. 
P.  £.  Bbrgstrand,  Logarithmer.  Stockholm. 
H.  Hbrtzbr,  Tafeln.  Berlin. 

B.  M.  PiERCB,  Table.   Boaton. 
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V.  Venal,  Tables.  Paria. 
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80 

V.  QuEiPO,  Tables.  Paria. 
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80 

E.  Sang,  Specimen-tables.  Edinburgh. 

1873 

80 

C.  Albrich,  Recheutafeln.  Herrmannstadt. 

1873 
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80 

k.  J.  voN   Pesch,  Logarithmentafels.  Leiden. 
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12» 

J.  Elliot,  Elementary  Logarithms.  4***  Ed.  London. 

P1873 

120 

J.  Elliot,  Tables.  5»»»  Ed.  London. 

1873 

4 

fol. 

F.  G.  Gauss,  Wandtafel  (decimaltheilung).  Berlin. 

1873 

5 

80 

F.  G.  Gauss,  VoUst.  Tafel  (decimaltheilung).  Berlin. 
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80 
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,    Short  Tables.  London. 

Sedert  het  indienen  van  deze  ontwerp-naamlijsty  en  het  afdrukken  der  sta- 
tistieke  opgaven  op  bladzijde  I — 5^  zijn  er  nog  onderscheidene  tafels  tus- 
schengevoegd;  dientengevolge  zouden  de  aldaar  voorkomende  opgaven  eenigzins 
behooren  gewijzigd  te  worden  :  dit  kan  echler  door  een  ieder^  des  verkiezende^ 
gemakkelijk  zelf  worden  gedaan. 
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OVER  HET  DIFFERENTIEEREN 


TAK   EElilOE 


ELLIPTISCHE  INTEGRALEN 


NAAR  DEN  MODULUB,  OF  EENE  FUNCTIE  DAARVAN. 


DOOB 


D.    BIERENS    DE    HAAN. 


1.  Wanneer  men  een  onderzoek  wil  beginnen  over  de  eigenschappen  van  eenige 
integraal,  hetzij  bepaalde,  hetzij  ook  onbepaalde;  of  evenzeer,  wanneer  men  in 
beide  gevallen  de  bepaling  der  waarde  op  het  oog  heeft;  altijd  behoort  tot  de 
meest  bruikbare  methoden,  die,  waarbij  de  integraal  wordt  gedifferentieerd  naar 
eene  standvastige,  die  in  de  functie  onder  het  integraalteeken  voorkomt.  Som- 
tijds  is  het  mogelijk,  daarbij  eene  uitdrukking  te  vinden  voor  eene  herhaalde 
differentiatie,  hetzij  in  rechtstreekschen,  hetzij  in  wederkeerigen  vorm ;  en  dan  zijn 
de  stellingen  voor  herhaald  differentieeren  van  veel  belang,  die  echter  slechts 
voor  enkele  eenvoudige  functien  gelden.  Voor  de  elliptische  integralen  waren 
zulke  uitkomsten  nog  niet  bekend;  hetzij  wat  de  eerste  differentiatie,  hetzij  wat 
het  herhaald  differentieeren  betreft  naar  den  modulus,  die  daarin  voorkomt.  Een 
ander  onderzoek  voerde  mij  tot  de  behandeling  van  deze  vraag  voor  de  eenvou- 
dige  integralen,  waarin  de  [/l — p^slnFx  voorkomt,  en  verder  voor  de  overeen- 
komstige,  die  v/r+jpVnVr  bevatten. 
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2  OYEB  HBT  DIFFBBENTIEEREN  ?AN  EENIGB  ELLIPTISCHE  INTEGEALEN 

2.  Men  vindt  vooreerst 

<<(/>*)  rf(P*)y       "^         '^  y   '       /il~p*tin'x  V  |/l-p*«V,' 

0  0  0 

0  0  0 

Ten  einde  deze  en   dergelijke  uitkomsten   weder  tot  elliptische  integralen  te 
herleiden,  beschouwen  wij  de  integraal 


/ 


•'m*af  (/./• 


Aip.^Y 


naar  de  gewone  beteekenis  A(p.«)  =  j/1— />"m'a?.  Hierin  moet  vooreerst  6  on- 
even  zijn,  a.2A-[.i*  anders  toch  heeft  men  te  doen  met  rationeele  goniometri- 
sche  integralen,  en  met  met  elliptische  integralen.  Evenzeer  moet  a  evon  zijn 
*-2a;  want  voor  a  oneven,  =2a-l-l,  dan  konde  men  in  de  integraal 


/ 


cosx  =^y  stellen,  zoodat  er  kwam 


/ 


eene  gewone  irrationeele stelkundige  integraal.  Voor zulke  a=2a,  en  b  =  2b  +  1 
kan  men  nu  aldus  te  werk  gaan. 

Omdat  hier  de  methode  van  het  integreeren  bij  gedeelten  niet  gemakkelijk  of 
rechtstreeks  tot  het  doel  voert,  moet  men  eene  zekere,  geschikte  functiegaan 
diflferentieeren,  en  wel  naar  het  volgende  algemeene  beginsel,  waarbij  y  en  z 
beide  functien  van  x  zijn. 

Stel  dat  men  voor  de  onbepaalde  integraal   /'— ^  eene  herleidingsformule  wil 

zoeken,    en   dat  men   daarbij  niet  slaagt  met  de  toepassing  van  het  integreeren 
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bg  gedeelten;  dan  differentieere  men  de  functie         ^  ;  en  nu  geeft  de  logarith- 
mische  differentiatie 

Zoodra  men  nu  er  in  slagen  kan,  om  den  yeelledigen  factor  in  het  tweede 
lid  dezer  formule  te  ontwikkelen  naar  opklimmende  machten,  hetzij  yan  y,  hetzg 
van  Zj  waarbij  dan  ook  y^  of  2;^  in  den  regel  voorkomt,  kan  men  deze  methode 
toepassen.  Want  nu  wordt  door  integratie  naar  x  het  eerste  lid  een  gelntegreerde 

vorm,  ~^zr  •  ^^  ^^  ^^*  *^®^^  ^^  verkrggt  men  eene  reeks  van  eenige  integra- 

len  derzelfde    soort;  men   kan  dus  daaruit  gemakkelijk  eene  herleidingsformule 
zamenstellen. 
In  ons  geval  verknjgen  wij  langs  dezen  weg 

d  pm^+^  X . €080!-^       m^+^  x.cosx  r  ^^cosx     -sinx  i^ — p^isinx.cosx'] 


a  pm*«-r^  X . cosx-i       m^T*  x,cosx  r  cosx     -stnx  — p^xstnx.cosx-i 

dxl{i—p'sin'xy-U " (l-p*m«^)*-i L^   ^^^ sinx'^ cosx  ~^*~*J     \—fsin'x    J" 

—  M_  «  •  i^y+J{(^«+  l)^^»''^  — Wn'a>}(l— p'm*a;)  +  (2i-.l)p'«tn*a;.c<>»*a;]== 
siffi^  X 

en,  als  men  in  het  tweede  lid  de  veelledige  grootheid  tusschen  de  vierkante  haakjea 
naar  de  machten  van  {\-^p^sin*x)  rangschikt, 

d  a?  L(  1  --  p  s%n*  o?)*— U       p*  ( 1  — p'  m  x)^i  ^^  •     /  \       r  /1 

+  2((a-p')(i-l)-(l-p»)a](l_p'mV)-(l-p'){afr-l)] (/9; 

of,  wanneer  men  diezelfde  veelledige  grootheid  rangschikt  naar  de  machten  van 
sin^x^ 


drsin^-^^x.cosx^  -       sin^x       ^,  .0  •  .        , 
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waaruit  blijkt,  dat  men  zijn  doel  heeft  bereikt.  De  eerste  herleiding  (J3)  toch  geeft, 
als  men  naar  x  tusschen  de  grenzen  0  en  a?  integreert,  en  de  laatste  int^raal 
in  het  tweede  lid  oplost,  omdat  de  gedifferentieerde  grootheid  in  het  eerste  lid 
voor  (v  —  0  verdwijnt, 


/■ 


tin^^xdx  1  r      sin^+^  x  .co8  x 


1  r      sin^+^  X  .C08  X 

(I— p*m'ip)*+i  ~  (1— p')(a^-l)  L      (i.-.p««V;r)*-§  "^ 

/'      sin^xdx  f*      sin^^xdx      -i 

,i-.w.).-.^"°-"^»'/(i-;vW  -m 


werkelijk   eene   herleidingsformule,    waarin   de  veranderlgke  parameter,  hier  de 
exponent  in  den  noemer,  telkens  met  de  eenheid  verminderd  wordt. 

Evenzoo  kan  men  de  tweede  herleiding  (y)  gebruiken.  Omdat  echter  de  in- 
tegraal,  die  de  hoogste  macht  van  sin^x  bevat,  hier  tot  factor  onder  het  in- 
tegraalteeken  zoude  hebben  5m^^+*a?,  moet  men  eerst  de  a  door  a — 2  vervan- 
gen;  dan  integreeren  tusschen  de  grenzen  0  en  j?  van  a?,  waarbij  wederdeterm 
in  het  eerste  lid  voor  ir  =  0  verdwijnt;  en  vervolgens  de  laatste  integraal  in  het 
tweede  lid  oplossen.  Langs  dien  weg  verkrijgt  men 


/*     sin^xdx       1  r8%n^^-^x,C09x 

(1— pWar)*+i  ~  (2a~2J— l)p*  L(l— p*«V;F)*-i  "*" 

0 

•  ,>     f*   sin^^^-^xdx         ,  r»   $in^<^-^xdx   -i 

+{a+!.')(«+i)-/^»)«|  (.„■„•„.,)<■..-"-»'(  (i-p.«..,).^J  •  •  m 

wederom   eene   herleidingsformule,    waarin   nu  echter  de  parameter,  die  telkens 
met  twee  afneemt,  hier  de  exponent  van  den  teller  is. 
De  eerste  fonnule  (I)  heeft  tot  eindintegralen,  voor  6=1, 


/ 


p  C'    sin^xdx 

8in^^xdx[/l—p*sin*x    en     1  :. 

J   yl—p^s%n*x 


Wilde  men  deze  door  de  andere  formule  (II)  bepalen,  zoo  heeft  men  als  eind- 
integralen  voor  a  =  1  en  a  =  0, 

j8in^xdx{l—p*sin*x)±i    en    I  d x (l—p" sin* x)±l. 
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En  hiervan  vindt  mea  dadelijk 

j'dx)/i^p*^n'x  =  Eip.x), (1) 

r—J^  =  Fip.x), (2) 

0 

0  0 

Ten   einde   nu   nog  de  vierde  te  vinden,  gebruike  men  de  herleidingsformule 
{II)  voor  a  =  2,  en  voere  daarbij  de  waarde  van  de  integraal  (3)  in ;  zoo  wordt 


*    sin^xdx 


I     .-. ^-^  =  ^-r  [p'9inx.co8x)/l^p-sin'xM^+f) F(p . x)—2  (1  +p')  JS{p.x)l .  (4) 


en  daarmede  wordt  dan 

1 — p^sin^x   , 


/ 


/     1— »*m  d? 
— =z===m*  xdx  = 
y  1— p  Sin  X 


=  —[—p^9inx.cosxi/i—p*sin^x  +  {l—p^)F{p.x)  —  {l—2p^)E{p.x)].    •  .  .  (6) 

Voor  de  eerste  formulen   aan  het  hoofd  dezer  paragraaf  geeft  nog  de  herlei- 
dingsformule  (I)  voor  a  =  1,  6  =  1 

/*     sin^xdx  1    r      siffix.CMX        ,      .    /**   sin*xdx  P  .  ,     ,       -i 

l/l-p'5W*ar        l-pL     yi^^sin^x  J    yi-p*sin*x       J  '^  J 

O  '  0  0 

of,  door  middel  der  int^ralen  (3)  en  (5), 

3.   Deze  uitkomsten  zijn   nu   voldoende,   om  de  eerste  formulen  van  de  vo- 
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rige   paragraaf  nader   oit   te  rekenen;  zg  geven  toch,  door  middel  der  int^pra- 
len  (3)  en  (6) 

^^£(p.x)=z^[B{f.^)-.P(f.»)l W 

of  indien  wg  de  symbolische  notatie  der  achtereenvolgende  bewerkingen  invoe- 
ren,  hetgeen  hier  zeer  eenvoudig  aangaat, 

[^-^P'^^^{P'')  =  P(P'»h («) 

P+*p'^)3^^^-'>=i-=p[^(^->-^7f^^p'---4 («« 

4.  Op  dezelfde  wijze  kan  men  de  integralen  behandelen,  die  onder  het  int^^l- 
teeken  de  fiinctie  |/l  +p'9in^x  bevat;  dan  beginne  men  hetonderzoek  bij  de  twee 
eenvoudigste  vormen 

d     [*  d     [*         dx 

Daartoe  stelle  men  in  de  herleidingsformulen  (I)  en  (II)  — ^  in  de  plaats  van 
]^\  zoo  worden  deze 


*'       sin^xdx 1 p       sin^-^^^x.cosx 

(1  +p^$in^xf+\  ~  {^b—l){\+^)  L""  (1  +p*«V^)*-4  ^ 


I 

1 r       sin^^—^x.cosx 

—  (2«  — 26^1)p»  L~  (l+p«m»;r)*~l  ~ 

/*     sin^*^^xdx  f*    sin^^^^xdx    T 
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waartoe  dan   verder   behooren  de  volgende  eindintegralen,   waarbg  voor  de  her- 
leiding,  waar  noodig,  de  Bubstitutie  .r  =  -  —  ^r  is  gebruikt, 

«  JT— *  *T— » 

rrfg /•**'  dy 1  /■*' rfy 


(8) 
f         dx 


I  ^T+v^x=?l  ITfT?^      P^y  ^-i/i+p'««  .-|  ^Tj^^' 

of,  na  invoering  dezer  integralen  (7)  en  (8), 

pVl+p*LV     ^^1    \l/l4^/      \|/l+p22       /1    l    \l/iH.p2/      \i/i+pa2       jjJ    ^^ 

Ten  einde  te  kunnen  voortgaan  met  het  opsporen  van  de  volgende  integralen, 
wende  men  zich  tot  de  herleidingsformule  (IV),  en  atelle  daarin  a  =  2,  J  =  0 ; 
dan  verkrijgt  men,  na  invoering  der  integralen  (8)  en  (9), 


0  0  0 

Thans  is  men  in  staat  gesteld,  om  de  waarde  te  bepalen  der  integraal 
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waarbij  de  overbrenging  der  integralen  (9)  en  (10)  den  factor  (1 +^^)invoerde, 
die  derhalve  uit  de  grootheid  tusschen  de  haakjes  konde  verwijderd  worden. 
Daarop  geeft  de  herleidingsformule  (III)  voor  a=  1  en  b=l 

/*     iirfixdx            1    r       sin^x.cosx  ^    f    sirfixdx  r^     ^  n 

— ==5= -\ — 2(1+P^)  /  — =H-8  /  8in^xdx\/l+t^sin^x  l 

l/l+pW/      l+p^L     l/l-^pWx        ^      ^7v/lH-pWar      y  Ki+r«»^J* 

0  0 

die  weder  door  de  invoering  der  pas  gevonden  integralen  (9)  en  (11)  overgaat  in 


sin^xdx  1  r      1  +  {l  +  p^) sin^ x    p^sinx.cosx 

l/l    .  p^sin^x^~p^]/r+^^'^     l/l +p^sin^x     '     i^T+^ 


5.  Deze  uitkomsten  kunnen  nu  strekken  tot  het  vinden  der  gezochte  differen- 
tiaalformulen  voor  de  integralen,  die  hier  met  de  elliptische  integralen  overeenkomen, 
Men  verkrijgt  toch  naar  de  uitkomsten  (7)  en  (8),  wanneer  men  naderhandvan 
de  integralen  (9)  en  (12)  gebruik  maakt, 

0  0 

0 
f*       sin^xdx 1  rl +(1 +p^)»in*xp^nnx.cosx 

~~~   j  »/1  +;>»«««/  ~  2p»\/T+^  L   {/l+pinH*x      [/{l+pi)   "** 

+-fe)--fe-H-^(.7!^)+H7^-Hi-<^ 
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i^aaruit  men  besluit  tot  den  symbolischen  vonn 

[^+^^j^J^z^lK^)-''!!:^-^-^)!]^ 

l+paL^^^-TPI     \|/l+p8J      \l/l+p8  2     yj^|/l+p«««»ar  '^  J^' 

waarbij  eene  zekere  overeenkomst  met  de  Yorige  symboliscbe  formulen  (c)  en  (d) 
niet  te  miskennen  is. 

Wanneer  men  echter  ter  bekorting  stelt 

iMriv^-H='' '^ 

^(7!^)-M^-H=^- '" 

en    daarop   de  differentiaalquotienten  in  de  eerste  leden  van  de  formulen  (e)  en 
(/),  als  die  van  een  produkt  uitwerkt,  verkrijgt  men  achtereenvolgens 


derhalve 


'^r+F,-^^.=i7Pf^[^.-^0. «'  4^^.=,-^o^)l^.-''.l-  •  ('.) 


Evenzeer 


r+?d(p«)    i"»"    i^       Vl+P'     2pVl+?L  v/1 +pa«»9^    V^I+?         ^       ^i' 


derhalve 


24 
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of 

—  F,z=z ^ —    rl  +(H2V^  a,,-„^. .  cosx\/r+j^-i-  (!+/>»)  Ei-fA  .  .{fi) 

</(p«)^      V(l+^*i^  1/1+/'*»'»**  K  i-t-//  TV  -r/'/  ij 

En  hieruit  besluit  men  wederom  tot  den  symbolischen  vorm  der  formulen 

[l-2?<«(l+^«)j^]^,  =  i''i {?i) 


die  schijnbaar  eenvoudiger  zijn  dan  de  vorige  symbolische  differentiaalformulen 
(g)  en  (A),  en  mede  eenige  overeenkomst  vertoonen  met  de  formulen  (c)  en  (rf) 
van  §  3. 

6.  De   bewerking  [^—^/^^77x1  ^P  ^^  elliptische  integraal  der  tweede  soort 

toegepast,   levert   eene   integraal   der   eerste;   en   de  bewerking  [l  +  ^f^^^J 

toegepast   op   de  integraal   der  eerste  soort,  levert  wederom  eene  integraal  der 

tweede,    afgezien   van  een  factor  -        ^  en  een  goniometrischen  term;  dit  volgt 

uit  de  symbolischen  formulen  (c)  en  {d)  van  §  3.  Het  ligt  nu  al  dadelijk  voor 
de  hand  om  op  de  elliptische  integraal  van  iedere  soort  zoodanige  bewerking 
toe  te  passen,  dat  er  wederom  eene  elliptische  integraal  van  dezelfde  soort  ont- 
staat-  hierin  slaagt  men  op  de  volgende  wijze,  wanneer  men  de  symbolische 
bewerkingen  (c)  en  (d)  van  §  3  achtereenvolgens  toepast, 


=  E:p.x)—8inx.eosx  |— (1— p')!/!— p^^m^a;  +  |/j       2«;^a^r ^^ 

wauneer  men  hierbij  acht  geeft  op  het  ontstaan  van  den  goniometrischen  term  in 
de  formule  {d\  dat  is  op  de  integraal  (6)  in  §  2.  Zoodra  men  toch  eenige  wet  wil 
opsporen,  is  het  meestal  nuttig  van  de  latere  herleidingen  af  te  zien,  en  op  te 
klimmen  tot  den   oorspronkelijken   vorm;  en  ook  hier  zal  blijken,  dat  deze  oor- 
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spronkelijke  Torm  voor  de  volgende  bewerkingen  het  meest  geschikt  is.  Uit  deze 
(t)  volgt  nu  verder 

=  F{p . ;r)— ««z. cwa-  _2pVi-;>Wj-  +  w/'*'.  ..  — ...     \..3 1 ;     .  (ti) 

(  Vl—p»nu*x      y\ — jfisiH^x  ) 

en  'wederom 

i^aarbi|  nu  de  bewerkingen  op  de  elliptische  integraal  der  tweede  soort  toege- 
past,  hetzij  eene  integraal  van:  dezelfde,  hetzij  eene  der  eerste  soort  voortbrengen, 
afgezien  van  den  goniometriftchen  vorm,  dier  hier  ttBlkens  bestaat  uit  eenen  factor 
p^rinx.conx^  en  eenen  anderen,  die  functie  is  van  i/l  -  p^^d^le. 

Hetzelfde  kan   men  even  zoo  goed  bewerkstelligen  ten  opzichte  van  de  ellip- 
tische  integraal  der  eerste  -soort,  en  verkrijgt  alsdan  achtereenvolgens 

—  E(p.x)  —  ^aa.eo4X  1 — {l—p^)l/l^p^siu^x  +    ; ^"T~|> (^) 

l  y  1 — p^ 


^p^aiffix^ 


1  l+i.;>2_,i,/*  (3+y>»i(l-»*  I— ;>«      / 

24* 
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Het  is  niet  moeielijk,  uit  deze  verkregen  formulen  tot  meer  algemeene  uit- 
komsten  te  geraken.  Noem  daartoe  de  bewerkingen 

[i _p.][n.»^jA-]=i>, . . .  ,a, «,  ^i_,^-^^^Q, ,„ 

en  zij  in  het  algemeen  i{x)  eene  rationeele  functie  van  de  wortelgrootheid 
[/  l—p^$in^x ;  dan  volgt  rechtstreeks  uit  de  formulen  (i),  (ii)  en  (ig),  (i),  (k)  en  (4i), 

IQ.P.Q  .  .  .   Q.P.Q;\E{p.x)z=:F{p.x)  +  8iMx.cosx.i{x), (/3) 

[P.Q.P  .  .  .   QP.Q]E{p.x)=:E(p.a;)  +  8ittx.co8X.^{x), (/4) 

[P.Q.P  .  .  .  P.Q.P]F{p.x)  =  E{p.x)  +  $mx.cosx,i{x), (*,) 

[Q.P.Q  .  .  .  P,Q.P]F(p.x)=F{p.x)  +  »inx.co8x.i(x) (*s) 

Haar  langs  dezen  weg  ziet  men  niet  in,  wat  de  algemeene  vorm  van  de  functie 
i{x)  worden  zal,  en  de  vergelijking  dier  functien  zoo  als  zg  in  de  formulen  (ii), 
(tj),  {k%  {ki)  voorkomen,  geeft  hier  geen  licht;  ook  niet,  wanneer  bg  het  uit- 
werken  der  bewerkingen,  de  gelijknamige  termen  niet  bij  elkander  telt,  zoo  als 
hier  boven  is  geschied,  maar  ze  gescheiden  houdt,  onder  gedurige  toepassing  der 
duidelijke  herleidingsformule 

p^sin^x  l-{l—j^sin^x) 1  1  ,^. 

yi — p*stn*x  y\ — p^stn^x  yi—p^s%n^x  k  1 — p^sin^x 

ten  einde  de  grootheid  tusschen  de  vierkante  haakjes,  in  het  tweede  lid,  telkens 
tot  functie  van  alleen  y/l—p^sin^x  te  herleiden. 

Zoodra  men  echter  later  overgaat  tot  compleete  elliptische  integralen,  dustus- 
schen  de  grenzen  0  en  J»r  genomen;  dan  wordt  dit  bezwaar  geheel  opgeheven, 
omdat  alsdan  de  « {x)  in  het  geheel  niet  meer  voorkomt.  Zij  zelve  kan  toch  nimmer 
oneindig  groot  worden,  en  de  factor  sinx.cosx  wordt  geUjk aan nul, zoowel  voor 
a;  =  0,  als  voor  jc=  iw;  vandaar  dat  die  laatste  term  in  de  vorige  formulen  ge- 
heel  verdwgnt. 

7.  Wanneer  men  nu  dezelfde  beschouwingen  wil  toepassen  op  de  difierentiaal- 
fonnulen,  die  in  §  5  voorkomen,  stelle  men  eerst  ter  bekorting 
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<dan  yerkrggen  de  formulen  (g)  en  {h)  den  vorm 

['-*''i^]^=''' --"^ 

1  *  s 

^  Vl+p*9tirx^ 


waar  de  W  {x)  uitdrukt  eene rationeele  functie  van  de  wortelgrootheid  [/l+p^sitfiw. 
Past  men  deze  bewerkingen,  vice  versa,  nog  eenmaal  toe,  zoo  verkr^gt  men 

il+P^][l+2p^^^[l-2p»j^^^  (/) 

Wanneer  men  toch  de  aangewezene  bewerkingen  ten  uitvoer  brengt^  en  overal^ 
waar  noodig^  de  herleidingsformule 

p'm'a?  {l+p^Hffix)—l  _  ^       „     ._  ^  (X) 

j/1  +p»«ii»;p"*+^ ~  i/l+i^^iin^x^'^^  ~  y/T+^Ji;?^'     ]/fW^^'  ' 

toepast^  dan  verknjgt  men  telkens  in  het  tweede  lid  een  goniometrischen  term, 
die  sinx.cosx  tot  &tctor  heeft  en  waarvan  de  andere  fEu^tor  een  rationeele  vorm 
van  i/1  +j^sin^xy  dat  is  eene  W{x)  is, 

Maar  nu  kan  men  ook  doorgaan  met  de  achtereenvolgende  toepassing  der  vo- 
rige  bewerkingen ;  voeren  wij  daarbij  gemakshalve  wederom  symbolen  in,  dan 
kan  men  de  Q  uit  (i?)  behouden,  maar  moet  de  P  uit  (J)  vervangen  worden  door 

Cl+f^][l  +  2f^J^]  =  Px (^) 

«Op  die  wijze  verkrijgt  men  dan  hier 

[Pi.Q.Pi  •  .  .  Q.Pi.Q]E^=:E^  +  Binx.cosxVi^x), {l{) 
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IQ.Pi.Q  .  .  .  Q.Pi.Q']EiZ=F^  +  twa.eo»^V{»), (/,) 

[Q.Pi.Q  .  .  .  Pi.QJ*{]Pi=zF^  +  ting.eo»xV(w), (wj) 

[P1.Q.P1  .  .  .  Pi.Q.P{iFz=Ei  +  »i»x.e,»»Vfa>) K) 

Ook  de  formulen  (gi)  en  (h{)  geven  gereede  aanleiding  voor  eene  overeenkom- 
stige  behandeling;  maar  daarbij  heeft  men  dan  andere  bewerkingssymbolen  noo- 
dig.  Noem  deze  hier 

[i-va+f')j^^=«. w 

[rp?]^'^'''"*'''^^]^* ® 

dan  heefb  men  vooreerst 

[iJ]  ^i  =  F, {fiY 

wanneer  men  onder  V'  {x\  even  als  boven,  wederom  eene  rationeele  fanctie  van 
V\+p^sin^(v  verstaat.  Bij  de  herhaalde  toepassing  dezer  bewerkingen,  over  en 
weder,  komt  er  daarop  vooreerst 

[S.K]E^  —  Ei^»ina:,coaxV{it), (n) 

[i2./S]Fi=i^i +ma?.co«.y(:r); {o) 

en  vervolgens,  geheel  algemeen, 

IS.R.S  .  .  .  R.S.II:]  Fi  =  Ei  +  sinx.co9xV{x) («i) 

[R.S.R  .  .  .  R.S.R]Ei  =  Fi  +  sinx.coiAV{x), (n^) 

[R.S.R  .  .  •  S.R.S]  Fi  =  F^  +  idMx.co8xV{x), {(?i) 

[S.R.S  .  .  .  S.R.S]  Fi  =  Ei  +  9inx.eosxV{x: {o^) 

Een   groot   bezwaar   van   al   de  formulen  in  deze  paragraaf,  is,  dat  zij  allen 
eene  zekere  functie  y(ir)  van  \/l  ^p^siji^.v  bevatten,  waarvan  de  wet  vooralenc^ 
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onbekend  is.    Zoodra  men  echter  later  tot  de  grenzen  0  en  ^71  overgaat,  zoodat 

de  elliptische  integralen  compleete  worden  met  den  modulus  (    .         \  wordt 

dit  bezwaar  weggenomen,  omdat  dan  die  functign  van  onbekende  zamenstelling 
niet  meer  voorkomen  wegens  den  factor  sinx .  cosx^  die  evenzeer  voor  a?  =  0, 
als  voor  «2?  =  i  w  verdwgnt. 

8.  Men  kan  echter  tot  geheel  andere,  niet  minder  belangrijke,  uitkomsten  ge- 
raken,  door  de  vergelijking  (a)  nog  eens  naar  p^  te  diflterentieeren ;  en  daarbij 
gebruik  te  maken  van  de  reeds  gevonden  eerste  differentialen  naar  de  formulen 
(a)  en  (J).  Aldus  verkrijgt  men 

=^^E(,.xyfipx)].^-^E{p.Ml-l)I^-^)-^^^ 

-2p*^^'')-  4,M1-  P»)        ^''"^^    »/1=^^.    4f«(W>)'  •  •  •  ^^ 

en  verder,  door  middel  van  de  formule  (o),  ten  einde  de  overgebleven^(2).iP)  te 
elimineeren, 


r  d»       1    J  -1  i  1         i—pn    ) 


1^-fl — p^)nn^x  8/nx,co8x 
^  ■*"    y/i—f,Zsin^  4p3il_p3)" 
—  p^  14"(1 — p^)8hfix    8inX,C08X 

=  4,p*{l-p»)  ^>-*)+     ^/i^j,i,irfix'  4,pHl-p»)'' 

en  hieruit  volgt  ten  slotte 


\[/i—p^8in^x 


+  [/ i—p^sin^xUi»^'  cosx\ (p^) 


waarbij  met  voordacht  is  afgezien  van  de  nadere  herleiding  van  den  goniometri- 
sehen  term,  zooals  die  in  de  formule  (i)  is  toegepast.  Want  nu  kan  men  ge- 
makkelijk  n — 2  maal  diflFerentieeren,  het  eerste  lid  volgens  het  theorema  van 
LEIBNITZ,  en  het  tweede  lid  naar  de  bekende  formulen  (zie  0.  a.  mijn  Overzicht 
der  Differ.  Rekening,  bladz.  33,  34). 
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+  4(1-/,*) 


iHp»)' 


-+(n_2)4(_l) 


=  9inx .cosx\  atrfix 


[• 


dn-i 


+ 
l 


E{pa)z 


rf(p»)— Vl  — p*«(i»«  ^  rf(p»)» 

r    <*■->  1  d»-«  1 


1_ 


of  wel,  na  herleiding, 


J.-I 


<*•- « 


[*^MW«)j^+M('-lM2--8)p«}^^^+{l-4(n-«)»}^^p(p..)  = 
1 


__  .(—!)—'  l»-'/»(— m»ar)»-8  (— 1)»-«1— M  (_,/»» ^)«-8j 

^ntfix.cotx^        2-8(1— p8«n9;r)—V.  *        2— 8(l-p»«n«;r)— V. 

am        jr.co.     1 ^ri_(2^_5^    2),,v»»^} (^) 

(1— .fa«n»a?)»-%   2«-2  ^        ^  ^^'  ^  ^^^ 


Ten  einde   voorts    de   vergelijking  {b)   op  dezelfde  wijze  te  behandelen,  schrijve 
men  haar  kortheidshalve 


^J'(p..)=:2e-^-i^F(p..)  +  ^-^^^ 


Eip.x) (*)- 


waar  dus 


22  = 


1  +  (1  — f^) «"«' ^"  "n x.eoix 


V/J  — /,««».2ar      2(1— P*) 
genomen  werd;  dan  verkrijgt  men,  door  nog  eens  naar  />*  te  differentieeren, 

^-^/(p..)  =  ^^+^i^p..)-^l=^ 


2p*(l— p«)  2p8 
diZ      1  (_1_      1  _        1        (  i_  1— 2p8     1_ 

— rf(p«)"2p«  "^  ^''M^p*^*  4p*(i-p2)r  ^""'rip^ii-p^y^^ipKi-i 


P«)   4^*(l-p*) 


2— 3p« 


•rf(pa)      2p2  4p*(l— p8) 


P(p.xr 


l-2p» 
2p*(l-  p«)« 


fi(p.*), 


('> 


\ 
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.   2—8»«  „        1— 2p« 

+  r^];^/^'''^-T^^^^^<p-^) (^i) 

Gebruikt   men    nu   de  formule  (b)  weder,  om  uit  (r)  de  E(p.a.^  te  elimineeren, 
zoo  verknjgt  men 

r-^xilz5£i_L.l»Y     w*'^     i>i     1   .1—2?*)  I  8~8p«     1— 2i/«  j 

Up«)« V(i-P»)  rf(p«)r^-*>-d(p8)+*|  2p«^»(i-^)  I  +^(p  *)  i  i;i(i:7)-^^i(i::^)  | = 

_  dS  1— 8p»  p« 

~rf(p»)  "^  2p«(l_;,«)^  +  4^*(l-t«)^^P-''^' 

waaruit  wederom  wordt  afgeleid 

ainx.cotx 
-jTr^^^sC*»»**- (1  -P*^'»*^)^»^!-?»"»»»^)»] (rs) 

Bg  deze  herleidingen  is  in  de  laatste  vergelijking  (r^),  even  als  bij  (ri),  gebruik 
gemaakt  van  de  volgende  uitkomst 

**W^^  (1—^)1/1— p»m2a:ll+(l-p«J«««a:     l—p^     h—jJ»»inM~ 

=z~i«nx.cosz     1+(1-P'l;^!f_       8  4-(l-3p«).m«;r  +  (l-p«)«m*;r 

(1— P*)l/l--p««n«a:»(l  —?«)(!  —  p««i««ar)  { 1  +  (1— p9)m8ar}  — 


—  nnx.cosx 


~  V(l— p«)Vr:^^^^^^ -P*'-(2— 8p*-P*)(l-P«««»^)+(l-p«)«(l-p»«m»^)8} . 

En  nu  kan  men  er  toe  overgaan,  om  de  vergelijking  (r»)  n— 2  maal  te  differen- 
tieeren  met  behulp  van  het  theorema  van  leibnitz  bij  het  eerste  lid,  en  der 
boven  aangehaalde  formulen  bij  het  tweede  lid;  deze  bewerking  levert  ons  dan 
het  volgende 

HATUTOK.  VEEH.    DBK    KONIKKI,.  AKADKMIE.    DEEL    XVIII. 
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* ^'  ('  -  P'>  ^  +  («-2)*(1- V)  ^^  +  *(— »)  («-3)4(-8)^-^ 

^-2 


=  <tft  2? .  C0«  ;{7 


d(p»)-f 

d»-«     1  «n»*  1  .   „    , ) 


rf(|B«)»-«  1 1/1  _p8««»/      v/ 1  —^rin^x 


waaruit  men  na  herleiding  yerknjgt 

^+4(«-l)(l-5ip»)j(p,j._,      .-V-      -,.^     --.rf(p«> 


[*''*^^-P')j^+*<«-')^'-'^\-^-t*("-'>^--*>+'U-^ 


—HnX,C08X 


i  (-l)>t-ll>i-l/2(-jyiii»i?)>^l  (-l)»-gl»-a^(-m»a?)*-^     .  ^  (-iy»-8l>-3/lg(-nngar)«-3| 
r£»-l (1  — p»m»a?)«-i ""»»-2(1  ..-p»«a»ip)«-»/j"**^  ^ 2«-«(l-j)««n2a?)»-V,  P 

'-9inx.cosxUifflxY-^^\*~'^  ^     .  «  ^^      «  /^      ^v      ,  v  *^      •••..«.,      «  .  «  .« 

=    a.    a//   ^      2   ^A    {-«n»^(2n-S)(2n-6)+  (£n-5) (l-p»«n'*)+^l-/^*«'»*-»^)^)  = 

«•*j|i*''""^/i?  C08X  1  *»*"*'/■' 

— [(2n— 3)+{(2n— 8)(i»— 5)— (a«— l)p8}m8»-{-8p*m*a!].  .  (•) 


(l-p«««*a!)*^  2»-*' 

9.  Laat  ons  trachten,  dergeLyke  algemeene  differentiaalformulen  af  te  leidea 
voor  de  oyereenkomstige  int^ralen  van  §  5;  beginnen  wg  daartoe  met  den 
laatsten  vorm  der  uitkomsten  (ci)  en  (fi).  Differentieeren  wi|  de  vergelijking  («i) 
nog  eens  naar  p*,  zoo  komt  er 

d»  l  +  2p'  l        (    d  d        I  l  +  2p* 

d(p¥"^'-~2p*(l+p¥  ^"^'"^'^  ■*"^PM+P*)(  ^^'"rf{p*)^'  I  '^"2p*(l+p«)*^^'"^''"'" 

Daar  nu  de  F^  uit  den  tweeden  tenn  van  het  tweede  lid  verdwenen  is,  en  al- 
leen  voorkomt  in  den  eersten  term  aldaar;  en  daar  die  eerste  term  naar  de 
vergelijking  (e^)  zelve  juist 
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tot  waarde  heeft,  zoo  geeft  het  oyerbrengen  daarvan  in  het  eerste  lid 


19 


d> 


„        l+ap«       d      „                       1  r„      14-(l+iD8)«»«i:  ,  .  ..r— sT 

»■2^1  +  .  »■  T  EyZ=.  —  — :; rrl -Ei  +  —  _    ■r^nnx.eotxi/TA.f»  1; 


rf(p»)«    *  '  p«(l+p»)<i(p« 

waaruit  dadd^k  volgt 

[4p»(l+p¥^  +  4(l+P«)(l  +  »P«)^j+l]£x  = 

=  —  «fia?.(?Ma?l/l  4-«2  1     , 


+  Kl+p«m»a?]; 


(^i) 


eene  uitkomst,  die  men  nu  weder  gereedelijk  n — 2  maal  naar  _p*  kan  differen- 
tieeren;  bij  welke  bewerking  eenerzijds  het  theorema  van  leebnitz,  anderzgds 
de  boven  aangehaalde  formulen  voor  herhaald  differentieeren  te  gebruiken  zijn. 
Langs  dien  weg  komt  men  tot  deze  uitkomst 


+i(„-2)(«.8)(„-4)4.6.^, 
4(l+8/>8H.2p*);j;-5^+  («-2)  4(8+4^> 


'd(p«> 


+  i(«-2)(ff-8)      4.4 


d(p«) 


1^-2 


als  P  het  tweede  lid  van  de  vergelijking  (ti)  voorstelt,  dus 


sm^x 


'^strfi  x\ 


F={^smx.cosx){\/i  +p»)  }  ,     -  +  .|/l+pg6f 

f  K  1  -i^jrsin^x 

Ten  einde  van  deze  uitdrukking  het  n — 2  differentiaalquotient  ten  opzichte  van 
jj^  te  bepalen,  is  men  gedwongen,  zijn  toevlucht  te  nemen  tot  het  theorema  van 
LEIBNITZ;  en  daartoe  vindt  men  achtereenvolgens 

28* 
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^_d*_       »%n^x      ^  dt-l     .      •""''•^      _^j^.^  r(-l  )*!*/'' («/«»0;)*      (-l)^Il*-l/2(^,Va:)^-g-[ 
<i(py|/l-ft?W*   </(?*)*-•*'' |/l+pWjr    ■"'"^■U*(l+/»w»a:)*-t-l'^^2*-2il  -|-p8«i«8;r/t-}r 
(-l)*«n2*a;     l*"'/»/  ,  .     (-1*-I«n2*ar  l*-l« 

=(i-,w.)*-Hi  ir{(^^--i)''"'-^i^'-'-)  1=2-1^1;^?-^ 

ci«-*~2  ^«— *-;>.  1  ^ — 1)1»— it— 8l«--*-Si>^2 

zoodat  nu  algemeen  is 

t^O       '         \     i    I  i— 2(l+p«;— *-2i  (l+p2»w«x)*-(-i         ' 

en  hierdoor  ■wordt  de  vergelijking  (u)  na  eenige  herleiding 

[*p^(i+p')'j^+^(\+?'M»(i+v)-(i4-4^')}^|;^+ 

+  (1  4-4(»-2)[«(2-h3pO-(34-  5p'j])  ^^^+4(n-2)'(«_3)^^lj^^  = 

=  [^?'(l+/)'j^-»-4(l+;''){(2«-3)/  +  («.-l)(l4-p')f^^  + 

+  (l+4(«-2  [,.-2:,A+(2.-3)(i+p')]}^-^^+4(«-2;.(„-_8)-^J^^^ 
_*^2^  /«— 2\  i*-i/2 i»-*-8/a^;na*+i x.eosx  l  +  (i— g^  +  paj^j^a^ 

~*J~         \    A    )         g—^d+pV-i-ai  (l-i-p*««V)*-Ht      '  •  •  •  («i) 

waarin  de  tweede  vorming  van  het  eerste  lid  geschied  is  met  het  oog  op  de  straks 
af  te  leiden  algemeene  diflferentiaalformule  (wi)  voor  de  andere  functie  J\:  op 
die  wijze  toch  wordt  eerst  het  verband  tusschen  beide  formulen  zichtbaar. 

Ten  einde  nu  de  overeenkomstige  vergelijking  (fy)  op  dezelfde  wijze  te  kannen 
behandelen,  schrijve  men  haar  eerst  in  den  volgenden  vorm 

d  siiix.eosx  r-        .iiu*x  . _.  1  ] 

^)^^  =  J7fT7L|/l  ^pUin^x'^^'  +P'^'*'-'J  +  27'^^""2p*(l+p/^'  •  ^^^^ 
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dan  komt  er,  wanneer  men,   even  als  boven,  nog  eens  ten  opzichte  van  ^®  dif- 
ferentieert, 

d}  -8inx.co8x\       sin*  x  |    sinx.eoax\    ,       sin^x 


dipY"^  g.^i/riy^li/i-epw^    '^^''''Tit[/Tiyl  vi^p'sinV  Vi+pWo? 

1  1  -f-  2p^  i       d  1  ^     jp  

41/1 +/1^   ^^Vl +/«»'/      '^v/l+^Si«';r       "^      ^^  I 

"rinx.cosxc  sin^  X  r-r-o- )  __J__  r»  ^ 

=47;;!^!^  t/i^^"^'-^^;^^?^-^^  ^^^!-^*^^"  4p*a+p')'  ^^-  •  ^•'^ 

Ten  einde  hieruit  nog  de  overgebleven  E^  te  elimineeren,  telle  men  naar  de 
formule  (/\)  bij 

\     d  sinx.coix^  sin^x  ]      1         %{l+p^)^ 

dan  komt  er,  na  herleiding, 
rf*  1     d  -sinx,co8xi    ^       ain^x  sin^x  i  1 

waaruit  verder  dadelijk  volgt 

r  *iw*a?  Mn*d?  j 

t    l/1+p'm^F  l/1+p^tn'a?  ) 

Hierbij  valt  reeds  dadelijk  op  te  merken,  dat  de  symbolische  bewerking  van  het 
eerste  lid  overgaat  in  die  bij  de  vergelijking  (ti)  wanneer  men  in  (vi)  de  p*  en 
1+p*  onderling  verwisselt;  men  ziet  dadelijk  dat  eene  dergelijke  verwisseling, 
dat  is  van  p^  en  1 — p",  bij  de  vorige  overeenkomstige  vergelijkingen  (pi)  en(ri) 
niet  opgaat.  Wil  men  nu  uit  deze  diflferentiaalformule  van  de  tweede  orde  eene 
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algeoieeite  diffieresitiaalformule  afleiden,  dan  moet  men  eerst  het  tweede  iid  der 
vorige  vergelijking  (vi),  wat  betreft  den  factor  tusschen  de  haakjes,  in  een  an- 
deren  vorm  brengen,  meer  geschikt  voor  het  algemeene  differentieeren  naar  f\ 
men  vindt  alzoo  achtereenvolgens 


ain^x 


\/{i  +p'sin'rf 


■d+P') 


sin^x 


|/i  +  p»m'a? 


==— i/r+ym^= 


fatVa?  Bivfx       \        sin^x  I  1  .         _  \      ^ _. 

"  y       ,  -TT^  y.      \         r  y— T-^+^"T=   1  .  «  -Vl-hp' sin^sph\/l^p^M'x= 
k^l+p^mV   j/(H-p*m«ar)/  j/l+p'«Var   yi+p^^sin^x  '^       ^         j  ^       v 


sin^x 


:jznTZ^'^  i 


V/l+p'«V/       [/l  +  p*sin'x 
Differentieer  nu  n — 2  maal  naar  (/>*),  zoo  wordt 


2  v/l+p»«Va? (»s) 


■*  ^ii  ^«-1  dii-2 

1 .      .       .  .      .       ,    d'-* 


(«-2)M)(«-4).4.6.^^^ 


d«-l 


d»-8 


■^   ^p^^^+p').^  ("-'^   *^^-^n^-^ 


+J(«-2)(n-3)  .-l.a. 

+ 


d»-» 


djt^y-^ 


"rf(p»)« 


ri=:i^«"W 


waarbij   Q  het  tweede   lid    der   vergelgking   (t?i)  voorstelt,  en  wel  zoo,  dat  de 
tweede  factor  tusschen  de  haakjes  den  vorm  (v^)  heeft  verkregen.  Menheeftdus 

Ten   einde   deze   door  middel  van  het  theorema  van  leibnitz  te  bepalen,  heeft 
men  eerst 

(-lU-2  lit-2/2  (-.n*— 2l*-2/2 
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"^  ««-*-!(  l+p««»aar)«-^i  "^  a«-*-«(i-f-pa«n2ar)»-*-Vi  "^^  ^  £»-*-»(!  +p»  m«  a?)«-*-*/i  " 

"?i=55(H^^ 

f-l  V»-*-2 1  »-*-3/2f  «V^^«-*"2 
g^-*-«(l+p«rii»a;r)>-M  [(■^n-2t-8)-[(ei»-g^-8X2i»-2^-5)+(an.aA-l)p^}rii,g;r-hgpWi.3; 

zoodat  eindelijk  wordt 

X  [^2n— 2/t— 8)— {(2n— -2*— 8)  (2n— 2*— 5)+(2n  -  2*— l)p«}«n«ar+ 2p* ««*«]; 
en  hiermede  verkrijgen  wij  ten  elotte  voor  onze  differentiaalformule  (w) 


*P*^^+^)^  +  *^("(*  +  V)-(3  +  8p«)}^^,+ 

^+[l+4(«-.2){«(l  +  3p«)-(2+7p«)|]^-^,  +  4(n-2)(n-3;«^-^ 
d*  (?• — 1 

+[l+4(«-2){(«-2)(l+p»)+(2«-6)p»}]-— -3+4(n-2)(«-8)»-— 


^1  = 


P^  = 


— {(2»— 2A-8)(2ii— a*     5)-f.(2n— «4-5)p2}m2af  +  2p*m*ar]; (»i) 

waarbij  wederom  het  eerste  lid  door  eene  kleine  herleiding  zoo  veranderd  is, 
dat  de  straks  vermelde  overeenkomst  met  de  formule  (t^i)  gemakkel^ker  in  het 
oog  springt. 

10.  De  schijnbaar  meer  zamengestelde  vergelijkingen  (e)  en  (/)  kan  men  op 
dezeKde  wijze  behandelen;  zoo  als  men  zien  zal,  geven  zij  tot  meer  eenvoudige 
uitkomaten  aanleiding.  Schrgven  wij  ze  daartoe  in  den  volgenden  Torm 
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d{p^:  *     2//* 

waarbg  nu  de  vormen  E^  en  JP'^  van  de  formulen  {{)  en  (fc)  zijn  ingevoerd; 
zoodat  die  beide  vergelijkingen  in  dezen  vonn  met  de  andere  vergelijkingen  (c)  en 
(d)  tamelijk  wel  overeenkomen.  DifiFerentieert  men  nu  deze  vergelijkingen  nog 
eenmaal  naar  p^y  en  voert  men  daarna  dezelfde  vergelijkingen  wederom  in,  zoo 
komt  er  achtereenvolgens  voor  de  eerste 

4¥^'"'  "^^^'~^*'  ^  «"^(^^*""^^')  "~^*^^'^~^*^  ^ 

omdat   nu   bij    den    term    tuBschen  de   vierkante  haakjes  in  het  tweede  lid,  de 

term    r— 5   F^  geheel  verdwijnt,  behoeft  de  F^  alleen  uit  den  eersten  term  van 

dat  tweede  lid  te  worden  geelimineerd.  Dit  geschiedt  zeer  eenvoudig  door  middel 
van  de  vergelijking  {e)\  telt  men  toch  bij 

zoo  komt  er 

of,  na  eene  aangewezen  herleiding, 

1-  rf*  ^        n  /       9iffix  \ 
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waaruit  verder,  wanneer  men  deze  vergelijking  n — 2  maal  naar  p^  differentieert, 
de  algemeene  differentiaalformule  volgt 


4p2(l+P») 


d(p^)n 


(«-2)4(1  +  2/>»)^^^i  + 4(«-2)(«-8).4..a.  J^;ij;=2 


d(p«^ 


4.1. 


<#•- « 


rf(p«)»-2l 


d(p»)»-' 


^«  = 


=  -—nnx.eotx  lm*af 


(fr-2 


rf»— 8  ain^x 


rfO»«)»-«|/l  +p»»i«*ar      rf(p*)»-*    V^l  +/)«m2ar 


dat  is 


^-2 


( (—1)"-«  l»-2/8(«n';r)»-g   .    ,  (—1)»-»  i"-^ («n» a;)»-»  |  _ 
=  -«n3;r.««;rj    ^.-«(i  ^^„„8^)«_./,     +*    a»-«(l +pW;r)«-S    j 

(— l)»«n2»-lar.c<Marl»-8/*-,       ,„  ,         ax   •  2   1  M 

-    (l+p2«iia;r)»-V,      2»-2^        ^  ^'  '. 

Ten   einde   verder   op   dezelfde  wijze  de  functie  F^  te  behandelen,  noeme  men 
kortheidshalve  den  eereten  term  in  het  tweede  lid  van  de  vei^elijking  {f) 


nn 
2 


inx.eo»x{        sin^x  \  ainx.eosx  1  +  (1  +  p  )m^ 


ll/l+p' 

en  differentieere  vervolgens  die  vei^elijking  (f')  nog   eenmaal  naar  (p^),  zoo  ver- 
krygt  men 

5^^»=^^-^27^-^i[i7^^-^ 

Daar  nu  echter  in  den  eersten  term  van  het  tweede  lid  is 
d     „       .    .  l+(|+p8),M,8a.    ,  sin^x  1 


d  l  +  ('+p')*w''^    \  «"^  ^ 1      ""  *      / 

^^=  ^"^'•^'""(l+p')t/i  +p»m^;|  1  +(l+P«)3»-«'^-   l+P*      «l+pW-j 

=  ^^,  ^~f;,:!!!l=3  {2  +  (1  +  3p«)m».  +  (1  +  ?«)««•«*.}  = 

4(l+p*)*l/l+p»«n»ar    ^ 

((l+paj—^a+.Spa—p^Kl+p^wnM+vl+P^v^l+P*""*^)*]» 


-ftn^r.cosa; 


V(l  +?*)  Vi+p*««V 
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en  du8,  na  substitutie  in  de  vorige  vei^el^king, 

d(p»)»    *         ^(2p*^\p*     4p*(l4.p»)(        \ZpHl+/^)^     4p*(l+p*)"^4;,*(l  •■p»)j 
sin  X .  cos  X 


Daar  in  de  co€ffici€nt  van  E^  de  beide  laatste  termen  elkander  ophefFen,  moet 
slechtfl  de  eerste  term  worden  verdreven,  om  de  Ei  geheel  te  elimineeren.  Tot 
dat  einde  telle  men  bij  de  vorige  vergelgking  {z) 

p2(l+p»)d(?8)    *-2p*(l+p«)8    *      2p*(l  +  p»)    *"^P*(1+P«)     ' 
zoodat  men  verknjgt 

_d«_  l  +  gpi»      d  /  1 ^J_ 1 l-\-%p^    \ 

d^)   *"^P*(1+P*)rf(f^)    **"    *Up*      4P*~4P*(1+P»)      2P*(1+P»)/ 

f    d  /1        l+2p2\l  p»  /_^B      l  +  8p8      \ 

+te^+^l-27^+^(riv)/ r  "v(M^^^^ 

en  hieruit  leidt  men  verder  af 

[VC-P^),-^.  +  *(i  +  2p«)^+i]n  = 

«/n  x.cotx 


y(l+P*)l/l+p8m2a:' 


=3  {-(1 +P*)  +  (1-P*)(1  +pW^)+(l  +p2)8p*(l+p«.»»«*)«)  = 


mnx.cosx 


pVl  +  p*««*^' 


^S  {-  1  +  (1  -  P^)  (1  +  P*««*^)  +  2  P»  (1  +  P*  «•«»*)»}  = 


sin  X  ,cosx 


_      -j%[sirfix—(\  ^p^sin^x)-\^i{\+p^9iH^x)^} {z%) 

\^\  +p^sin^x 

Thans  kan  men  overgaan,  om  deze  dififerentiaalformule  n — 2  maal  te  diflferen- 
tieeren,  waarbij  men  weder  gebruik  heeft  te  maken  van  het  theorema  van  lbib- 
NiTZ,  en  van  de  reeds  vroeger  aangehaalde  formulen  voor  herhaald  differentieeren. 
Langs  dien  weg  komt  men  dan  tot  de  volgende  uitkomst 
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d>—i~ 


*^'  +  '^)^^^+    ("-^) 


4.2. 


•=z9inxx08X  \  —2- 


H 


d»— i 


d»-2 


F,.= 


waaruit  verder  na  herleiding  volgt 

(_])<i-lln-l/2(OT-»8a!)«^I    (-l)»-gl»-^(»fB9a,)«-g  ^  (-l)«-8l«-a/2(,/»8a,)»-8 


(       (-1)" 

•1-2—7 
\      2«-l 


(««8a.)»-8| 
in»ar)»-%J  ~ 


— **'^"'^*|"^2"-"(l-|-A>*««»«)»-»~2»    8(1  4-p8«„8a,)»-»/,+**''  '^2»-8(l-f-;,8,/„8a,), 
f«l\»— l*ii|2»— 8a?.co«a:  1«— 8/2 

11.  Laat  ons  ter  toepassing  van  enkele  der  vorige  formulen,  nog  het  derde 
differentiaalquotient  ten  opzichte  van  p^  afleiden  van  de  beide  elliptische  integra- 
len  der  eerste  en  tweede  soort.    Zij  daartoe  in  de  vergelijking   {q)  w  =  3,  zoo  is 

Daarbij  volgt  uit  de  vergelijkingen  (p)  en  (o),  overeenkomstig, 

yi^siffix   4p»(l— p3)  I ' 


Wanneer  men  deze  bij  de  eerste  optelt,  en  dan  door  4p^  (1  — p^)  deelt,  verkrijgt  men 

— —  E(p . x)  = : — E(p,x) : -r  F(p . x)  — 

d(p^^    ^^    '  8p4(l— p55)2  VA'     ;      8p4(i_^2^    ^^     ' 

ainx.cosx    \         coB^x  7  +  f^  —  58in^x 


7.C09X     j 

i-P»)M 


8 p4 (1— p8)8  (i/i_/,4„„4/         j/  l_p8„V.»a; 


f5(a— p8)t/l_.p2„„8a, 


(a6) 
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28         OVER  HET  DIFFEBENTIEEKEN  VAN  EENIGE  ELLIPTISCHE  INTEGRALEN 
Vervolgens  neme  men  n  =  S  in  de  vergelijking  (s),  dan  is 


«»*•  X ,  CO»  X 

-5  ^   {_3««*dr  +  (1— p««W«Jr)  +  2(1— />2.««««jr)«}. 


l/l-/' 


S  .»«'«2 


/'»m*a? 


Evenzeer  volgt  nu  uit  de  vergelijkingen  (r)  en  {b)  achtereenvolgens 

—  8(1-  2y^)— r^^(?^-^)  =  — 8(1— gp*)!      .  .      n  ^(P  ^)— ^.f^P'^~ 

'jo^)^(^-^)=2-^5(i3;5:I-^^-^'^'^^^^^+^(''-^^^ 

Door  middel  van  deze  vergelijkingen  verdwgnen  de  twee  laatste  termen  uit  het 
eerste  lid;  wanneer  men  daarop  door  4j)*(l — ^^*)  deelt,  komt  er 

J(^s^(/-)-  8;,«(1-    ;^)8  ^^''•*^-8p«(l-p«)«^'' "^"«TO^  17!=^  + 


12.  Wat  betreft  de  elliptische  integralen  van  de  derde  soort,  bedenke  men, 
dat  zij  slechts  van  die  der  eerpte  soort  verschillen  door  denfactor  (1 — nsin^x)'-^ 
onder  het  integraalteeken ;  daar  deze  factor  geene  p  bevat,  hebben  de  bewerkin- 
gen  van  de  vorige  paragrafen  daarop  geen  invloed ;  en  is  men  derhalve  voor  deze 
integralen  der  derde  soort  teruggevoerd  tot  de  vergelijkingen  voor  de  functie  F{p.x). 

Vervolgens  kunnen  wij  nog  het  integreeren  ten  opzichte  van  de  standvastige 
p^  beproeven,  maar  dan  verkrijgen  wij,  door  verwisseling  in  de  orde  van  het 
integreeren,  hetgeen  hier  geoorloofd  is, 

'stn^x    .  ft  f 
stn^x 


ld{p^)L[p.x)=rdxid(jfi^^  l-p2m2/=--/  l/J^ 

0  i>  0 

fd{p^)F{fKx)=  ^dx  id{p\        \.'-=  rda~)/^^pWx=-^  /Vl-p^m» 


.dx 
8%n^x 
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Beide  uitkomsten  zijn  ondoorloopende  integralen,  omdat  de  fimctie  onder  het 
integraalteeken  voor  de  benedenste  grens  n  =  0  een  eindigen  teller  bezit,  terwijl 
daarentegen  de  xioemer,  sm^Xj  nul  wordt.  Langs  dezen  weg  kan  men  dus  niet 
tot  bruikbare  uitkomsten  geraken. 

13.  Veel  eenvoudiger  worden  de  vorige  uitkomsten,  wanneer  men  de  integralen 
tusschen  de  grenzen  0  en  J  ^r  neemt,  waardoor  zij  tot  bepaalde  integralen  worden. 

In  dat  geval  toch  worden  de  vergelijkingen  (a)  en  (6),  (c)  en  (d) 

^^)  =  J:i[^(p)-^(p)} (^) 


5^^(P)  =  27^?^  (^> 

[^-'^^i^)]'>)=ri?^(^> ^^> 

Bg  de  vergelijkingen  {e)  en  (/),  (g)  en  (k)  wordt 

0 

0 

zoodat  zij  leveren 

p+'^.-s^]fe't^)! = •■'^^(^)' <«> 
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terwijl  verder  uit  de  volgende  yergelijkingen  (ci)  en  (fi)y  (gi)  en  (Ai)  wordt  afgeleid 


'  •<PlT?)=WT?il<^+'''^(i7TT?)-'(.^)i'  ■■''•> 


d 

d(p') 

['-»^('+^)7^,]^(i:i^)=n-./TT^) '"'' 

[«  +  *^(i+^i^]^(pi%p)  =  (»+^)^(7!^) («.) 

Behouden  wij  de  notatien  voor  de  bewerkingen 

dan  geven  de  vei^lijkingen  (»3)  en  (i^),  (k^)  en  (ki) 

IQ.P.Q  .  .  .  Q.P.Q]  E(p)  =  F(p), (Is) 

IP.Q.P  .  .  .  Q.P.Q]  E{p)  =  E(p) (IJ 

IP.Q.P  .  .  .  P.Q.P]  F(p)  =  E(p), (K,) 

iQ.P.Q  .  .  .  P.Q.p-\  F(p)=F(p); (Ks) 

terw^l  b^  het  behoud  der  notatie 

[l+p»][l  +  2;^^^]  =  P, (^) 

de  vergelgkingen  (Ji)  en  (/g),  (mi)  en  {m^)  geven,  omdat  hier  wordt, 

E,=^iT?^[^:j, ('i) 

f,  =  y-^F{--^l (xi) 


+  p«        \l/l  +  p2/ 


lP,Q.p, . . .  Q.i'i-Q][j/rTP^(p7j^;j]  =  i^M^«^(j7|^)..  (Lx) 
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CQ.i>,.Q  .  .  .  «,P,Q]  [^i+^^^-^]]  =  ^,(-^). .  ,„ 
CQ.P.Q  .  .  .  i-..Q^>][^  P  (^)]=^^(p^).  .  0.,, 

IP,.QJ>,  .  .  .  /.,.<^,j[-^^(_^)]  =  ,/T+?^(p^).  .  (M,) 
En  eindelijk,  indien  men  de  bewerkingsnotatien 


d 


[1-Wl  +  P»)— ]  =  i?. (.) 


[r^][i+w+P«)^]=5 is) 


behoudt,  leidt  men  uit  de  vergelijkingen  (wi)  en  (ng),  (oi)  en  (og)  af 

i3.1U  .  .  .  ASjq^(^)  =  r(p^) ,N.) 

IB.S.B  .  .  .  R.S.Bi  B  [^^=f\-^ ,N,, 

,R.S.B  .  .  .  s^.j^(_^)=^(_|^) ,„., 

,S.R.S  .  .  .  ..^.^^(-^)  =^(_^) ,oj 

Verder  leveren  de  vei^ehjkingen  (p)  en  (pi),  (r)  en  (n) 

,-^^(A')  =  4y.^^:i^j{Ml-f^)i'(P)-(2-P*)£^^^ a>) 

[V(l~p')~-^  +  4(I-p»)^j  +  l]^(p)  =  0 (PO 

^^«^^''J^I^iTrr^i^*-^?*).^^?)-^^!-^?»)^^?)}.. .  • .  (B) 


[*^*^'-p'^^  +  *^^-  «p*>4^-i]^<p)  =  0 ^ 
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32        OVEB  HET  DIFFEBENTIEEBEN  VAN  EEN(OE  ELLIPTISCHE  INTEaBALEN 
en  de  meer  algemeene  differentiaalformulen  (q)  en  (s) 


[V(1V)^«+M("-1)  -  (««-^0/«}  j^-h  {l-4(«-2)»}^-^J^(^)  =  0, . (Q) 

W^^-f"^  J^  +  *  («-^^  ^'-^  f^^J^-i* («-l)(«-2)+  l}j^y(P)  =  0. .  (8) 

Vervolgens  genaderd  tot  de  vergelijkingen  (t)  en  (^i),  (v)  en  (t;i),  komt  er  naar 
de  fonnulen  (^i)  en  (ei) 

J$7K^)=W+7)t'(.7TT^)-''+'"^fe)l'  •  •  •  '^ 
[♦-^c  +'^^.  +  *>""  +»".1?)  +  ''^^(v^)  = "' "^' 

en  naar  de  meer  algemeene  differentiaalformulen  (u)  en  (tc) 

[4p«(l+p8)a^,  +  4(l+p«;{(e«-3)p«  +  r«-l)(l+P»)};^^^  + 

+  {1  +  4(«- a)[(«-2)p*  +  (:J«  -  3)  (1  +  p2)] }  ^^^J  J^^p^^j  =  0,  . .  (U) 

[4p*(l+p«)»  — +  4p«{(2«-3)(l+p*)  +  («-2)p»}^^^  + 

+  (l  +  4(«   -2)[(n-2)(l-|-p^)+U„--5)p«]}^^jlj/'(p^)=0...(W) 

Even  zoo  geven  de  volgende  vergelijkingen  (rz?)  en  (a?i),  (0)  en  (^i),  wanneer  men 
de  formulen  (^i)  en  (xi)  gebruikt, 
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en  de  meer  algemeene  differentiaalformulen  (t/)  en  (aa) 

^HT»^'(p;^)]  =  o. (T) 

r^ — ;./-^-\-i=o (AA) 

Ten  slotte  geven  de  waarden  (ab)  en  (ac)  nog  hier 
^^''PJ^^T^^I^ij-stS+S^^-JfiP^+fip')^^?)-^!-?*^*-^?'»)^^^^)],  .  (AB) 

Men  had  alle  fomulen  van  deze  paragraaf,  ook  rechtstreeks,  en  opzichzelye 
beschouwd,  veel  gemakkelijker  kunnen  vinden,  als  men  de  integralen  (1)  tot  (12) 
tusschen  de  grenzen  0  en  ^nr  neemt,  en  deze  als  punt  van  ui%ang  neemt  voor 
de  volgende  beschouwingen. 
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®  /X/J' 


EEN  AANHANGSEL 


TOT   DB 


TAFEL8  VAN  ONBEPAALDE  INTEGRALBN. 


DOOB 


1  /'i  r^    '  - 

D.   BIEBENS  DE  HAAN. 


1.  Bij  eeu  ander  onderzoek  kwam  ik  tot  onbepaalde  integralen,  waarin  de 
fanctie  onder  het  integraalteeken  eene  elliptische  integraal  bevatte.  Het  kwam 
mij  niet  zonder  gewicht  voor,  zulke  integralen  ook  te  onderzoeken,  wanneer  het 
don  gewonen,  kanonischen  vorm  van  elliptische  integralen  gold. 

Ten  einde  dit  onderzoek  echter  uit  een  meer  algemeen  standpunt  te  kunnen  be- 
handelen,  was  het  noodig,  algemeene  herleidingsformulen  te  bezitten  voor  integralen 

van  den  vorm  lip{x)Adx  en  J9{x)  —  dx]  waar  de  A  =  J^l — k^sin^ x  is,  zoo- 

als  zij  in  de  elliptische  integralen  der  eerste  en  tweede  soort  voorkomt,  en  waar 
ip{x)  eene  eenvoudige  goniometrische  functie  voorstelt.  Wel  is  daaromtrent  iets 
geleverd  door  Yebdam  in  twee  stukjes,  voorkomende  in  Deel  II  van  het  Tijd- 
schrift  „het  Tnstituut",  —  en  zijn  door  mij  in  het  XVI^®  Deel  der  Verslagen 
en  Mededeelingen  die  herleidingsformulen  werkelijk'  gegeven,  doch  alleen  voor  het 
geval  dat  de  integralen  tusschen  de  grenzen  0  en  i  ^r  werden  genomen,  en  dus 
natuurlijk  die  herleidingsformulen  veel  eenvoudiger  worden :  maar  het  gewenschte 
stel  ontbrak  toch. 

Het  viel  echter  niet  moeilijk,  de  gewenschte  herleidingsformulen  af  te  leiden 

Bl 
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2  EEN  AANHANGSEL  TOT  DE  TAFELS  VAN  ONBEPAALDE  INTEGEALEN. 

voor   de   meest  algemeene  integralen,  die  mij  van  dienst  konden  zijn,  namelijk 

/  9  (x)  A^**"^  dxy  waar  qp  (x)  eene  geheele  macht  van  sinus,  cosinus,  of  tangens  van 

de  geheele  of  van  de  halve  x  is,  en  waarbij  n  ook  negatief  te  nemen  was,  zoo- 
dat  de  A  in  den  noemer  voorkwam.   En  daaruit  waren  dan  de  overeenkomatige 

integralen    /  9  (a;) —  en  /  9  {x)  A  dx ,    hier    voor    n  =  0    en   n  =  1 ,    gemakkelijk 

te  vinden. 

Daar  alle  integralen  hier  genomen  worden  tusschen  de  grenzen  0  en  x^  be- 
hoeft  dit  nergens  afzonderlijk  te  worden  aangegeven. 

Het  onderzoek  leverde  ten  slotte  eeu  voUedig  stel  geschikte  herleidingsfor- 
mulen  met  de  noodige  eindintegralen,  die  nu  in  tafels  konden  worden  verzameld. 
Daardoor  scheen  de  titel  van  dit  opstel  gerechtvaardigd. 


HOOFDSTUK    I. 

VOORBEREIDEKD   ONDERZOEK   VAN   INTEGRALEN,   DIE  ALLEBN   GONlOMBrRISCHE 
FUNCTlfiN,   EN  DAARBIJ   DE   A   BEVATTEN. 

2.  Om  het  voorgestelde  doel  te  bereiken,  moet  men  in  plaats  van  de  methode 
van  het  integreeren  bij  gedeelten,  —  die  hier  niet  toegepast  kan  worden  —  zoo- 
als  bekend  is,  eene  andere  gebruiken,  die  aldus  kan  worden  voorgesteld.  Men  moet 
een  geschikten  vorm  differentieeren  ;  dan  de  verschillende  termen,  die  daardoor 
ontstaan,  zoo  herleiden,  dat  er  na  de  integratie  de  gezochte  integraal  en  hare 
verwanten  van  dezelfde  soort  voorkomen.  Die  te  differentieeren  vorm  zal  nu 
moeten  bevatten:  l^.  de  factoren  onder  het  integraalteeken  tot  eene  hoogere 
macht,  soms  met  een  verschil  van  1  of  van  2j  2^.  die,  welke  in  den  noemer 
voorkomen,  evenzoo  tot  eene  lagere  macht;  omdat  door  het  differentieeren  de 
eerste  machten  verlaagd,  de  tweede  verhoogd  worden.  Vervolgens  moeten  nog 
als  factoren  daarbij  gevoegd  worden  de  differentiaalquotienten  der  verschillende 
factoren.  De  ondervinding  zal  hier  wel  leeren,  hoe  in  de  verschillende  voor- 
komende  gevallen  die  te  differentieeren  vorm  te  kiezen  zij. 

Beginnen  wij  met  de  eenvoudigste  gevallen,  waar  (p{x)  slechts  een  enkelen 
vorm  bezit,  tot  eene  zekere  geheele  macht  p  verheven. 
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Men  heeft  door  logarithmisch  diflferentieeren 

d  cosxMnP-^x      cosx.sinP—^x  {      ainx  c)sx  .   —^k^^ainx.cosx) 

5;--Kii=r-=    ^2,-1    l-^.  +  ^''-^),-^-*^^"-!) ^i }= 

=-— ^  {[-»in««+(p-3)(l-«Va;)](l->l««»2ar) + (2»»-l)  iWir.{l-siifix))  = 

sinP  ""^«F 
= ^^  ((/»-3)-  l(p~2) + ip-2n~2)k^]»n<^x+(p-2n-l)l^sin*^}= .  .(«i) 

=i^^i  {-(2«-i)(i-*^)+[(4«-;^)+(/>-2»-2)*«]AH(;^2«.l)A*} ; .  (*i) 

waar  nu  de  grootheid  tusschen  haakjes  in  het  tweede  lid  eerst  naar  de  machten 
van  sinx^  dan  naar  die  yan  A  is  gerangschikt.  Wanneer  men  nu  in  deze  laatste 
p  door  p  +  4  vervangt,  zal  de  integratie  ons  tot  de  beide  herleidingsformulen 
voeren 


/ 


sinp  xdx 1  icosxn  sinP"^  x 


.   .-X       ^v       .       ^       ^  ,«    frinP^^xdx     ,  fsinP^xdx)         ^,  ^ 

+  [(;> -2)  +  (p-2  «--2) *»] j-^^-(p--3)y -^;;;^  j  . . .  (AO 


i*<»»a:.«'«H-la: 


(2«— 1)(1— i»)|  A*»-l 

+  [(4n-;»_4)  +  (p-2.+2) A^^y^+^^^-^n+S^I^^I. .  (B^) 

Evenzoo  is 
d  sinx.cosP-^x      tin  x .  co^ -^x  icosx  *>x  **«  ^       ,  ^r.         ^  v  —  2  i* */«  a? .  cm  x  i 

^•-KirT-=-^ii=r-|w;^-(^-3)— -i(2«-i) ^^ 1= 

eosP^x 
=  — ^  {[w*«<p-09-3Xl-M»»«)](l-il*+A*co«8«)+(2ii-l)i>M«2a-,(l-co««*) }  = 

=  -^iirH  {-<P-8)(l-^)-|-[(;;-2)-0B-«-2)2/t«]c(«8a+(p-2n-l)t»co«*«}  = .  (aj) 

=  ;^ir^i{-(2»-l)(l-*')+[(4«-/')-(«-l)2^»JA»+(l»-2»-l)A*};..(68) 
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en  hieruit  leidt  men  af,  wanneer  men  eerst  in  (J^)  p  vervangt  door  i?  +  4, 


1  (sinx.cotlP^^x 


A»»+l~(;?— 2«— 1)*»  1      A^-1 

/coiP^^^x  dx  tcofiP^x  dx  i 

-^  +(p_3)(l-*«)J-^^(, .  .(A^ 

1  (      k^fsinx^cotlP-^^x 


+ 


(2«— 1)(1— *«)(  A*"-' 

+K4.-,-4)-(.-l)2*.]|^*  +  0.-a,+  3)J^'j...(BJ 

En  nog 

-^a?       j  1  cofx     sinx  —2ihivxxwxi 


d       iangf-^^x tangP—^x 

dxnnx.coex.  A^  ~  ^     sinx.cosx 


of  daar  — r-  =  ^^^^  =  1  +  ^9^^  is, 


waaruit 


{(f-3)+[(/'-2)2+(2B-;»+2)A2]te,^««4  (p-l)(l-A«)A»»^*x} ; .  (a^) 


I 


'langPxdx        1 l         langP—^x 

A*"+'     ""  (P  —  1)  (1  —  **)  |«na;.co5«.A**-*  ~ 

-[(,-2).  +  (a.-,  +  2)..3|^f^'_„_a,/^^=^j. .  .(A.) 

Eene   herleidingsformule   (fig)    is   hier   niet    te   vinden   dan    met   den   factor 

tangP^^^x  iangP-^x  4-2  iangP-^x  +  tangPx  ,         ,  .  .    .  , 

—  ;   en   deze  kan  niet  tot  eene 


iin^  X .  coM^  X .  ^^«+1  21^»H-l 

herleidingsformule  (B3)  voeren. 

Uit  den   vorm  der  formule  (As)  blgkt,  dat  het  geval  van  p=l  hier  is  uit- 
gesloten. 
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3.  Dergelijke  herleidingsformuleii  kan  men  ook  afleiden  voor  goniometrische 
factoren  van  den  halven  hoek,  dat  is  voor  sinPisfj  cosPiit  en  tangPisf  .  Voor- 
eerst  heeft  men  daartoe,  altijd  naar  de  boven  gevolgde  methode, 

Z'    £,u-x    = — ^;;=i — 1-^^+^''-^)*;^-^^»-!)* — -, — 


+  (2  n  —  1)  i«  Atirfi  i  <r.  (1  —  sin*  j  «)  (1  —  2  «n»  i  x)}  = 

=  2A^+i  ((;,-5)-[(p-4)  +  (p-2n-4)4A8]m»ja>  + 

+  (p  — 3n  — 3)8/t«««*Jar  +  (4n— /,  +  2)4it9«»«i«}; (a^) 


derhalve 


~^^  =  (4n-p  +  2)4^  1        A«-l  {p-3n-S)8i  j      ^^^^       + 

+  [(p-4)  +  (p-2n-4)4ft8]j-_^X__(/,_5)y— ^^;;;^j...(A,) 

Ook  hier,  en  evenzeer  bij  de  twee  volgende  gevallen,  is  de  herleiding  (ft)niet 
te  vinden;  want  daar  2 sin^ \x—\  — cosx^  2 cos^ ^ ar  =  1  +  cos ^f  is,  en wegens 
den  factor  cosx  in  den  laatsten  term  van  de  herleiding,  zuUen  er  nog  immer 
termen  in  die  herleiding  overblijven  met  den  vreemden  en  niet  te  verwijderen 
fiactor  cosx. 

Vervolgens  is 

d  «i«la?.<J0«P-4a?      8in\x.co^'^lx\ .  co8  {x     ^       ^^  .  sin^x     ,^        .^  ,  — 2l^8inx.eo8xl 

— '^*^^*{[co««i»— (p— 5)(1— co»«^«)](l— 4ft8co»8;a:+418cM*i«)+ 


2A'»+^ 
+  (2n  —  l)il2.  4co««i«.  (1  —  c<««i*)(2co»«i«—  1)}  = 

=  '^^^|-(?-5)  +  [(p-4)  +  (p-2«-4)4^«>,M«'- 
—  (i»  — 3n  — 3)8i«co»*;«  +  (p— 4n— 2)4i«co««jar};  ....  («j) 
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waaruit  men  afleidt 

/cosP  ^xdx       1 l       sinx .  coa^^^  i  X  ^   ^^  q  ,0  f^^^"^  i  ^  ^ ^ 

Ten  laatste  heeft  men  nog 

d  tanffP-^jx fanffP-^jx  1       —1)1 L___if?ii^4. 

dx^siuix.cos^^x.A^'^''^      «iw  ^  ^f  .  00*^  i  ^f .  A**""^  |  cw^  i  a? .  tan^  ^x  sin  ix 

+^-*cirr^-<^"-^>* — z^ — != 

+  (2«-l)4A»(2-^)ta«,«J*|  = 

+  [(3/>-7)-(p+2«-2)4*«]<««j>*iar+(p-l)/«Vl*}  ; (a,) 

en  hieruit  volgt  de  herleidingsformule 

r-^'=^!;M^5^.-t<»"-')-''+--^)-3/^- 

-KS,-„,-(,_a.-4,4*^/^^;:ifi'-(,-S)/^!^'j...,A^ 

die  wederom  niet  meer  geldt  voor  p  —  \. 

Nog  behoeven  wij  eene  herleidingsformule  voor  zulke  integralen,  die  alleen 
de  A  en  geen  goniometrischen  factor  bevatten;  wij  vinden  haar  volgens  onze 
methode  op  de  volgende  wijze. 

d    sinx.cosx       sinx.cosx  icosx       sinx  ^■^2i^sinx.cosx) 

dx      A2«-l      ""     A^*-l    {sinx~  <osx~^    ^~    ^*  A^  ) 

=:-^^  [{c06^x  —  8in^x)t,^  +  \2n—l)i^sin^x.cos^x\  = 

=  ]^i^{-(2«-l)(l-^')  +  {n-l)(2-i^j  2 A^-  (2«-3)  A*)  ;  . . .  (i^)- 


I 
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derhalve 

jZ^=(i;rii)(T=:iijj--Z^  -^^ 

4.  In  alle  vorige  herleidingsformulen  zijn  de  w  en  ^  yolkomen  onbepaald 
gebleven ;  men  kan  ze  derhalve  ook  negatief  nemen.  Beginnen  wij  met  de  w, 
waardoor  de  L  uit  den  noemer  in  den  teller  verschijnt.  In  alle  herleidingsfor- 
mulen  (A)  vervange  men  daartoe  n  door  — n:  in  de  overeenkomstige  formulen 
(B)  daarentegen,  die  omgekeerd  moeten  worden,  stelle  men  2 — n  voor  n  in  de 
plaats ;  op  deze  wijze  zal  er  komen 

\8inPx.L^-^dx=- — ——\co8XjiinP-^x.L^^^^-^[{v-^^ 

—  (/)  — 3)  l8iHP-*s.l\^—ids  |, (Ag) 

=— — -  I  ^«cow.«i»i?+l*,^2«-3+[(4n+/)-4)-(/)+2n-2)i*]|«nPar.A*»-»rf'«'— 

—  (2n  — 3)(1— ii2)  lsinPx.t^«--<^dxl  , (Bg) 

jcosPx.A^-^dsz= — — J«»ar.co«P-8«.A««+»-[(j>-2)-(/?+«-2)2F]fco«P-%.A*»-i</«-|- 

-\-  {p  —  S){l  —lk^)jcotP-*x.  h^-^dxi  , (A,) 

=  — r — -j  A2«wa'.co*P+ia:.A«»-8+[(4n+p-4)-(n-l)2A8]  j coiPx.A^^dx  — 
/>  +  2«-l|  J 

—  (2«  — 3)(1  — *«)  Lotfar.A«»-*rfar  j, (B,) 

\tangPx.ll^-^dx=z  ,—7:7^-77,  -r^— ^  A*«+l-[(p-2)2-(2n+p-2)A2]  i lcmgP-^x.L^-^dx— 

J  {p-l)(2~k^){tttlX.C0gX  «-r       /  r       /     Jj 

—  (/»  —  3)  ltaH(fP-*x.£^^-idx\, (Aio) 
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— [(p-4)+(p+2n-4)4i«]|«iiM|».  A«^lrfir  +(p-5)jsi«f^lx.L.*^^dx\,  .(Au). 

/«o^ix.l^^yx=- ::r77A*inx.cotP-^  i*.A*"+l+(3n+-»-3)8i»  leoiP~n».A^-^d»— 
(4)i+p-2)4A»<  J 

— [{p-4)+0'+ 2«-4)4*«]/«>tf-*i».  A*^»</*+(p-5)/co3r«i».A«^V«| , . .  (Au). 


jtangPix.A^  lrf«=—    ^~—^£^^''+i-[{Sp-l}-[p-2tt-2)Ai^][taMSP-^ix.A^^dx— 
J  p— 1  ( smix.eorix  f 

—  [(3p-l  l)-(p+2«-4)4ii«]jki«^p-4ar.A*»-'<fe-(p-5)J  toiv^i*.  A*^^*/*  j ,  •  (AjsV 

/a*— V»=— —  ji««W.co»«.A*^+(«-l){2-ifc«)2|A"*-'<'H2»»-3):i-it*)/A*^»<fo}  ..(Bi4)^ 

5.  Vervolgens  kan  ook  ^  negatief  geuomen  worden.  Yoor  ons  doel  echter 
zyn  de  formulen  ongeschikt,  waar  een  sinus  of  een  tangens  in  den  noemer  voor- 
komt,'  wel  kan  men  zulke  gebruiken,  waar  in  den  noemer  een  cosinus  komt. 
Derhalve  vervange  men  p  door  — p  in  (B,)  en  (Bg).  Bij  de  overeenkomstige  (Aj)  en 
(A«),  die  moeten  worden  omgekeerd,  neme  men  4  — p  voor  ^ ;  en  om  dezelfde 
reden  stelle  men  in  de  herleidingsformulen  (Ag)  en  (Au),  6  — p  voor  p  in  de 
plaats,  omdat  die  evenzeer  moeten  worden  omgekeerd.  Langs  dezen  wegverkry- 
gen  wij  nog 

jc<»f«.A'»+i~(p-l)(l-A«)lc<wP-i».A«»--i'^'-^^^^~^''""~^^^**V'<^~'^*-^'""^^  ^ 
+  iP  +  ^^-^)^f^..i\u.] (^u) 


cosPx.t?^ 


-^+^-^^jlz^T^^^ <="* 
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-K3„+,-3)8.»J^^;^^ig^+(4«+,-^  .  (A,> 

+  (^2«-3)^|^^( (A,,> 

=  r-^l^^~^-'  +  [(4«-A>-4)-(«-l)2^«]f^^^- 
2n—p  —  lU'08l>-^x  '■^  r         /      \  J      cohPx 

^^— ^ (^") 

j- r— = r    — —  A**+l  +  [(??~2)  — (2«— /. +  2)4^-2]  /^^ —  + 

;  6.  Uit  deze  algemeene  herleidingsformulen  kan  men  nu  zulke  afleiden,  waar 
de  A  slechts  tot  de  eerste  macht  voorkomt;  daarbij  zal  men  dan  alleen  van  de 
formulen  (A),  niet  van  de  formulen  (B),  gebruik  kunnen  maken.  Wil  men  die 
eerste  macht  van  A  in  den  noemer  houden,  dan  stelle  men  w  =  0  in  de  verge- 
lijkingen  (Ai)  tot  (Ae),  (Ajs)  en  (Aic),  en  verkrijgt  alzoo  de  eenvoudiger  uit- 
komsten 

/.     dx  1       i  f  dx  fdx) 

f        dx  1       i  f  dx  f  (fxi 

I  coiPx-^=^—^^  j  ««a..co./'-8;r.  A-0^2)(l-2*«)  /  co^P-^^x -^{p-Z){\-k^)  1  cosP-*x-  j , .  .(Cj) 

f  dx  1  \tatigP—^x  f  dx  C  dx\ 

i''''^^'^A=(M)a^)L-^.^-<''-'^^^^^^ 

y^n^-l  =  ^J^^^^^^-  »inx  .sinP-Hx  .  ^  +  {p-  "  -^J^j^- 

-(p-4)(l  +  4>l»j/«. 


Ish 


KATUUBK.    VKSH.    D£H    KOMNKL.    AKADEMIE. 
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f  dx  l  l  f  dx 

jeotPi»  —  =      _2)4^ai**''"'-'^*  4«.A  +  (p  — 3)8*«  /«.#-» i *  —  — 

LngPk»^-^=:—  |  4^!?^lli^  A-[(Sp- 7)-rp~2)4  i«]  fiang^-Hx^- 

/dx  f  dx) 

/an^i»  --(p-5)./  <aa^-«i*-  j ,  •  •  (Ce) 

/.■^=(M|[:ir)|;^^^ 

+(''-*^**7^"^^^=fc! ^''^ 

Wil  men  daarentegen  de  A  in  den  teller  brengen,  zoo  kan  men  in  deherlei- 
dingsvergelijkingen  (Ag)  tot  (A13)  en  in  (A17)  en  (Ai^)  w  =  1  stellen.  Dit  levert 
ons  de  gewenschte  uitkomsten 

/ nifiPx.Ldx-=.- — —  j  cosxMnP-^x.tfi-^l^p-^^-^pk^^  huiP-^x.Hxdx-ip-S)  j  sinP-^x.l^dx | ,  .(Di) 

jcofP x./ldx=  ' — ^  8xn X . coiP-^ x.£^^  —  [(p— 2)  —  (p—1) 21^}  jcosP-^ x.£^dx  + 

+  {p—3)(l—k^)  jcoiP-^x.^dx  j   , Pj) 

iangPx.  Ldx  =  — - — —     -^ A^  —  [{p—2)2—pU^']  \  tanfi-^x.  i\dx  — 

{p—\)(\—k^)\9inX.C0BX  r      j  j         i^ 

~(?-3)  ltanpP-U.l:,dx  j (Dg) 

isinP\x.Cldx=       ■    2U^g  I  —  **'*^-**«''^®i^- ^^  +  8?*^  \  8inP-^\x.Ldx  — 

-[(p-4)+(p-2)4*»]  LnP-^ix.^x+^p-h)  LinP-^^x.Ldx  j , .  .(D4) 
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_[(p_4) + (p— 2)4i«]  feotP-*i».Adx+{p—h)  j  coiP-^^x.Ldx  | , . .  pj) 

Lnj,?  i  *.  A  rf»  s=  ^  i  4t^~7- A»  -  [(3;;-7)  -  (p-4)  4t«]  f <a»^-H  a! .  A  </»  - 
J      '  p—l{stn\x.eoiP^x  J 

— [(3/!^-ll)— (p-2)4i«]  jtangiP-*^x.tdx-{p-h)  jtangP-*^x.Adx]i, . .  (De> 

f^ 1  (_?!!^^s+[(p.2)_{p_3)2t«]  /-^+(?-5)i«  f-^J , . .  (D,> 

JcotPx     (p— 1)(1-A2)  (ctfV-iiF      ^'■^'^     '     ^     '      ^JcosP-^x   ^     '   JcotP-*x\ 

/Adx  1     i  sinx  f    Adx  .  f    l^dx      , 

+*-«'■'*' /s?^.! <"•'■ 

7.  Om  deze  herleidingsformulen  met  vrucht  te  kunnen  gebruiken,  moet  men 
eerst  de  zoogenaamde  eindintegralen  kennen.  Waar  de  goniometrische  factor 
onder  het  integraalteeken  eene  functie  van  x  was,  zien  wij,  dat  wij  aan  twee 
zulke  eindintegralen  genoeg  hebben,  dat  is,  alsdan  de  overige  achtereenvolgens 
kunnen  afleiden.  Waar  er  echter  goniometrische  functien  van  ix  voorkomen, 
zijn  er  telkens  drie  zulke  eindintegralen  noodig,  om  de  verdere  te  kunnen  be- 
rekenen.  Voorts  zij  men  indachtig,  dat  deze  eindintegralen,  en  dus  ook  de 
algemeene  integralen  zelve,  voor  p  even  tot  elliptische  voeren,  voor  p  oneven 
echter  niet,  zoolang  er  sprake  is  van  functien  van  de  geheele  x]  voor  functien 
van  ix  ^gaat  dit  niet  evenzeer  door.  Men  vergete  hierbij  niet,  dat  overal  p 
telkens  met  2  vermindert. 

Voor  de  herleidingsformulen  (C)  zijn  de  eindintegralen,  als  men  F{kyX)  en 
E  (kj  x)  eenvoudig  door  F  en  E  voorstelt, 

i=' "■> 


/ 

C   .    ^      dx  1     fl  —  A^   .  1       r,        r, 

J  ^       X»/     A  i» 


(/»> 
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/»..4-=i/^i=15=^'..=i{^-a-.,^ , <,, 

d  *  A  — 2k^mw.co8x        1 — k^sirfix        k^Biifix       — i^tg^x 

—  .tanyx.^  =  — r-  -jr  tangx = — = —  + 

dx  eorx  2A  tlcoH^x  ^  A 

1  +  tg^fxi       k^9iffi  X       {\—k^)  tang^x  +  (1— it;>  %in^x) 
■*"        A        ~       A       -  A  • 

ius 

(  dx  \ 

j/anff^x-  =^—^  {-E  +  tanffX.A} (/4) 

Stelt   men  nu   in    (Ci),  (Cg)  en  (C3),  2>  =  4,  substitueert  men  overal  (/1),  en 
Yerder  respectieve  (/2),  (/s),  (/4),  zoo  komt  er 

/^    dx  1    I    .  .  •     /"    .  fl    ^*         fdscl 

sin^x —  =  —  Ismx.eosx.A  |-2(l+i')  I  nn*x  T~  "~  1  "7  1  = 

=  :^^{{2  +  k^)F-{\+k^)2E+h^n^x.cosx.L}   , (/5) 

t  dx         \    i  C  dx  fdx  J 

jeo9^x—=—Uinx.cosx.A—2{\  —  2k^)jcoa^x—  +  (1  —  *2)  i  —     = 

=:—{{2—Si»)(\—k^)F^{l—2k^)2E  +  k^8inx.coix.A}, (/e) 

f       .     dx  11     tano^x  ^  ^    [         ^    dx        fdx\ 

jtan^x  -  =  — —     .      '        A-2{2-l^)  /  tang^x  7  -  /—     = 

j  A        3(1  — ^»)  {smx.cosx  J  A       y  A  I 

f  .     dx       1          1  +k  .    ^ 

Isinx—^z-L- —  , (/8) 

J  A        k     kco8X  +  L 

/dx       \ 
C08X  —=  -Bg8in{i8inx)  j • (/9) 


f       dx         1      _    i/rrp 

I  tangx  —  =     .  L  — ■ 

/  A       l/\-k^     (\  +  [/i- 


t/rrp  +  A  . 

p)^^ ' ^^^^^ 
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-: r  =  L : , (/xi) 


» (ria) 

C09X 


Jcosx.A       [/l—k^ 

/dx  ^2  sin  x  ,     . 

tangx.A  1  +  A 

«ii»ia?—  =  i  I dx  =  -lF  —  -Bff8tn{tttnx)^  , (/h) 

/dx           fl+eosx  .          1(^1^.....)  ,     V 

cos^ix—=ii—^ dx  =  -\F+^Bffsin{Asinx)^  , (^u) 

door  middel  van  (/i)  en  (/9); 

d  ^        ^  A  "^i^sinx.cofx       l^^-^^sin^x.cosx       A^ — (1 — £:^)cosx 

j-.2tangix.A  —  — T7-  +  ^lan^ix — = —  = — = 

dx  co^\x  2A  cos^ix.A  co$^\x,A 

—  cosx-\-  (1  -^cosx^A^       sirfi^x  —  cos^  i^  +  ^cos^^x.A^ 

eos^  i  a? .  A  cob^  i  iP .  A 

du8 

f^anff^x^=zF—2E+  2tang\x.L\ (ru) 

/dx            L(i  —  cosx\^  1     r 

»in*\x-=:  \  r ^— ^  Jx  =  —  {^-(1  —2ii)F—  2kBgaiu{iHnx)}  ,...  {y^j) 

t     .       dx  iiX-^coix)*  l 

/f<«n*— =i  /-^— '^— ^d<r  =  — {iS-(l-2i«)i?'  +  2*55f««(A««*)}  ,  ..(^'is) 

naar  (/i),  (^9),  (/3).  Stel  in  (Ce)  i>  =  4,  dan  is,  met  gebruik  van  (^i),  (y,e)  en  (/jj), 

r 

/■^<,n*^-|  ■      '^,        -  (5  -8**)  [iano^^x^-  {'^  +  f-^l  = 
'  =\\{l-2ki)8E-(h-8ki)F-^^^[n-~U^}  +  a-2/i^)2corx-]L  !;....  (n,) 

l 
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1  -\-cofi\s 


naar  (;'i)  en  (/ja) ; 


ds  =  2{F^E  —  eot\it.A)i (yjo) 


1  +  iafig^  \  X 


dxz^2{F~E+tang\x.L),  ....  (/gi) 


naar  {r{)  en  {rx^\ 


d    ^                    -— A        >.     .  -'2lhinx.cosx     ^^/^^-l^sin^x.coix     — /i*— (1 — A*)cosx 
-.2cotix.A=-rjr  +  2c(?fi^ ^ = ttt r =         .^;        a         = 


dus 


—  COHX  —  (1  —  cosx)  A^ —  cos^  kx  +  sin^ \  x  —  2 sin^  jx.A^ 

sirfi  \x.  A  *"  iin^  k  x.A 

f         ,     dx        [l-^cosxdx        ^ll  +  L)(L—eo9x) 
ji^,^,-^j—^-  =  L —^ (,«> 

f       dx fl  +  cosxdx 2(A — co9x) 

Jtang\x.L  ~  /       ^inx     A  ~  1  +  A      ' ^^**^ 

waarbij  (/n)  en  (ns)  worden  gebruikt; 

d         A  m^ar  1       — 2k^9inx,C08X  tg\x  2k^/g\x.cosx 

dx  *  cos^  \x       cos^  i  X  cos^  ^x  2  A  cot^  \x  A 


=  ^^^fl+lgHx  —  ik^sin^ix—2i^cosx}—^'^{fg^ix  + 
A  A 

duB  volgens  (r^) 

J  A        ^M*  4  a?  2  tfn*  a? 


(rsi) 


naar  (/i)  en  (r^).  Sitel  nu  in  (C7)  en  (Cg)  i>  =  4,  substitueer  overal  (/1)  en  ver- 
der  ifespective  (rge)  en  (rji),  zoo  komt  er 
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(-^  =  i  I  ^  A  +  2  (1  +  4  A>)  /-^  -  8  A»  /"^  I  = 

=  5J(l  +  2**)4?'-(l+4i«)4J?+^^[2(l+2A«)  +  (l  +  4*2)c<»»]A|..(ys8) 

Yoor  de  integralen,  die  oneven  machten  van  sin  \  x  bevatten,  heeft  men  de 
volgende  substitutie  noodig,  als  men  de  nieuwe  standvastigen 

'=l/"4^*'      ^^h^'  +  ^'^ («^) 

invoert. 

2«n«i  «= ■     ■         ,  co»»  iy  =  ,    ,    ., rr-  =  ,    ,    .    ,    .         ; .  •  •    «») 

*  i  l  +  2AcM*i«        1  +  k -\-  keotx 

dU8  f  .   ,     dx       —1    f    dy  —  1   n/,     V  /     * 

h*^A  =7r.te=i7ri^(^'^)' ^^-^ 

[naar(.,e)]  =  2^  j(l-2*)^(/,y)-2J?(/,y)  +  ^-^ii^^A (/,o) 

f      dx 2A^  f  1  <fy  _.  ^2Z  f  i  +  co»y <^y     _ 

__-V2kU  2  I    rfy   ,    ~'^^V        2t^2ipt-l)-(2t4-l)co«y    rfy 

~3A+ 1  i  I      (2/i-l}+(2i+l)jo»^ }  h{l,y)    l+2i  ^  ^^H-2J8A-(2*  +  l)2«mV  A(^,y)" 


1/2*    i       „,,    ,      1-2A„,  ,    ,  2(1 +  2^)  rf.OTMjf) 

=  r+2A '~^'^^~~n-  ^  ^" '' ^'•^^~8/fc-^2A  +  l,».i»_V  A(/,^)l  - 
I/2A     (-,„    .   .   1-2*  „,  >        ^W«.v  +  2t/2l-A(Ay)_ 

=  ~r+2*l^^^''^^  +  ~ir~-^^~'"'^'^^i~^  2t/2^i-r««»^)  - 

— 1/2*(  1—24  j        (A  +  g<>^  i  ^) 

=  TT2ir^''^)'*'~4r^^-*"'''-^^)""^l/l  +  (l-r)4*c<«»i^  +  4X«c«n«~ 
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Voor   de  integralen,  die  oneven  machten  van  cos  ^^  bevatten,  heeft  men,  h^ 
dezelfde  veaarden  van  l  en  r, 

derhalve 

/'  diP         1      f    flz  1      „,,    ^  ,     . 


-h 


even  als  bg  (^^go);  en  evenzeer,  naar  dezelfde  herleiding  als  bij  (rgi), 

[      dx 2k    [         1  dz  j/Tk   i^.,-.   ,  1— 2A  . 

Jcosix.A    ~    i/2kj2k-ig^z£,{l,z)-T+2kr^^''^     4A     ^^t-^'^'^! 

"^  ^      l/(l+/l  — 2r)2>t(l— cm;p)  +  A^ ^^^*^ 

Eemge  dezer  formulen,  die  in  N^.  6  en  7  voorkomen,  kan  men  vinden  in  de 
boven  aangehaalde  verhandeling  van  Verdam  ;  daarvan  moesten  er  echter  enkele 
verbeterd  veorden. 

8.  Hetzelfde,  wat  in  de  vorige  paragrafen  voor  de  herleidingsformulen  (C)  ge- 
daan  is,  en  waarvan  men  later  een  nuttig  gebruik  zal  maken,  kan  men  nu,  met 
ceue  verwachting  op  even  goeden  uitslag,  voor  het  andere  stel  herleidingsfor- 
mulen  (D)  bewerkstelligen.  Om  die  te  kunnen  gebruiken,  is  het  evenzeer  hier 
noodig,  de  eindintegralen  te  kennen;  haar  aantal  is  twee,  waar  het  goniometri- 
Bche  functien  der  geheele  x  geldt,  en  daarentegen  drie,  zoodra  er  zulke  functien 
van  i  X  voorkomen.  Overigens  vermindert  in  onze  formulen  (D)  de  exponent  p 
overal  telkens  met  2 ;  zoodat  ook  hier  weder  de  gevallen  van  evene  en  onevene 
p  gescheiden  voorkomen.  Bij  goniometrische  functien  van  de  geheele  x  komen 
daarbij  dan  ook  elliptische  integralen  voor,  als  p  even  is,  terwijl  dit  niet  plaats 
heeft,  zoodra  p  oneven  is. 
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Hier  vindt  men  nu  als  eindintegralen 

i  Ldx  =  E  , (Ji) 

aiH^x.A(ix=j dx=—{{l—k^)F-{l-2k^)E—k^»ir.x.eosx.h}  , .  .  .  .  («2) 

naar  (/i)  en  (/5);  en  evenzoo  naar  (yg)  en  (/e) 

[€Oi»x.Adx=j^^—^-^^^^^^^^^^^dx=^Ul+k»)E~{l-ii^^^  ,  .  («3) 

j  J  L.  ok* 

waarvan  de  som  wederom  (Ji)  opleverk.     Nog  door  (n)  en  (/j) 


C       o           ,         [il  -mig*x  +  k^»in*x  ^        „      „„ 
\tan9*x.Ldx=  l- — — — dx=F—2E-\- tangx. L. 


(«4) 


Slel  nu  in  (Di),  (Dg),  (Ds^  j)  =  4,  en  gebmik  (^i)  en  verder  respectieve  (^s), 
(Jj),  (84),  dan  wordt 

Lin*x.Ldx=—   sinx.eotx.tJ^-\-(2 4-4*2)  Linix.Ldx-  j Ldx  j  =777; {(l-A'')^!  +  2/fe8;2ii'— 
—  (2  +  3*8— 8ife*)^— [2(1 +  2*3)— 3A*]**«»a!.cMa?.A}, (^^) 

jeo$*x.A  dx=  —  Isinx.cotx.L.^ — (2  —  6**)  joo»*x,Ldx  +  (1  —  **)  j  Adx\  = 
=-^{ (1— **)(!— 3F)2/— (2-  7*»— 3**)^  [2(1— 3*«)-3A*]*««wa'.co«a;.A} , . (^e) 

==^^ji-^J(7- S*»)^-^^-*»)^/'- [4(1-*«)  +  W*-5  A«]  3^ A  j; . .  («7) 

d     1                          1    .         »    ,    1         —  2A»«n«.ca»af       tinx  \  ra      «     I 

-.-««*.A  = --««.,.  A  +  -c«.^ ^ =— j-A»-*«o.*«<r[  = 

=  |^(-2A»+l-*«)  =  -m..A  +  J-(l-*«)?^^ 

B3 

HATUXIU.    V£BH.   DSB  KONIMKL.   AKADBHUS.   DBBti   XXIT. 
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du8  met  behulp  van  (yg) 

hinx.Adx=—(l  —J^)L—— +^— -coaa:.  A; {h) 

J  2k  A  +  kcosx      2      2 

d     1    ^  1  1    .       — 2  li^ainx.coix       cosx  ,,   .  «    i 

dx   2  2  ^2  2L  2L    ^  ^ 

C08X  ^^       -  ^,  ICOHX 

du8  komt  er  met  behulp  van  (/9) 

/coax .  t^dx-rz: —  Bgsin^ksin  x) -{"-ainx.  £^  ; (^9) 

ltangx.Ldx=  f/angx^~^^tfx=z  /"j(l-it«/-^— ^£.(l-ife»««MU  = 

^^T=:^L^I^L^  +  i-^. (a.o) 

(1  +  j/l  -.  k^)cosx 

na  gebruik  van  (/10)  5 

fdx  fl—Jfisin^x  dx      [(  l        ,^  .     \dx        A-^cosx  ,  ^^L  +  kcosx 

l  —  A=l : T=/(""^ i^sinx\—=L — ; H*-^    1    i   l      > '  '  "  '  (^n) 

y  «w«         y       sfnx        A     y  \miP  /  A  *>»'  ^  l  +  k 

volgen8  (/11)  en  (/g);  evenzeer  volgens  (/9)  en  (/12) 

fdx  f  l  —  lfi+i^cos^xdx         fll—k^        ,a         \^^         ,«     .    ,A   .      X. 

/ .  A  =  / -i- =  /   +  k^QosxX  ~  =  kBgs^n(kstnx)  + 

J  cosx  J  ccsx  A        /\  cosx  jA 

+  ^rzn^ l""''^^±^-  ; («i^ 

/dx     ^       fl—k^sin^xdx      fi     1      ,  1  ^  ,-      ,«  .  .  J^^      ^  2  nii  x 
.A=/ =/ h-  — .(l-A»m»a?)[-=2i— — --1  +  A, .  .  (*is) 
/««^0?          J      tangx       L     j\ t^angx^ 2  dx^  ^|  A         1  +  A 

naar  (/u) ; 
\sin^\x.Ldxz=z\  Ul  —  coex)  L^x -= -ViE  —  -Bg  sin  {ksir  x) — ««a?.Aj   » (^u) 
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1  cos^ix.l^  daf  =z  i  j {!'}'  C08 x)  £^  dx  =  j  1 2E  +  7-B!^ *^«  (k sin x)  +  *i« a?. A) »  .  .  •  •  (^is) 
waarbij  van  (^i)  en  (dg)  is  gebruik  gemaakt ; 

-^-ikBgsin^knnx)  -^-itang^x.l^^ (J|g) 

met  behulp  van  (/je)  en  (/17).    Yerder  is,  wanneer  men  (^i),  (J9),  (^3)  gebruikt, 

Lin^^^x.Ldx^k  ( {l  —  coaxf  t^dx  =  -^Ul  +  4:Jfi)E—{l  ~  k^)F  — 

—  SkBgsin^kainx)  —  (3 — cos  x)k^  sin  x ,  l^  j    , (Jjy) 

(co8^\x.Ldx=z\  \  i}  +  (^oaxf  Ldx=  -^\  (1  +  4.k^)E—{l—k^)  F  + 

+  3  A;B^«n(i«tMa?)  +  (3  +  (W5a:)i2«ma?.  A  i (^ig) 

Men  stelle  in  (De)  i>  =  4,  en  gebruike  daarbij  (^i),  (^ic),  (^22)?  <^^^  komt  er 

Aa«^H^.Arf^=-rj  — —L^—h(iang^x.Ldx  —  {l-U^)lLdx+  /,-^a}  = 

y  3  ( 8in\x.coh^\x  j  J  J  ^^*^ff  i^    ) 

=l\{ll+8l^)E'{Uk^)SF'12iBff8in{hinx)-[{l+2k^)+{l  +  k*)2co8x]'^  ..{d^^) 

j-T-^A=l{l+eoflkx)Adx  =  2{l—k'^)Ji—2E—2kBff»in{ktinx)—2cot\x.A,..{Sio) 
naar  («i)  en  (^sa) ; 

/-^A=  / (1 +^on?Ha')A <?«  =  2(1— A»)/?"— 2£+2A5sf»m(AM»«)+2 te«^  ia-.A, . . (^31) 
cot*^x        J 

imr  («0  en  (^ie); 

f     dx  fl—i»rin»xdx         fl     1  ^       ^'^*^ 

]tan9HT~i  /««^i*     A~yU«-i*~         ""  * ''/ A  ~ 

=  2(1  — /42)^—3  J—2ibJB^  ««(*«»»«)  — 2cj<i«.A, («jj) 
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naar  (yjs)  en  (/ig) ; 

tang\x.i^dx=^\— hdx  =  kL     J  +1 ^-rj- +1— ^,..(«23) 

J     tmx  1  +  «  astn^x 

naar  (^^)  en  (^ig);  evenzeer  door  dezelfde  integralen 

; r-A=  /— '^ Adxz=kL*^^—-r-  +  L      ^    .    .       +A  — 1;.-  •  •  (««4) 

^a«y  ^ar  J      nnx  1  +k  ^-  + 1^ 

f       ,             ,          r       ,       1— ^i^wwH^-coi^ia;  ,         /"(...         ,^{l—eoixf]dx 
ltangi\x.Ldx=\langi\x -^ *—dx=\W\x—Jfi      ^.^^        -  = 

/"l  4  —  4co««  —  3«»n*a;  +  «in'ar.co*a'j  dar 

=/1'^*^-*^ 7i;rx |a  = 

=   ([tangHx^^   +^  +  Zk^»inx  +  l~.{l-k>tin^x)\~  = 

waarbij  gebruik  gemaakt  werd  van  (^^gs)?  (^u)?  (/is),  (/s); 

/-^A=  f(l  +  ig^x^Ldx—F—E-^-tangx.L  , (*«a) 

naar  (^i)  en  (^s), 

Stel  in  (D7)  i?  =  4,  en  in  (Dg)  ^  =  4  en  ^  =  6,  dan  is,  na  invoering  van  («i) 

overal,  en  verder  van  (^26)7  ^^^  (^15)  ^^  (^21)7  ^^^  (^as)  j 

i—L  =  —^V-^L^  +  (^-2^)S^L-k^Udx\  = 
J  eot*x  3{l—i^)\cotfix       ^^  '  j  coi^x  J  ' 

=  ^TY^j)|(l-^«)2/'-(2-i«)J?+[(3-2A2)-(2-P;««8ar]^AJ,..(«8^ 

/"-^A^-l-^A^  +  ^  /■-^A  +  16A»fA</»-16P/"cM>i<r.Arf*l  = 
Jcot*ix"'       3\cot*ix        ^     jcoi^\x  J  J  ' 

1  nnx       \         ,^   ^ 

=  -  j(l  _;fc«)4i^_(l  _  2 P)4^+ [2(1  — P)  +  (1  -  2*8)«w»]^^ A|,  .  .  («m) 
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f-4f  A  =  ij4fA»  +  (4  +  8*')  f^  A-8^  /"Arf.l  = 
J  eot^  \x  5  '  ror  \x  J  cos*  ^  x  j  \ 

=  A  i(l  +  2P)(l--)t2)16^— (2  +  3*»  — 8**)8^  + 
15  \ 

sinx      I 
+[4(l_AS)(|  +4**)+(l+2*«)(3-4A«)2mjr-|-2c<»««a>+(3-8i*)A«]— rr-A  , .  -  («j») 

welke   laatste   integraal   hier   zoo  straks  noodig  zal  zijn  bij  de  behandeling  der 
integi^alen  (^31)  en  (^34). 

Gaat  men  toch  over  tot  de  integralen  met  oneven  machten  van  sin  {  Xj  dan 
heeft  men  ook  hier  weder  de  oude  substitutie  («2)  noodig;  zijn  deze  ingevoerd, 
dan  moet  men  bij  de  beide  eerste  formulen  de  integralen  (^as)  en  (^29)  gebrui- 
ken,  voor  y  in  plaats  van  x]  en  alzoo  verkrijgt  men 

J„-«i..Ai.  =  ^J^^^^  =  3^{(l-/«)4i.(/,,)-(l-2^)4E;(^^ 
+  [2(l-P)  +  (l-2/8)..,y]^^A(/,y)}  =3^  ^{l-i)2Fil,y)  +  iiE{l,y)+ 
+  i{l-iykco»y}2tanffy.A^:==^^^{l-k)P{l,y)+2k^l,y)+cos{x.LVm'^-2i^^^ 

=37li|(i-*)^(^'^)+2^^(^'y)+rTi+^'^*''-'^'^^l '  •  •  •  •  (*»^ 

^H.A..=,-^/4^^)(2.-..«i.)=^J(^^^ 

=  ^^^p=\-{2k  +  l){l-k)10F{l,y)--{2k+l)20kE{l,y)- 

~1 0(2*+ 1)  w«i«.  Al/2l(l — 2yfc  cOT«iy) + (2 + A)  (1  — *)8/T(/,y)— (3— 5  A— 4A8)4^/,y) + 

+[2(1-  *)(3+2*)+(2+*)(l  -2*)2co»y  +  2w^y  — (l+4A)A*co«*iy]-^^A!  = 

=3Q^^{(6-12*)(l-*)^;,|/)-(3+6*»)4^;,v)+2co.i«.Al/2*[-5(2A+lXl-2ibcM8iy)+ 

+  {2(2co.»iy)«-(3  +  2*)2*(2c(«Hy)  +  4(l+*)-(l  +  4*)AWiy}^^]}  = 

=3-0^j(l-2*)(l-*)6/'(/^)-(l+2*«)12jg(i,y)+2(»H«.A|/2*[-(5  +  22*+8*8)+ 
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^(4  +  5*+10/fc«)2cw*iy  +  4i^  — (1  +  i k)  A* cos^  ^ y]\  = 

An^uu     '       2(4  +  5A+10A«)-(H-4A)A«-||  .,   . 

/ r- A=  / —, =  /    -r-;-  — 4A««»i{ar.c<»«i»)  —  = 

Jrinix  J      stn^x       A       /\«mia;  /A 

dus  naar  (ysi)  en  (yie) 

/■  d«  _^/2l|         ,  .  1-2^^,  J     l^  (A  +  <o«ia')« 

j  W;:*;^  =TT2l  r  ^''*>+^  ^^-'•'  ''^^r_2^(l+*-2r)2*(l  +««,)+ A«  + 

^l/2k{F{l,y)-2£(l,y)+2ianffiy.A{l,y)}  =  ^^\2kFil,!,)-{l  +  2k)2E(l,y)- 

1=2*„,        ,    ,)      1  (A+OMJar)»  ikcosjx.h  ..    . 

""    4*    ^^(-''''^M""2^(l+*~2f)2ifc(l  +  co*;r)  +  A»'''l+*+*««,---'^^''8; 

Even  zoo  moet  men  bg  de  integralen  met  oneven  machten  van  cos^x  de 
vroegere  substitutie  (a^)  ook  hier  invoereu ;  men  verkrijgt  dan  integralen  in  z, 
en  daarbij  zijn  dan  dezelfde  int^ralen,  als  boven,  te  gebruiken. 

+  r+r=i^«"i-^^/2i[ («3») 

fcos^ix.Lds=^^j^^^J^2l^f.n,H.)==j^^^ 

+  sinix.Ai/rk[{UlU^U^)-MUk)kcosaJ^^±^^^  .  (9^) 

J  cos  \x  j      cos  ix       A       _/  \cos  ^x  /  A 

Jecsix.h  I      2k     cos^iz.\/2kA{l,ei     j  cosix.A  /     "^       A{/,e) 
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1  +  k—kcoix ^^^^ 

9.  Naast  het  stel  algemeene  herleidingsformulen,  dat  in  §  2 — 5  is  afgeleid, 
heeft  men  later  nog  een  ander  stel  noodig,  dat  eenvoudiger  is.  Men  komt 
daartoe  langs  denzelfden  weg,  dat  is,  in  plaats  van  bij  gedeelten  te  integreeren^ 
door  het  differentieeren  van  een  geschikten  vorm,  dien  men  telkens  met  zorg 
moet  uitkiezen.     Alzoo  is  vooreerst 

d    sinP-^x       sh^^xi,         ^oosx       2n — 1  —  2k^9inx,cosx 


{  .    oosx       2n — 1  —  2k^9inx  .co8x) 

l^-^^TiT. 2 L* 1 


="'A^^;r((P-l)^'+(2"-l)^«"^^  '  •(«1») 

ainP^^x.cosx  ,,^                            ^         «>  ,.    v 

=       ^2,^1       {(2>»~l)+(p-2n)An; (6i9) 

en  hieruit  leidt  men  af,  wanneer  men  in  {py^  eerst  p  door  jp  +  2  vervangt, 

/^^  1  C      iini^^^x      ^        ,v  /■  .      Q  ^*    j         /A    X 

1       (mV+i^p  /  dx    \ 

=  a;3r{;^s=r-(p-2«  +  2)j««''.<»«*^J (Bi«) 

Evenzoo  vindt  men  door  differentiatie 

i    eotP~^x eoiP~*xl  — aina       2«— I — 2lfi*in».co»x  i  

dx'  A*»- '  ~  A*"-^  j(P— *)  -^  2  A»  i  ~ 

ainx.eoa'-^x  .w»    ,„     ,,,-     «  ,     sinx.eotP-^x    ,     ,.„    ,..   ,     „  \,«     «  i     /     v 

=    ^».+1    {-(P-l)A«+(2«-l)^War)=  -^^;^{-(p-l)(l-A»)-(p-2n)A»co*8«),.  .(ago) 

=  — ^iiiliT— (-(^'^-l)^^-^)-^^-^»)^'}' (*»o) 

waaruit  volgt,  mits  men  eerst  ^  +  2  voor  p  stelle  in  {b^)j 

/dx  1        i        coiP^^^x  f  dx    \ 


Digitize(d  by 


Google 


24  EEN  AANHANG8EL  TOT  DE  TAPELS  VAN  ONBEPAALDE  INTEaRALEN. 

Door  diflferentiatie  volgt  verder 
d    ianffP+^ X tangP-^^^xi  1  2n  —  1  —  2k^«inx.eo»x'^ 


dx     A*» 

iovkoPx  cos^x 
=  — ^  ^^^      [{p  +  1)  (1  +  tang^x)  (1  +  tanff^x  —  kHang^x)  +  (2n  -  1)  *»/tf »/iP  {  = 

tanopx.cos^x  , 
^-^iii^  ((/^+  l)  +  [2(P+l)-(p-2n+2)A«]<ari^2^+  ,..  (a,i) 

tangf-^^ 

tangpx 
^i^^^^^fl^l^^P+l^^^^^+^^n-lXl-A^XA»-! +*«)}  = 

=ifc«m%.A'»"+i  ^  -(««-l)(l-**)+[2(2«-l)+(p-2»+2)*«]AM««-l)A*}  ;  •  •  (*8x) 

waarvan  de  eerste  (a^i)  eene  herleidingsformule  oplevert  naar  de  machten  van  tangXy 
de  tweede  (621)  eene  andere  naar  de  maehten  van  A ;  maar  hier  zijn,  in  tegenstel- 
ling  met  hetgeen  overal  elders  verkregen  werd,  de  herleide  integralen  telkens  van 
verschillende  gedaante,  in  zooverre  als  de  eerstbedoelde  integralen  den  factor  cos*  a? 
overal  in  den  teller  bezitten,  terwijl  dezelfde  factor  cos^x  bij  de  tweede  soort 
van  integralen  juist  in  den  noemer  voorkomt.  Men  heeft  dus  hier  afisonderlgk, 
wanneer  bij  de  eerste  (a^i)  eerst  p  door  p  —  4  wordt  vervangen,  door  integratie 

dx 


/^ftt-hi 


--{P-S)  jtan^x.cos^x  ^^L (A^l) 

met  de  overeenkomstige,  waarbij  p  in^  +  2  en^+1  werd  veranderd, 

/.  o      ^^                    1           itanoP'-^x                                     f                           dx 
-iP-l)  jtaniP--*x.»iH»x-~^^^, , (A'„> 
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tangV  x.sinx^cosx 


dr  1  UangP-^x 


JS2n-hl        (p  _  2)  (1  —  i»)  (   A^«-* 
— [2(/?-2)-(;?-2m-1)A2J  I  (Mn^'h.nnx.co9x—~^{^^^  j  tangP-^xMnx.cosx—^-^  \ ,  .{k!\i) 

benevens 

-«"'-''/^ii^S^»'''} <=•>> 

en  hier,  op  dezelfde  wjjze  als  boven,  voor  p — 2  en  p — 1  in  de  plaats  van  p^ 

/.T;^7r'''=(i;:iki^^'''^+P(^->>+<'-''"«/d^'''- 

/tangPx             / 
s^iis^H (»«.) 

/tangPx         ,  1  f  ^JangPx  ^    f        tanopx 

-(2.-1) /•.      ""'"1^^,) (B".,) 

^  J  stnx.cosx.A^^^      )  ^^ 

10.  Gaat  men  over  tot  den  boog  i  Xj  dan  vervallen  ook  hier,  even  als  in  §  3, 
alle  formulen  (ft),  en  mitsdien  ook  alle  de  daaruit  afgeleide  herleidingsformulen 
(B).  Men  moet  dus  alleen  trachten  de  formulen  (a)  af  te  leiden,  en  daaruit  dan 
verder  de  herleidingsformulen  (A),  die  dan  trouwens  bij  dit  onderzoek  van  het 
grootste  gewicht  zijn. 

Volgens  dezelfde  methode,  als  ook  vroeger,  komt  men  dan  hier  tot  het  volgende. 

_rf     »inP-'^  i  X sinP—^  jx  ip  —  S  cos  ^  x        2  n  —  1  —2k^sinx.  cos  ar(  

dx^    /\2«-i     —     ^2«-i     j     2      sinix  2  l^  \~ 

sinP—^hx.cosix  . 
=  ■      ^A^^+i {(P-3)A»  +  (2«-l)4^»««n^.«»*}  = 

sinP-^^xxos^x ,  .  ,^  .  « 

=  ■    2Ag«+l      {(p-3)(l-4i««/nH^+4itWia?)+(2n-l)4  i2m«i:r.(l-^2wnH^)}  = 

sinP-^\x.cos\x , 
—     <lt,%n-^i       {{p-^)  —  {p-2n-2)4.1fiBin^\x^{p—^n-\)^k^sin^\x\,,.(a^^) 

B4 

yATUURK.    VKRH.    DER    KONINKL.    AKADEMIE.    DEEL    XXTI. 
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waaruit  men,  na  integratie,  afleidt 


A^+^ 


-(/)  — 3)  J^i^f^-H^.cos^x-^^^ (Agj) 

Vervolgens  verkrijgt  men  ook  evenzoo 

d     coifP-^  i  ^  _  c^^^'^  i  a:  j  /y  —  3  —  «iw  i  ar         2  fi  —  1  —  2  F  m  ar .  co?  x  1  _ 
J^  •     ^2«-l     —     ^2«-i     I  "2"    C08  i  ar  2  A^  '  ~ 

=         2^^»+»  {-(;>-3)A«  +  (2«-l)4^co»«i^.co*ar}  = 

# 

=      2A^^-*-»       (-(/)~3)  +  (p-2n-2)4igco&»^^-(p-4n-l)4^gc^^*|ar},..(ag3) 
zoodat,  na  integratie,  hieruit  volgt 

/«^«iar.co^/^iar— — ;= 1 2- ,   ',  -+  (p-2 n-2)4*» / «»ia?.coaP-4a? 77-77— 

sin^x  .  cosP-^  I  ^""2^3) ^^^^ 

Ten  slotte  heeft  men  nog 

i_    tangP"^  i ^  _  ^aw^^- ^  ^ .r  j;?  —  5  1 2n — 1  —2k^sinx.eo8x\  _ 

rfar'      A^*~"^      ~      A^''-^      j      2      cotf^iar.^awflfia?  2  A^  I  ~ 

^[3(p_5)_(p4-2n  — 6)4i»]i;a»^*4^  +  (jo  — ^^ton/la^}, (''»*) 
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waaruit  men  door  integratie  afleidt 

-[3(;^-5)-(iD-2«-4)4P]  itangr^x.eo8^lx~^^-(p^h)  f tangP'Hx,cosHx  ^^  j  • .  (AjJ 

II.  In  deze  herleidingsformulen  kan  men  nu  n  negatief  nemen,  even  als  dit 
in  §  4  geschiedde,  zoodat  daardoor  de  A  in  den  teller  komt.  Bij  de  formulen  (A) 
heeft  dit  volstrekt  geen  bezwaar;  daarbij  stelle  men  eenvoudig  n  =  —  n]  maar 
in  dit  geval  moeten  de  formulen  (B)  worden  omgekeerd :  bij  de  twee  eerste  (B19) 
6^  (B20)  stelle  men  dan  eerst  n=  1  — n,  bij  de  laatste  (B21)  moet  men  2  —  n 
in  de  plaats  van  n  stellen.  AJzoo  vertrijgt  men  dan 

/nHPx,co8x.£^^-yx=z —  j  — m»— ^ar. A^"^^  +{p —  1 )  / sinP-^^xxosx.A^^^^^dx  { ,..(^25) 
(/?-|.2n)A2|  J  ) 

/wna?.co«Pa?.A^-^</^= — r-TT^   l-c(>^?^i^.A^«+^-(p-l)(l-A^)|««a?.corf^?iP.A^"-Va?    , . .  (Aje) 
=— T-jl— c(?^+ia?.A*«-l+(2ii--l)(l— ii*)L-«^^  (B26) 

/iangP  X .  cos^  x .  A^-*  dx  = 1  tangP-^  x .  A^""^  — 
(;?  — 3)(1— A»)  ( 

— [2(p-3)-(/;+2fi-2)A2]  jtangP-^x.co8^x.l^^'^dx''{p--S)  UangP^x.coi^x.A^^-^dx  L .  •  (A27) 

/iangPx     „     ,  1       i    ^ 

+[2(2n-3Hp+2«-2)A8]f-^A«— 8</M2n-3)(l-i*)r-^A*«-5</*|  ,  .  •  •  (Bj^) 

j  eos*x  J  cotrx  > 

(/»  +  4n  — 1)4*2  <  ' 

+(p+2«^-2)4i8Lw/'-2iar.<;()«iar.A*''-^rfir-(/»-3)/^««P-*iar.c<)«i«.A*''-^<'«j  ,  •  •   .  (Ajg) 
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+  (/?+2n-2)4Pf««i^.coj»P-2j;r.A^''-Var-(^^^^  .  .   .  (A^g) 

/latiffP  i  X .  C08^  \  X .  A^"-!  dx=  — }  2  fanffP-^  A  x .  A^«+^  — 
p—  5    ' 

—  [3  (p  —  5)  -  (p  —  2  n  —  6)4  ifc»]  f  tangP-^  \  x .  cm*  i  ^r.  A*»-^  «^^  — 

—  [3  (p— 5)  —  (p  +  2;«--  4)  4*2]  I iangP-^^x.co^^^x.l^^^^-^^dx  — 

—  (P  —  ^)  f  tangP-^ix.co^^^x.  £^^''-^  dx  \ (A30) 

Maar  evenzeer  kan  men  in  eenige  der  herleidingsformulen  den  exponent  p 
negatief  nemen.  Alzoo  geven  {B^o)  en  (B^c)  rechtstreeks,  en  (Ago),  (A23),  (Aj^) 
en  (A29)  bij  omkeering,  wanneer  men  in  deze  zes  formulen  respectieve  p= — p^ 
=  — Pj  =2 — p,  =4 — jo,  =2 — p,  en  =4 — p  stelt, 

fsinx_^ 1  I  1  ^  f   sinx        dx    \ 

=("^;:=:i^^  ' (^^i) 

/ri/i  jx     dr    _      1       .  2 ^f    8in\x       dx 

cosPixA^^-^^^p—l  KosP-^x.A^^-^^^'^^'^^''^^^        JcofP-^xA^^-^^^ 

-<'+^'-'>""/;^^! '*»> 

=,^t£^.-'-<^"-i)(«-*')/S;A-»^'i (^) 

_(,_4.-8)4^.|-^A.-M.J : (A3J 
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12.  Even  als  in  §  6  kan  men  nu  uit  deze  algemeene  herleidingsformulen 
andere  afleiden,  waarin  de  A,  hetz^  in  den  noemer,  hetzij  in  den  teller,  maar 
slechts  tot  de  eerste  macht  voorkomt;  en  op  deze  uitkomsten  komt  het  bg  ons 
volgend  onderzoek  wel  in  de  eerste  plaats  aan.  Hierbg  vervalt  het  doel  der 
herleidingsformulen  (B),  en  heeft  men  in  de  andere  (Ajq)  tot  (A24),  (A31)  en  (Asg) 
[of  evenzeer  in  de  overige  vergelijkingen  (A)]  n  =  0  te  nemen.  Op  die  wijze 
ontstaat  het  volgend  stel.  4 

/dx        1    i                                       f                   dx') 
nhPx.coBx  —  rz-—) — HnP-^x.t^  +  (p  —  1)  l  sinV-^x.cosx — >  , (Ei) 

/dx         \    i  f  dx  \ 

sinx.  cohVx  ———-  I  1  —  co!^-'^  a? .  A  —  (p  —  1) (1  —  A^)  /  sin a?.co«P— * x  — j  ,  .  .  (Eg) 

/dx  \  k  f  i 

tangPx.cos^ X  j  =  ^3^ — T^k/»^''-^^.^— [2(p— 3)— (/>— 2)/:^]  /  iangv-h.cos^x 


dx 

^'^X.C08^X  — — 

A 


(P-3)| 


rfiT    )  /Tl    V 

iangP'^  X  .cos^  X  — J    , [p^ 

A  1 


/dx               \           {                                                       f                              dx 
sinViv.rosix—-=z'' Trrral^^inP-^ix.  h  +  (/?  — 2)4**  f  sinP-^ix.cos^x 
A      (p— 1)4A»|                                                   J                               ^ 

—  (p— 3)  I  8inP-^ix.eosix—\   , (E4) 

/dx  i  t  „  ^  f  ^     dx 

smix. cosP i X  -  =      _  j 2  —  2 conP-^^ ^p.  A  +  (p  —  2) U^  I sin ^x.coi^-^x--  — 

/dx  \ 
sinix.cosP-^l^x—i   , (E5) 

/dx         1     /  f  dx 

tangPlxxos^x—  =— - 1 2/a»^f-5ia?. A—  [3(p— 5) ^(p— 6)4(«]  /  tangP-^x.cos^ix-     - 

—  [3  (p— 5)  —  (p—^)  4*2]  jtangP-^ix.  eos^x"^  —  (p—b)  (tangP  '^x .  cos^x^-^  j , .  (Eq) 

/sinx   dx 1 i       ^                                        f    ftiffx      dx  \ 
cosPx  A  -(p-l)(l->t»)i^^;;^^~^~^-^^^  /"^^i^  A'  ' ^^^ 

/sinlxdx        1    j     2A         ^.,       ^^x. ,« /"  *i«  ^*    '^^     /     «v.,o  f  **«^^   ^^l       .-«  v 
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I^  ■  De   herleidingsformulen,   waarbg   de  A  in  den  noemer  voorkomt,  worden  op 


dezelfde  wijze  afgeleid,  wanneer  men  in  de  algemeene  herleidingsformulen  (A25)  tot 
p- ;  (A30),  (Asa)  en  (A34)  de  n=  1  stelt.     Alzoo  vindt  men 

$^' 

;4^-»'  lnnPx.coax.J^dx= r-rrl  —  «««*'~^^- A^  +  (p  — 1)  1  iinP-^x.coix.  l^dx\  j .  (Fi) 

^^^■-  J  (P  +  2)i»|  /  ) 

§i^  ,      ' 

p; i^  Isin x.cosPx.L dx  =  ,    ,  ^,  ,^     1  -cosP-^x.A^ — (P~l)  (1  — ^*)  / ainx.cosP-^x.A dx\  j .  (P^) 

pv  .:  ;  (p+2)*M  7  I 

1^.*.^  ftanffPx.cos^x.l^dx  = — — —  }  iangp-^x.t?  —  [2(/?— 3)— pA^]  /  iangP-^x.cos^x.Adx  — 

^'   .  y  (p— tJ)(J— A:^)l  y 

|l|'^':  _(p_  3)  /  iangP-^x.cos^x.Ldx  |  , (P3> 

I'  _(p_3)  f«»if^iar.«>»i*.Arfa'|  , (P4) 

K  / »tn i » . CM? \x.L.dx  =- j  2  —  2 co»P— '^af .  A'  +  4;>i*  / *»nix.«>«P— ^ix. A«te  — 

j.: .  /  (P+<>)4«*'  / 

K  —  (p  — 3)  \  rin\x  .coiP-^\x .  L.dx^  , (F,) 

:  . ,  \tanf\x.eo$*\x.Ldx=r-r^  \  2tan^-»ix. A'— [3(p-5)— (p-8)4A«]  \umgP-^x.cot*\x.hdx— 

V.  —  [3(p-5)— (p-2)4*«]  I  tonj[P-*iar.<»»*iaf.A<fo-(p-5)  \  tangP-^\x.cot*lx.£i,dx\  ,  .  (Fj) 

■:'  J  eoiPx  {p—l){l  —  lfi)^co»P-^x  ^'^        '    y  co«P-«(F  '  ^" 

/!!!^^rf,       1    {.2^_2+(;^4)4A«  f  ^ArfH?-7)4*»  f-^A-fol .  .(P.) 
J  cosP^x  p^A{coa>-^ix       ^^^     '      JcosP-H:f        ^^     '      J  cosP-^^x        >     ^  '^ 

13.  Zoodra  men  nu  deze  herleidingafonnulen  gebruiken  wil,  hetz^  rechtstreeks^ 
hetzij  bij  de  toepassing  in  de  volgende  hoofdstukken,  tot  welk  doel  zg  eigenlijk 
hier  werden  afgeleid,  heeft  men  de  eindintegralen  noodig;  dat  is  die  bijzondere 
gevallen,  welke  om  de  een  of  andere  reden  niet  uit  de  herleidingsformulen  zelve 
kunnen   worden  afgeleid,  of  ook  zulke,  die  de  eerste  gevallen  bg  de  toepassing 
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uitmaken.  Daar  de  exponent  p  hier,  evenals  overal  vroeger,  telkens  met  twee 
vermindert,  heeft  men  ook  hier  weder  onderscheid  te  maken  tusschen  de  geval- 
len,  dat  p  even  of  oneven  is.  Onder  de  eindintegralen  echter,  die  hier  noodig 
zgn,  bevinden  zich  onderscheidene,  die  reeds  vroeger  in  §  7  en  8  zijn  afgelcid,  en 
die  derhalve  hier  niet  op  nieuw  behoeven  te  worden  opgesteld. 

Zoo  kan  men  bij  de  herleidingsformulen  (E)  gebruiken  de  (/9),  (^13),  (rs)j  (/io)j 
(r%)j  (/s),  (/24),  (/82),  (r»3),  (/29),  (/is),  (/17),  terwijl  er  behalve  deze,  nog  de  vol- 
gende  noodig  zijn. 

/dx      —1  fdx  d  1 

/dx        fl  —  A^        dx        1    ^                                          , 
8tffix.co8x—=z  I  —^ — co8x—  —  ~{Bg8in{k8inx)  —  k8inx.L\   , (t^) 

naar  (rg)  en  (^9); 

/dx      -1  ri^^—{\—k^dx  d  -1 

=  g^(l-A)(3A8-|-A-2),.  .  .  j (*,) 

(.         ^dx       /•A»  — (1— *').     dx        II,        <.,A+Aco«*  .  ) 

jnnx.cos^x-^=j ^_J.,«.-  =  _](l  _^)£^-t_  +  ,_w.A|  ,.  K) 

volgens  (xs)  en  (d^)  ; 

/8in^xdx_  /1  —  <'08^x    .       dx  1  [/l  —  ifc^  +  A  1 

CO8X  A~]       co,x       *"*  ""  A  ~  ^/r^^Cl  +|/1  ^A^)c0$x~T^^^~^^  '  •  ^*«) 


met  gebruik  van  (rio)  en  («1) ; 

co^^xdx         fl — si^t^x  dx  28tnx        1 

— ; C08X  —   —  L —  — 

smx  A  1+2^        ifc» 

naar  (ns)  en  (ti); 


/co^^  X  dx         fl 
~ 7"=  1 ' cosx-^  —L--^—rz{l  —  h)  , («7) 


f  .  o,         ,   ^^        fl—co8Hx  1      4  „  2sinix.\/2k     I 
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Tolgens  (yjj),  (^35);  en  evenzoo  naar  (/39)  en  (rso) 

Verder,  als  men  (/s)  en  (<i)  invoert, 

f  dx      1   f  dx        l    i  l+k  \ 

Iiiffiix.c08iw—=j  l{l~co8x)8inx—=z—\iL; — r— 1  +  Ai,  .  .  .  (*io) 

J  A      4y  A      4A;*|      ibcwd?-f-A  1 

/■  .    .  o^xlf^^  .    .     dx        1     I ,  ^       1  +  A  *    .    J  /     V 

/*mia?.w*3^ar— =  7  1(1  +  co«a?)M«;i?  — =  7— <AZr , TT^^+^   •  '  •  •  ('"> 

J  A4y  A4A*l       Atf(?aa?  +  A  1 

Stel  nu  in  de  herleidingsformulen  (E4)  en  (£5)  jp  =  4 ;  en  gebruik  bij  de  eer- 
ste  uitkomst  («g)  en  (/32),  bij  de  tweede  («9)  en  (^29)  5  ^^^  komt  er 

/.  .  ,  ^    dx         1  f  ^ .  .    dx       /•     .    dx\ 

«n*  ix.coaix  —  = 
A 


12*2 


/dx         f  dxk 

sin^ ix.cos^x  —  —  / ^^* i ^  "T" j  = 


—  1 


1+5* — keosx  ^ 


'0^1 


:j2^  |(l-4i)i^(/..)  +  8^^(/,.)-^-^j-^-^ 

/                          dx            l     i                                          [                         dx       f      .    dx\ 
jsittix.cos^ix  —  =  rTTjl  2 — 2cMiir.A  +  8**  Im  Ja?.(?<>^iiP— /***a^7r|  ~ 

Ten  slotte  heeft  men  met  behulp  van  (/n),  (/ig),  (/g)  en  («1) 

/cos^  ix  dx 1   /"(1  -4-  co8  x)^  dx        1   /"4  +  4  gog  a?  —  3  siifi  x  —  sin^  x  .  cos  x  dx  ^ 
«ifi  i  a?    A         4  y        sinx         £^         4  j  «in  x  A 

fiiffi  ix  dx        1/(1  —  ^^« x)^  dx 1    f4  —  icosx  —  3  sin^ x  +  sin^ x.coax  dx  _ 

j  cos^x    A  "i/        sinx         A  ~4y  sinx  A 

^^(A-^.)(l  +  A)_8      _M^        1   ,^_^, ,„,) 

2  **»*  a?  ik     kcosx  +  A       ^k^ 

14.    Gaan    wg  over  tot  de  herleidingsformulen  (F),  dan  behouden  de  vroeger 
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gevonden  integralen  («,\  («u),  («g),  («lo),  («ss),  (^s*),  («»*).  (^ss),  («m),  («m),  (^is) 
en  (^17)  ook  hier  hare  toepassing.  Bovendien  is  nog  de  bepaling  van  de  volgende 
int^ralen  hier  noodzakelgk. 

/'«ii«.«««.Ad«=-2^|Arf«£.(l-i»m»<r)  =  g^(l-A»). (W 

j»i$fi».eotz.Ld*  =  =^  A^*  A<i«£.(l-*»«<«»«)  =  i^(-2  +  5 A»-3A»)  = 
=  j^(1-A)>(2  +  4A  +  6A«  +  8A») iW 

Wanneer  men  de  herleidingsformttle  (Bm)  toepast  voor  n  =  1,  j»  =  2,  en  daama 
de  («s)  gebmikt,  zoo  wordt 

/1  (  C  <'') 

#iii* x.eotx.  Att*=:~  \nM*  « .  A  +  /««'«* x.eotx  — J  = 
4|  y  A| 

=  g^  {2?^««(t««Kr)  +  (l  — 2A«)t«n«.A); '. (h) 

[  '  Jl  A  ^  —^    fA«-(l-t«)    ..'',,  ZJ,     .  8     X 

Itiux . eofi X .  hdw=i  — r  I -3 A  «« T"  •  (1  — «^ ««^ «)  = 

f  o  llr  J  r  OX 

=  ihr^{-(^-^^')  +  ^^^-*^)^'-^^') (h) 

Past   men   nu   de   vroegere  herleidingsformule   (Bm)  hier  toe  voor  p  =  2  en 
n  =  lj  dan  moet  men  naderhand  («5)  substitueeren,  en  verkrijgt  alzoo 

jsinsp.cos^x.Adx  =  -  1  1  —  eofix.^  +  (1  —  k^)  1  Hnx.coi^x—  |  =: 

1 A<i«=  / «»«.  A<?«  =  K  1  —i^L.-j—, —  .^ 

J  eotx  J       cotx  [l -{-yi  —  J^^eotx 

-■^0^-^){0--^^)-^^-^i^^)  > («e) 

B5 
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iwwur  («lo)  en  (fi) ; 

Tolgens  («18)  en  (li) ; 

na  substitutie  Yan  (^33)  en  (9^)] 

^  1  +  i  +  Aeoia?        J  ) 

met  gebruik  van  (d^o)  en  {8^1).  Vervolgens,  wanneer  men  («s)  en  (|j)  invoert, 

Isin^^x.eos^x.lidx^jhl  —  e03x)rinx.£:idx=  —jAbI  (1  —lfi)L ^^^^ — 

~2  +  8*»-3A»«>fa?.A+2AS  j (Iio) 

/Bin\x.isofi\x.Ldx  =  \{{\+cosx)sinx.Ldx:=z-^{^  + 

4y  24A5*(  A  +  ^«>«a? 

+  2  +  8A«  — 3*«co#«.A  — 2A»  } (Iii) 

Neemt  men  p  =  4   in   de   herleidingsformulen  (F4)   en  (F5),  en   voert  men 
daarop,  of  de  integralen  (fs)  en  (ijg),  ofdeandere(l9)en  (^so^in,  danverkrijgtmen 

f*/ff*ia?.(?Miir.Ada?  =  rT7^|2mia?.A^+  16**/m»ia?.cof4a?.Arf*—  l  (»«ix.  Arf«  |  = 

=210*^721^^"^**"^^*^^^^"*^^^^ 

-iiilJ^h^h^cosx^Zk^^^^t^^^^^^^^^^^^^^^^k^.t^VTkl  ,...  (5i«> 

1  +  A;_  kcos!9  -J  ' 
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|*tii|«.CM*ia-.A«fa  =  rrp  1 2  —  2«»4«.A'  +  16*«  f  «i«i#.a»*»i«.A<?«  —  \nn\x.Ldx  |  = 

=2ioPi7|i|  (5-24A-32ifc«)(l-ife)iftV)+(29-32*»j2AZ(/^)+15+[5-15A«+8*(l+2A^^  — 

-,2,,+«*. u?L±f^=^iMM^^,..^^^ (I^ 

Ten  slotte  vindt  men  na  invoering  in  beide  integralen  van  (*u),  {Sy^^  (8^  en  (li> 
i%n\x  AJ        $$nx  ij  nnx 

fsin^kx  ^   ,         1  f(l  —  co8x)^  ^   ,         1   f4t  —  4tcosx  —  38in^x  +  sin^x.cotx 
J  cos\x  AJ        sinx  4t  J  nnx 

15.  Voor  het  gebruik  ia  het  noodig  de  voorgaande  uitkomsten  in  tafels  te 
vereenigen:  zoo  ontstonden  de  Tafels  1—32;  terwijl  voor  de  regelmaat  hierbij 
gevoegd  zijn  de  Tafels  33  en  34,  die  eerst  in  de  volgende  Hoofdstukken  te  voor- 
flchijn  treden,  zoodat  men  dan  ook  aldaar  de  eindintegralen  bepaald  vindt. 
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T  A  F  E  L  8   1-34. 


▲  ▲NMEBKINGEK. 


De  integralen  zijn  genomen  tusschen  de  grenzen  0  en  x. 

^=^T^rTO?7.  ^=/Vi-^«^.-  B:=i-4.vT=V 

0  0 

Yerder  is  bg 

A(/,y),  F(l,y),  E{1,,),  zr(_f,/,y), 

A  (/,«).  ^(^.«)»  ^(/,«),  /7(-f,/,*), 

taiiglyz=co$ix.\/2k,  ?=i(l  +  *). 

/a«^i«  =  «fii«.|/2T,  r=— (1  +  2A)». 


»»«»•. 
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T  A  F  E  L    1. 

/d»  1       t  f  dm  f  d»t 

/ds         ^A—eot»         fd»      „      (  .    dx      ll  +  i  /..«'*       !/„« 


/ 


««♦«^  =  r\:  {(2  +  *•)/•— (1  +  I»)  2  ^  +  *««««.«>»«.  A). 
^         3  ifc* 


TAFEL    2. 


[  dw         \    [  t  dsl 

jiinPx.eosx  —  =  — t^  J — nnP^^x.^  -f-  (;? — 1)  jsinP-^^x.coBX  —  \. 

/tosxdx        ^29inx         f        dx        1  „     .    ,,    .     ^  /•  ^^        * /i        a\ 

-: T  =L  r-— -•        I  cw«  "T  =  7  -S^  ««  (*  «»»^)'         I  nnx.casx  —  =  5  (1  —  A). 
ma?  A  1  +  A        J         L        i  J  A        ^ 

/dx        1  .  f  dx        1 

9in^x.eosx--=  —  \B(^rin(k9inx) — isinx.A).      jnn^x.coMX--^ —{l — i!i)*(2+A). 

TAFEL    8. 

/dx  1      i  f  dx  .    [  d»\ 

coiP  X  J=f~7^  *»«  "'  ««'^  'P. A— (p-2)  (1-2A»)  /  f0tf-2a,-  +  (p_3)(l_A«)  I  cw>»-<»p—  L 

eotx.L.      l/l— *'  aw«  *  JL  ' 

co»ar  —  =-  B^ «n(*mar).  lco»8«  —  =i.  -  {E—(l  —  *«) -P). 

cofix—  =  —\sinx.A  —  j^{l  —  2Jfi)B^sin{ksinx)L 

jeo8^x^  =  ^^{{2^3i^){l  —  k^)F-{1^21fi)2E+k^sinx.eosx.L]. 
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TAFBL    4. 

innx.coifit —  =  -Tj  \\  —eo»-^ X . ^  —  {p—\){\  —J^)  /«««.corf-'*  — |. 

(tinxd*  1 ,  |/nrp  +  A  t.    dx     1,1+*  f.  <*»     Lt    Ax 

JeotxA     I/T:^  (1 +1/1— *»)«»«      /        £x     k  keotx+A      J  A     ** 

r«n«.«M>ar— =  -—  1(1.     i?)  L —~-~- +  k  —  kcotx.A\- 

Jm«.«««»;r^  =  ^{(l-A)(3*»  +  A-2)|. 


TAFEL    5. 


L«^4=  '      ^l^-^^A-(/>-2K2-t')L>^Vf-(,-3)L.^-^4}. 

f      dx  2sinx  fdx  f  dx  _        1  |/m?+A 

/J«  1 


TAFEL    6. 


/*  ^  1  i  f  dx 

I  tangPx.cos^  x —  = — - — —  \  tangl^^x.l^ — [2(/? — 3)—  (p — 2)  A*]  1  tangP^^x.cos^x 

7  A      (p— 3)(1— A»)|  J  A 

—  (p  —  3)  jtangP-^^x.cos^x  —  }. 

/cos^xdx        ^  2sinx        1  ^^  ^  f     n    ^^         1    r^      ..        ,«.  ^. 
=  L- —  7^(1  -  A).         Icofix—  =  ~.fi?_(l_*3)i?'  . 

/dx        1  r  rfa?        1 

tangx.cos^X' —  =-—(1  —  M.        1  tang^  x .  cos^  x —  = —(F — B). 
A        K^  J  A         *' 

/ 


,    ^         a    '^*  1  1/1-P  +  A  1,-       ., 

A         l/l— *»      (1 +l/l_F)co«ar      ^2^         "' 
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T  A  F  £  L    7. 

/         A       *    ^      *  '     JA  jcotx.L      i/l-k^  ^x 


T  A  F  E  L    8. 


,    d*         1 
««*.««»«—=: —d —  A)(3ife«  +  A  -  2). 

Lw.f=:i(l-A).      /«W^=:iiJ-±l-.      rf^^==_i_^J: 

y  A     ^  '    j        L     k    icosx-^-A     JcotxA    l/l-it^  (1 


T  A  F  E  L    8. 

dx 
~A 


/dx  1  i  f 

-(P-4){1  +  4yi)  Li„P-4^/^  ^^p_^^  I  ^^^^^) 

/r/a?  1 


UATU0EK,    VBEU.    DBB    KO.NINKL     AKADKMlli.    DKEL    XXII. 
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T  AFE  L   10. 

—  (P —  3)  I  nnP—*\x.eo>^x—  I. 

/cotlxdx       2(£^—eoifx)       [     i    dx        1     „,,   .        /*  .   .          .    ^"      ^  7-_L+i_ 
— =L— -.      lcosix—=z-T==F(/,z).      lttn\x.cotix—=—L- —— . 
fin^x  A           1  +  A         ;           A     J/2A    ^»'      ^      '         «    A     2A   kcotx+A 

/"      ,  rfo:         1     f.r      1+* 


*iA±A.-l+A 


//f^  1        (  1  +  5« — krosx^  .  .—  i 


T  A  F  E  L    11. 


jcotPix-=      _2)4ifc8  [«««.c^^-n^.  A  +  (p  -  3)Sk^jco>P-Hx-^  - 
__(p_4)(l  +  4*2)  /coiy-^ia-^  +(;»  — 5) /cotf-Ha-;^]- 

/ 


/ 


/ 
/ 


dx         \/2k 


—  2  { 2!*  —  £  +  (attff  i  ar .  A) 


l-2£  >     U         (A  +  ^>«U)^ 

co.4ar.A~l  +  2A r  - '-'   •       4  ifc     ^^"'''  '*M  "^ 2   (l+*-2r)2A(l-c«^)+A** 

/coii^—p^L/'^/,^  jeot^ix'^^=^-{F+-Bi,tin{ktinx)}. 

dx  1        /  2tiuix.\/2k  ^  ) 

cos*'x—=  —  (^  — (1—2 /fe8)  2?*  + 2*% sm (*«■»«)}. 
A       4«* 


:/". 
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T  A  F  E  L    12. 

J  A      (p— l)4F(  y  A 

—  (P  — 3)  A««i*.CMP-*i»-^  j.  ^ 

1 

/•««i*d*        (14-A)(A-cow)       /•         rfa:          1                    r                   rfar      IrJJli  1 

Jeot^xA-             2ntfix            j      ' -A       [/2k  ^ '^'      j      '        '  A     24  jfecojar+A  * 

[                       dx        \    [           lA-k                      )  ^' 

\»in\x.eo,fi\x———\kL,^^     +1^A    .  -^ 

j       '                 A       4A«  I        ifcco««+A                   )  I 

L«iar.co*n^==j2^^j(l-4*)i!X^)+8^Ay)-^^^  ■• 


i 
T  A  f  E  L    13.  I 

tangP\x-  =  —^)^ ~f-d.-\.{Zp -1) -{p -2)Ak^^  j  tangP-H^- -  | 

-  [(3^  -  11)  -  (p  -  4)  4*8]  jtanffP-*\x^  -  (p  -  5)  /teai^-Oi»^!.  | 

/^"               ET       or.       o     ^.        »         f       dx               _2(A  — co»ar)       /•rfa; 
7 =  /^ —  2  jE  —  2  co^  A  iF .  A.      1 =  L  — ',     I  —  z=:F. 
iang^ix.L                                                  J  iang^x.A              .  1  +  A  /A 

/■/«,<.  1  ,^ -  r  a  +  A)(A-c«>«a;) 
jtanffix--L  j^^ . 

LngnJl=F-2E^.2tang\x.L.      L^i^^=-l-A-(l-2*«)2i<-l±f4f=^l. 


I 
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T  A  F  E  L   14. 

/dx  II  [  t    ^^ 

tangP i a;,m*i *— =^   2/a«^P-H;F.A-[3(p-5)— (p-6)4A«]  /  langP'Hw.coH<'-  — 

_  [3  (p  _  5)  —  (p— 4)  4  *2]  (ta^P-*  J  « .  co«*  i «;£—  (/»—5)  iiaoffP-^  -I  a; .  fo.«*  i  a'  "^  |  • 
ll^x""^''^  1  +  A  rrAc(«;r+A       4F^'       ^^- 

I  /an/7  J  X .  C08^  J  a?  —  =  — ;  {  kL ; — 7  +  1  —  Za  N 

J       '^  ^    A        4/fc2  (       kco^x-^-  L  ) 

l(am,*lx.cot^a,—  =  -^^[E^  {1 —  2i.^)F—2kBgsin{km.r)  }. 

/•       .1  ^.    «^*        ,  (A  — cojar)(l  +  A)         3    ,      l+^        1      ^    fl       A^ 


T  A  F  E  L    15. 


/cl^  =  .4l|^.^  +  (-^)0+^^')/.^-<-^>«*^^ 


+  (f 


—  i)4:k^j 


dx 
co«P— *4«.A' 


/•  djT  11  2sin\x.^2,k  .  j 

/"•°t-f  =  27711  H"">-"-"'"'^->-l+i-L,^|- 

/.-;;7f:i=i^l-"->+^^'-''"!^K.-Jt)t:ai.t.H.»- 

/"— r^^  =  2  {^- £  +  to»^  i  .T.  A}. 

fco»*Jar.A 

/^^^^^lkl+^Ai^^^ir-Cl+^A^^^^J+^C^^l+^^a^  +  ^l+^A^)^.,^^ 
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TAFEL    16. 

Jmi*..a^}^=j2^j(l-4Wy)+8A^/,y)-i±^ 
«ni».<jo«8iaf —  =  -7-;^  Ui-: ^^^ +  i_Af 

f*A.l*«.*l^_^  r_l  +  *          {'x^         1     17/,  X       (»in\xdx     J\-\- t^Lr-cotxS 
I  tmix.co$iT~=~I, -— .      lmijp--= — T=F(l,y).      1 — =F  t^"A" y 

y  A     2i  *coM+A     y      'a      |/2>i  ^'^^     jm\xL  ^iiifix 


T  A  F  £  L.  17. 


jrinPx.Ad*=::  jsi«l>-^x.eoix.A^+l(p-2) +pF]  j »inP-^x.Adx-(p-S)  ( dfiP-^x.Ldx \. 

/m».Arf«  =  ~:(l-i«)Z-ltL_  +  J_i««*.A. 
/  -4«  A  +  icMiP       2        2 

J  ««>«.Arf«=  — {(1  —  iM>)i^— (1  —  2>t8)^— A«««3r.co«*.  A). 
j^»m*ar.Ad«=— {(l-i2)(l+2F)2f'-(2+3/i8.8/fc*)^+[2(l+2>t2)-3A«F«n».cm^^ 


T  A  F  E  L    18. 


jwn^-ar.co.». Ad«  =  ^j-— ^{_««f'-la,. A»  +  (p— 1)  /"««P-S^.co*». A rf«j. 

/«M*.    ,    y  2mg  r  11 

«B«p  r+A  +  ^~  ^-        /co*ar.Arf«  =  — 5^««(A«nar)  +  -rinx.h. 

jrinx.eo»x.hdx=i~a—i^Z),     jsinH.eosx.hdx=^{Bg8in(hrinx)-\-{\—2h*)k»htx.L), 
ym8iF.co»«.Aci«  =  — (1_A)»(2  +  4A  +  6A*+  3A»). 
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TAFEL    19. 

'jeotPx.Adx=-—-^^iinz.cosP-»x.A^—[{p—2)~{p—l)ili^jeoaP-^^ 

+  (p  — S){l  —  ki)  [eosP-^x.Adx^. 

f^L  =  kBg.in{hsinx)  +  p/i^l^"'"'-^^^^  +  ^.  f  A  dx  =  E. 

J  coax  cosx  J 

j  coax.Adx=-;Bg8in{ksinx)-^-sinx.A*     j  eoa^x.Adx^—^^l+i^^E-^l-lfi^F-hk^sinx.casx.A}  ► 
/cM*a?-Adip=j^{(l— A»)(l— 3A»)2F— (2— 7A«-3A^^ 

TAFEL    20. 

l9inx.cosPx.Adxz=-———^\l  —  cosP-^x .  A^  —{p—l)(l—k^)  jsinx.cosP-^x.Ldxl. 


/sinx  ,  ^ .^  i/l  —  y^  +  A  f  1  1- 
Adx^zi/Ui^L-^ — ^__r  -  +1-A.  /  sinx.Ldx=^lUk^)L 
cosx           ^             {l^\/Uk^)cosx              J         ^        2*^            A  + 


1  +  *      11 


jsinx.eosx.Adx=  77^(1  — A^). 


_  .  ifcc()*:c   2  2 
3*2 


/maf,c<?«3a?,Ada?==— ^{  — (2  — 5F)  +  5(1— Jfe»)A»  — 3^5). 


T  A  F  £  L    21. 


/1          (tangP-^x    „  r  r  i 

iangVx.Ldi»—  \ A^-[(;^-2)2-pA2]  I  tangP-^x.Adx-^ip-B)  I  tang^x.t,dx\ . 

r  rfa:  ^2«ma?  ,         ^       t  f  i/i z.«  -i- A 

y^flW^iP  l+A  /  y.  *^  (l+V/l--A2jcMar^ 

ltang^x.Adx=zF—2E+  fangx.A. 
Uang^x.hdx=:——j^\^^ 
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T  A  F  E  L    22. 

—  [2  0»  —  3)  —  pA»]  /  taHffl>-^x.ooi^x.l!,dn)^(p  —  3)  1  (anffP-^x.coi^x.l^dT  j. 

leot»x.Adx=:—  {(1  +  i^)E  —  {1  —  i»)  F  +  i^sinx.coix.  A). 

I  ianff X . cofi X . A dx z=  TTxO-  —  A'). 

j  tang'x.coi^x.Adx=—  ((1  —A»)/?'— (1  —  2*«)  f?  — /fc2«»»«.co»».  A  }. 


jtan9^x.coi^x.Ldx=V\-k*L^^  ^^^^  ^ti)t»;r  '~3^<^-^^  ^^^  "^^)  +  ^  +  ^''' 


T  A  F  E  L   23. 


j  cosx.l^dx  •=  —Bg9in{k8inx)  -j —  *ina?.  A.      \  tldx—  Ey 

l—L=kBgeiniiiinx)  +1/1=12  L  ""'^'^^1-^+^^     jT.^^  =:F-E+ianff x .  A. 
Jeosx  cosx  J  co8^x 

/dx  1        ( 

^ A  =  5^^^  |(l-*«)2F-(2-A»)^+  [(3-2A2)-(2-i2)am2*] 


stnx      I 
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TA7EL    24. 

Jm..co...A^«=3-j,(l-A»).    /«-•A'^^l-^)^Xq:i^+2-r"'-^- 

/tiux       ,  ,i To^        l/l— *»  + A  ,    ,  . 

—  A  d«  =  1/1  —  *»  i /7-^:7T=iir:;T^  +  1  -  ^- 


m»"  "^  (l  +  |/l_/fc2)co.ar 


T  A  F  E  L    25. 


faittPix.Adx  =      ^       ,  |  —  «««..««»-« i«.A*  +  8/»^  \  sinf-*\x.Adx  — 
—  [(p  -  4)  +  (p  —  2)  4 A2]  f  ««P-* \x.Adx+{p  —  h)  l  sinP-^ i ar.  A d« |. 

f— ^— </a(  =  2(l  — il*)^— 2j&— ^iSs^^w^^twnar)  — 2«><i«.A. 

/-T^  d«r=  i^  i^Ai^'^/,^)-^^!  +  2A)^(/,y)-,\(l-2*)/r(-»-»^y)  — 
J  sm\x  1  +  2 «  (  4  *  I 

1      (A  +  001  \xf 4.kcoi\x 

~2      (1 +A  —  2r)  2 /fe(l +  co«ar)  4- A'        1 +*  +  *««»» 
f  C  2    r  1 — k-\-kcOSX      .       .     .ffrl 

JLdx=.E.    j"»*^.A<i^=3^J2^^(/,y)+(l-A)i^(/,y)+^:pjp^<»'iW2*!> 

1«»*^».  A<ii»=  -  {2^—-;  Bg sin{ktinx)  —  «'»a;.  A}» 

Lrfikx.Adx  =  :^^j^^^\{l-k){l--2k)^  F{hy)-{\  +  21^)^  E{hy)^ 

Jui^lU+U^y.,(llk)kjosxJ-^±^h^^ 

•-  1  ■{■  k-\-kcosx  -• 

fwtt* i  (T.  A «^*  =  -^  {(l+4/fc2)  i'— (1— i2)f'_ 3A5^»w(ifc«»ip)— (3—  co»«)i8«« «.  /^J . 
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T  A  F  E  L    26. 

J9inP\x.eos\x.Adx=      to\ALSi  jSwff^^^ia?. A^+4/>A*  jsinP—^^x.coa^x.Adx  — 

—  ip — 3)  /«irP— *  \x  .cos  ^x  .  ^  dx\. 


/  1  1  +  i  1         1 

Itin^x.eotix.^dx^-—  (1  — li^)L ; +  -  —  -co««.  A* 

J  4*  A  +  keoMx       4        4 

l«n^x.eo»iz.Adx=Ys^^\{Z  +  Ai)il-i)Fil,z)-{3- 41^)2  Eil,z)- 

-r(H.2it)»-4(l+A)lc.,^~'^^  +  ^^^-^^  +  ^*^^V''i'^>At/2t|. 
L  1  +  k  —  icoix         J  ' 

(9iifi\x.co8\x.tidx=i-j—  }8*(1— *2)i— l±i 2+3Jfc»— 3**cMiP.A+2A»L 

y  '  24**  »  A+>tco/ia?  ' 

(nn^\x.cos\x.Ldx  =  gio^V^ifel " ('^-^^ife— 32Jfca)(l— i)^?'^/,^)— (29— 32A«)2  *£(/,«)— 
-r5-15A*+8*{l+2*)a-32(l+*)JfcW-2i?^^4^^ 
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TAFEL   27. 

/eotPix.l^da!=: , ^    ,  .„  j «t» ar . co»f— « 4 « .  A'  +  SbA*  / co«y— * ^ * .  A  rf»  — 

—  [(/»  — 4)  +  0o  — 2)4*«]  (cotl>-*i.Adx-\-(p  —  S)  jcoiP-*{x.Adx^. 

/—r--dxz=2{l-lfl)F—2E  +  2kBff»iH(ksinx)4-  ^ianp^x.A. 
eorix 

f^x''=rTrk  \^'  +  2*,2^(/,.)-2*i'(/..)  +  i^  /7(-r,/.,)j  + 
,    1  _  («i»iar+ A)*  AlttH^x 


2      (l  +  i  —  2f)2*(l  — <»»«)  + A*       1 +*  —  *<?<?»« 
fAdx  =  E.     leo»\x.Adx='^^^\  2*J&(/,s)+(l-A)/'(/,»)+ j-=^^^mi*.A|/2i}. 

/1  1 

rci^Si^r.Ad^ir:  ^5^^!^=  j(l  +  2i«;6^(/,«)-(l-*)(l -^A^S/-^/,»)  + 

r  -  2(4+5*-^  10*2)— (1+4 A)A*i  ,    ,jr;) 

+r(l+14A+4ifcg)— 4(l+*)Aco«a;—   '   ^    i4.^__;fecg,7  J««i<g-A|/2tj. 

/«)»*i'f.Arfa-=-^{(l  +  Ak»)E-{l—k^)F+  SiBffnH{invx)+{d+eo$x)k*tiHX.A}. 
j  12  «* 
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T  A  F  E  L    28. 

—  {p  —  3)  l.unix.eolP—*\x.Adx\. 
_^^,  =  *i___+X ^^^ +  1-A. 

f  1  1       I      jL  1  1 

liinix.co$\x.^dx  =  ~(l  — **)  i  - — — f- eotx.^, 

I  Ak  A  +  KCOSX  4  ^ 

|«ni«.CM»i».Ad«=i5jp7ff{(3-4**)2^(/,^)~(3  +  4*)(l  -k)F{l,y)  + 

+  [-(1  +  2ife)»  -  4(1  +  k)kco,x-^^'  \  ^'^-!^\+  ^'^^%s  i.  .  aM. 
U  1  +  A  +  kcosx  -'  ) 

ftin{x.co^\x.Adx  =  -^A5k{l-k^)L     ^  "*"  *      +  2+8;fc»— Sifeaco»*.  A— ^A"!- 
I  24**1  A  +  *co»a?  J 

L»iar.co«n*.Arf*  =  210^^7=1  |(5-24*-32*«)(l-*)/'(/,y)  +  (29-32*2^^ 
+15+[5-15A«+8iHl+2A)*-  32(l+il)i«co*;r-2A^^Y^j^?^ti^]co,i  ar.Aj/2*  j . 
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T  A  F  E  L    29. 

—  [(3;>  — 11)  — (;»  — 2)4^»]  jtanffP-^ix.Adx—{p-6)  fianffP-i^x.Adsl. 

(     ^       ,_       ,^A±ico»x       ^2(A  — co*«) 

/  y  1  +  A      ^  2«n«ar  ^  ^' 

/ton^«iar.A<^«  =  2(l~-/i2)^'_3£+2*J?j?««(*«/nar)  +  2ton^i«.A. 

ft««,3|,.Arf.  =  3*Z-lili (14.2i2)Z<-^^=?f^<iiA)  +  (l+,^i,.^_2. 

J  A+^'M;r  ^       ^  2iiK*x  ^^   ^       '  Wj* 

jtanff*ix.A  dx  =  ^-  |(11  +  8  A«)  S— (1_  ^«^S  i!'—  I21i  Bysin^isinx)  — 

-  [(1  +  2i«)  +  (1  +  i^)2co*x] -'-jr-  An 
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TAFEL    30. 

P+5'  J 

— [3(p  -  5)— (/?— 2)4i«]  I /aiiyl»-*ia?.C(>a*id?.  Afij^ 

tcotl^ix  2{ls.'-co$x\     1  A+/t<;o*d?       1 

\<H)»*{x.Ldx=-—{{X^-Ali^)E~{V—k^)F^ZkBgnn{k$inx)-\'{Z-{-cosx)]^nnx.L}. 

J  iakr 

jtffix.coH*ix.Adx  —  —-hk{l—i^)L—^ ^  +  2  +  3*»— 3*»co«ar.  A— 2  A'j. 

ftff*ix.eot*ix.Adx  =  -—-  {{l—li»)F—{l—2li^)E-~li^sinx.eo»x.A}. 
J  12  A; 

[t<,^ix.eo»*ix.£^dx=i-^\3k{l—]i^)L    Vt* 2+8*8— 3A««M».A+2A'L 

\tg*\x.eot\x.i^  dx  =  —  {(1  +  4A«)£— (1 — **)  i^—  3*  if^  «t»  (*  «»  «)— (3— co**)ii»«nar.  A  )^ 

/  2»tn*x  ok 


{A—co»x){l  +  A)    ,    J^^Q    ,    e  tj»  r  A_+^<»*f 

1  +  ifc 

1 


24  £> 


[-  (2  +  15i£«)  +  (8  — 3co»iF)3*«A  +  2A'»J. 


Digitized  by 


Google 


54  EEN  AANHANaSBL  TOT  DE  TAFELS  VAN  ONBEPAALDE  INTE6RALRN. 

TAFEL    31. 

L.»J».Ai*=157J7|^|(l  +  2*')6^('.')-(l-*)(l-2*)3  *■((,!)  + 
+[(,+.4.+4..)-4(l+.).^^^<^+^*+;°^;^;'»'^>.,  ..  A^/Oj. 


2  Ai:(/,  f)  +  (1-*)  F{1,  z)  +  i^^_^^—  'inix.Ayik 


[Adx  =  E.      [^  =  ^^\{l  +  2k)2E{l,z)-2kF{l,z)^hl-2k)IIi-rMU 
J  J  cos^x       ]  -i-  zk\  4«  I 


+  i^ 


2      {l+k  —  2r)2k{l—co$x)  +  A*        1  +  k  —  keosx 
fA^  —  2{l~.l:A^F—2E  +  2kBffnn{ksinx)  +  2tanffix.A' 

J  COi^  i  X 

[-^=l\{l-k^)iF-{l-2i^)iE  +  l2[l-^)+{l-2ki)cosx-]-^Al 

J  003*  ^X         O   {  CO»*  f  X        ] 

/•_A7^_   1    ;^j  ^  2/(:«)(l— ifc«)16i^— (2  +  31<^  —  8k^)8E  + 

sin  X       k 
+  [4(l---*2)(l  +  4A2)  +  (l+2i2)(3~4A2)2co*ar+2  w«2a?+(3— 8  A2)A^1---^ 

C08^\X       ] 
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T  A  F  E  L    32 

jco»P\x  p—\\co$P-^x       ^^       '      JeoiP-^x  ^       '      Jeo»P-*\x        \ 

/'c(Mn^-*'>'i'^-A^;r=g^Q^^-  j (5-24t-32i«)(l ~k)F{l,y)  +(29-32t*)2i£(/,y)  f  15 -H 

+r5-15Zi*+8t(l  +2fe)8-32(l+it)t»«>w-2t^^  ^^^  k-{\A-A.  A)A»-|  ^„^^^^^m 
L  \  -\-  k-^-keotx       •'  » 

(eofi\x.nnix.Ldx  =  ——hka—mL      '. 't^     +2 -{- 3A»— 3^»c<Wir.  A— 2  aM  . 
y  24«*l  A  +  ««)«ar  ' 

|mH*-««4^-A«ia'  =  j5^^7=-j(3-4^)2J5(/,y)-(3  +  4A)(l-i)J?'(?,y)  + 
+[(1  +  2*)»  -  4(1  +it).fcco.^-?-<i+^^f4  +  i^V' 4  -  A  1/2*1. 

4ifc  A  +  ifccMa:       4        4 

j,inkx.Ldx  =  ^^^\2kE{l,y)^.{l-k)F{l,y)^:^^-^^^^ 

j  cob\x  1  -|-  *  2««*ar 
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T  A  F  E  L    88. 

/dx  ^        \  TP      Ifisinx.cosxl  f         dx  A — cosx 

/,  ^    dx         1   (A  —  cMiP    .    l  ^  L  +  heosx) 
sirfix—  =  --  I: —  +  -L  — • 1. 


T  A  F  E  L    34. 


/dx                1           f«tna?.CM^~^iF  ^     f  rfar 

""'''a^=(F^A~~^ -[(/'-2)-(/>-3)2*»]p-.-  + 

/rfj?              ^        [„      i^sinx.cosx)                f         dx         sinx 
T\  —  't 7o  j^ : (•  I cosx—  =  . 

^3  l_i2(  A  )  J  LJ^  h 

/a     ^^  ^    (  r7       itI     .    ^inx.cosx 

/A     ^^         ^    (/r>       lov  »^      ,..        .«V  ^  ^r,      (1  '-'k^)i*sinx.cosXi 
«''^**^  =  ^|(2-^*)^-(l-**)2i'-^ ^^ 1- 
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HOOFDSTUKII. 

ONDBRZOEK  VAN  INTEGRALEN,   DIE  BEHALYE   GONIOMBTRISCHE  FUNCTlfiN 
NOG  DE  ELLIPTISCHB  INTEGRAAL  DER  EERSTK  SOORT,   t\  BEVATTEN. 

1.  Nu  alzoo  het  materiaal  gereed  is,  kunnen  wij  overgaan  tol  de  afleiding  van 
ons  herleidingstheorema.  Wanneer  men  zich  herinnert,  dat  men  eene  integraal 
naar  een  parameter  kan  diiferentieeren,  ook  wanneer  die  parameter  niet  indete 
int^reeren  functie,  maar  alleen  in  eene  vande  grenzen  der  integratie,  voorkomt; 
dat  is  hier 


d   r* 


—  zoo  is  klaarbl^kelijk 

J_  r  [*  dy  -1  _  d<f{x)  f'  dy  1 

6  0 

dat  is 

Wanneer  men  deze  integreert,  zoo  komt  er 

derhalve 

,ilMj.  f<f{x)dx 


/-^-=^(')— f-f 


(«) 


Dewgl  deze  integralen  hier,  evenzeer  als  al  onze  integralen,  tusschen  de  gren- 
zen  0  en  a;  moeten  genomen  worden,  is  dit  dus  ook  bij  de  ge*integreerde  functie 
qf(x)  .F  het  geval.    Bg  de  grens  o?  =  0  wordt  ook  F  gelijk  nul;  maar  nu  mag 
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q>(x)   natuurlijk    niet  oneindig   worden.    Vandaar  dat  bij  de  vooi^aande  herlei- 
dingsformulen  (zie  Hoofdstuk  I)  de  factoren  -r-r-  en onder  het  integraal- 

teeken  werden  uitgesloten,  maar  de  factor  daarentegen  is  opgenomen. 

COSP  X 

Wg  kunnen  uu  derhalve  gerustelijk  overgaan  tot  het  toepassen  van  het  theo- 
rema  (a)  en  zuUen  een  aanvang  maken  met  de  integralen  (yi)  *^*  (/34)5  ^^^ 
leveren  ons 

Lmx.cosx.Fdx  —  —  {E-^F.L^), (1) 

[  sin  X  1 

\Hn^x.cotx.Fdxz=-—[{\^1^)2E-'{2^k*—7ik*nn*x)F—k^iinx.cosx.L),..{^^ 
j  12  A* 

(sinx.cos^x.FtIx=^—{[{2-^li?)-\-Zk*sin^x.{l-\-coi^x)-\F-{l—2^^^  , . .  (i) 

+  [(3  — /t«)  — (1  — **)ton/<F]/a>i^a;.A}, (5) 

/^  .                      r,       \  ^  kcosz  4-  ix 
cosx.Fdx  =  sinx.F  +  -Z, — — , (6) 
rC                  JL    '"1"'    K 

f  1 

jsinx.Filx  = — cosx  .F -{- -  B^  sijf^ksinx), (7) 

/dx    ^                   „              3         ^  (1  +  l/l k^)cosx 
-—F=/miax.F  +  —^=zL^    Z  ' , (8) 

fcotx   „  .  1      ^        ^  A  —  cosx 

—i-Fdx^^—F+L : , (9) 

J  «2»'  X  sm  X  nnx 

fi!i!:f,,  =  J-f_     1    j^nrP""  +  A 

Jco6^x  cosx         yl — i^  cosx  ^     ' 

l   dx  1  2sinx 
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l~—Fdx= —  F+2S^2(ang\x.A, (12) 

jco^\x  cot*\x 

/cos  i  X                        eofi  X 
-rf-fda>z=--—-P-2E-2con'i'h, (13) 

Lirfiix.cosix.Fdg  =  —{{l—2lfi-\-ii^iiu*ix)F-~E  +  2kByiin{&gii>ir)},.  .  .  (14) 

jsittir.cofiix'.Fdx  =  —  [E—{l—2i-^-{-4i^co<.*ix)F-{-2lrBj$in{ksinx)} (15) 

/'^^^jp"i*=M(5-8,t«+3<rtn/ia')i^^l-2fc«)8^+^^^^[,l-4A«)+(l-2ifc«)2'-^^        ! .  -(16) 

J  COy"iX  0  (  COir  i  X  ) 

(  2 

lcosix.Fdx:=i2sinix.F+  -p^-FH,^»)^ (17) 

f  2 

jsiHix.Fdx  =  —  2eosix.F-\-p=F{l,z), (18) 

f    dx  2  «!n*  X 

l—^F=2tafu,ix.F-i-2L——--, —— , (19) 

/  cos*  ix  (1  +  A)  (cot  X  -{■  ^) 

Jix^^^^c-^^ix^-TW^"^''''-^"^^^^^^^^^ 


'^'^      r_  2        ^    ,    „  ^  2(A  -coi^x) 


(22) 


A 

, . .  (23) 


(-^F= ^—F^2L^-^ 

J  siH^  \  X  lang  \x  1  -f- 

J«»i;r.c<w«4x.f'rf*=-|.a^b.i^4-g;jj^  j  2^(/,e)--(l--2*^  |  ,..(24) 

/^V..=||.^i..^--L-^.^i+(i-2A»)z^^---V'^''1>--^^^) 

J  co«*  \x  3 1  co«^  i  a?  2  «m*  a?  j 
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-[(1— *»)  +  {l  — 2/fc»)2«>^«]— AJ, (26) 

[^^^^Fdx  =  }\{l  +4i2)4^— [(1  +8*»)-  6tanff»ix  —  Ztanff*^x\F  — 
J  co^  \x  6  ( 

-[2(1  +  2^«)  +  (1+4*»)c.,^]^^^aJ (27) 

2.  Ten  einde  op  de  algemeene  herleidingsformulen  (Ci)  tot  (Cg)  ons  theorema  toe 
te  passen,  zuUen  wg  het  liever  eerst  omkeeren 

L(:,/!f  =  ^(:,)F-JF^^dx {a,) 

Nu  kunnen  wij  toch  dit  theorema  op  elke  der  integralen  toepassen,  die  in 
elke  formule  (Cj  voorkomen,  en  vinden  dan  weder  eene  herleidingsformule  tus- 
schen  integralen  van  denzelfden  vorm  als  de  boven  beschouwde. 

Langs  dien  weg  vindt  men  naar  (Ci) 

[  f  l  ( 

(p  -  l)lfi^.sinPx.F—p  I  aiftP-^^it.cosit.Fdxl^cosiP  sinP-^x.t^  +(j»— 2)(l+*^)|#?'ttP-24.^F— 

—(p—2)\sinV—^x.rosx.Fdx\ — (})—Z)\sinP—^x.F — (p—^)\sittP-^x.oosx.Fdx{. 

Wanneer  men  eerst  p  vervangt  door  p  +  1,  dan  vindt  men  na  herleiding 
isinPx.cosx,Fdx  =  — —  \(p—yf{\  +  J^)  jsinP-^x.cosx.Fdx  — 

— Od— 2)0»— 3)  lsinP'-^x.cosx.Fdx—[cos^x+{\-'pcos^x)A^l^inP-^x.F-'sinP-^x.cosx.A  | .  .(I) 

Voor  p  even  zijn  de  eindintegralen  voor  ^  =  2  de  integralen  (6)  en  (9) ;  welke 
laatste  echter  verdwijnt,  wegens  den  factor  (p — 2).  Voor  p  oneven  zijn  de  eind- 
integralen  voor  p  =  5  de  integralen  (3)  en  (1). 

De  formule  (Cg)  levert  evenzoo 

{p—l)k^ .'  COSPX.F+P  fcosP  -^x.siux.  Fdx  l  =  sinx.co8P—^x.A—{p—2){  l  —2  Ifi)  \cosP-^x.F+ 
+(/)— 2)  jcosP-^x.nnx.Fdx)  +{p—S){l—i^) \cosP-^x.F+lp — 4)  j  cosP-^x.sinx.Fdx  • 
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Om  den  verlangden  vorm  te  verkrijgen  moet  men  ook  hier  p  +  1  stellen  voor 
Pj  en  verder  herleiden;  dan  komt  er 

/smx.cosPx.Fdx=  — —     — («  —  1)^(1  —  2*2)  Ismx.cosP-^T.Fdx  + 

+{;^2)r/>-3)(l->t«)  J8inx.cosP'h.Fdx'^[cos^X'{2-p8m^x)l^^]co!a>'^x.F'^.>h^  cosP^x.ld . .  (II) 

Voor  evene  p  zal  men  als  eindintegralen  hebben  de  integralen  (7)  en  (10), 
hoewel  deze  laatste  voor  p  =  2mt  de  herleidingsformule verdwijnt.  Voor onevene 
p  zal  men  voor  jo  =  5  de  integralen  (4)  en  (1)  als  eindintegralen  vinden. 

Nog  geeft  ons  de  herleidingsformule  (C3) 

fnngPx.F-^p  \~^, —  Fdx\  =— A— (;t?~2)(2  -*»)  fa«/7P-8iF.F— 

j      COS^X  )  SlvX.COi^X  \ 

Ook  hier  moet  men  p  door  p  +  \  vervangen ;  eene  verdere  herleiding  geeft  dan 


Hier  worden  voor  p  even  de  eindintegralen  voor  p  =  2  gegeven  door  de  in- 
t^alen  (8)  en  (11),  waarbij  echter  wederom  de  laatste  wegens  denfactor  (p--2) 
uit  de  herleidingsformule  (III)  wegvalt.  Voor  p  oneven  vindt  men  voor  p  =  b 
als  eindintegralen  de  integralen  (5)  en  (2). 

3.  Verder  kan  men  de  formule  (C4)  evenzoo  behandelen. 

{p-'2)4k^\sinP\x.F—-p  LinP-^ix.cos^x.Fdx]  = —sinx.si^fP-^  ix.  A  + 

+{p—S)8i^  j sinP-Hx.P~{p-^ 2)  fsinP-^x.cos\x.Fdx  j -(p-4)(l  +U^){sinP-^i  x.F— 
— -(/?~4)  \sinP-^ixxos\x.Fdx  |  +  /?— 5)  sit^P-^x.F—^p—G)  j  sinP-T ix.co4x.Fdx 
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dat  is  na  behoorlijke  herleiding,  en  wanneer  men  eerst  voor  deregelmaatp  +  1 
in  de  plaats  van  'p  heeft  gesteld, 

\nnp\x.co^\x,Fdx—  \\lJ\  (/' —  ^)  (P  — 2)  8*^  j  sinP-^\x.cosix  .Fdx  — 

—  {p—Sf  (1  +U^)  jsinP-^  ix.cos^x.  Fdx+  (p— 4)  (;j— 5)  jsiriP-^  ix.cosix.  Fdx+ 
+  [2cosx—  {{p—h)  +  {p—l)co9x\A^]iinP-^\x.F+2sinx.sinP-^ix.Ll.  ..(IV) 

Hier  zijn  voor  evene  />,  als  men  p  =  4  stelt,  de  integralen  (23),  (17)  en  (20) 
en  eindintegralen ;  waarbij  is  optemerken,  datdelaatste  wegensdenfactor^p — 4) 
in  de  herleidingsformule  (IV)  niet  voorkomt.  Als  p  oneven  is,  stelle  men  om 
de   eindintegralen   te    vinden  ^  =  5,    dan    verdwijnt  uit  de  herleidingsformule, 

/COS  k  3/ 
.   ,    Fdx\ 

terwijl  er  nog  overblijven  als  eindintegralen  de  gevonden  integraien  (14)  en  (7). 
De  herleidingsformule  (Cs)  leert  evenzoo 

{p  —  2)AiJi^\cosPix.F+^p  I  cosP—^ix.sinix.Fdxl  =  sinx.cosP—^{x.A  + 
+  (p  —  3)8*3     eosP-^ix.F+  -  {p  —  2)  j eosP~^\x.sin\x.Fdx  j  — 

—  (p  — 4)  (1  +  4*2)  \cosP-^\x.F+^{p^4c)  (cosP-^\x.sin\x.Fdx\  + 
+  (p—  5)  }^cosV-^\x.F+  ^(/^  —  6)  jcosP-^^ix.sinix.Fdx  |. 

Wanneer  men  hierin  vooreerst  p  door  p  +  l  vervangt,  en  daama  behoorlijk 
herleidt,  verkrijgt  men  de  gezochte  herleidingsformule, 

j sin^x.coO^ix.Fdx  =  — — — — i  |  {p  —  l){p  —  2)8k^  fsinix.cosP-^^x.Fdx  — 
J  {p*— 1)4*»  I  J 

—  fp—  3)»  (1  +4*2)  /  sin  ^x.cosP-^J^x.  Fdx+{p—4:){p—b)  Lin  i  x . cof^^  i  x .  Fdx  + 
+  [2cosx  +  {  (p— 5)  —  [p^l)cosx}  l^^l  cosP^lx.  F+2nnx.co9P-^ix.A  |.  . .  (V) 
Zoolang  p  even  is,  vindt   men  hier  voor  p  =  4  als  eindintegralen  de  integra- 
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len  (24),  (18)  en  (21),  waarvan  de  laatste  bij  het  gebruik  der  herleidingsver- 
gelgking  onnoodig  is,  omdat  de  factor  {p  —  4)  haar  doet  verdwgnenj;  wordt  p 
oneven,    dan  komen  er  voor  ^  =  5  de  integralen  (15)  en  (7)  als  eindintegralen, 

fStfl  7T  2J 

terwijl  de    hier    vreemde,    onbekende  integraal    l  — —  Fdx^  wegens  den  factor 

/  COS  ^  X 

{p  —  5)  niet  in  rekening  komt. 

Door  middel  van  de  herleidingsformule  (Ce)  komt  er 

I  2     y     coH^^x  1         i(\n\x.cot^\x 

-[(3/^-7)-(?;-2)4A2]  [  tangVnx.F -\  (p  -  2)  f^^^^^^^^Fdx  j  - 

-[(3p-ll)-(p-4)4A«]j/«,;^i>-n^.i^-^(/>-4)/^-^^  - 

-  (p  -  5)  I  ian!,P-H^.F~l(p-6)  1 ''"'^''~' ^"  FdJ. 

\  2  J     cos^  4  X  \ 

Deze  geeft  nu,   na  vervanging  van  p  door  p  +  I ,  en  verdere  herleiding, 

[tangP  \x  ^  1  l  ^  [  tanoP-^  h  x 

-  [(3y-8)  -  if-%m  0.-8)f  ^2=^W-b.-4Xf-6)/i2^Vrf.- 

f  CO^      2  *^  /         ^  ^^      2  "^ 

-  ^e^*ip-(p  — 2-cc^*^)A^] — \,      ^-'-r^~h-^\ (^ 

C(?&Oiir  sm\x.cos^\x     J 

Voor  p  even,  worden  de  integralen  (25),  (19)  en  (22)  de  eindintegralen  voor2)=4, 
waarbij  echter  de  laatste  integraal  wegvalt,  omdat  de  factor  {p  —  4)  haar  doet  ver- 
dwijnen.  Daarentegen  vindt  men  voor  p  onevenals  eindintegralen,  voor^?  =  5,  de 

/dx 
--. —  jP,    wegens 
SZTl  X 

den  factor  {p  —  5)  niet  in  aanmerking  komt, 

4.  Vervolgens  verkrijgt  men  door  de  herleidingsformule  (C7) 

'  [cosPx  j  cosP-^^x         j       cos^' -^x         ^       ^^  ^  j cosP-^x 

+  (P  — 2)  [-^^Fdxl  +(^_3)/fcO-4^^+(p-4)  l-^T^Fdx\. 
J  cosP-^  X  )  f  cosP-^x         ^        '  J  cosP-^x  } 
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Yervangt  men  hierin  p  door  p — 1,  en  herleidt  men,  zoo  komt  er 

Jeo$Pw  0B-l)(;p-2Xl-i»)|  'Jcotr-**        ^^*^     '^       '^  J  eoiP-*x 

-[ca.«*-{2  +  (;,-4)m».}A»]^^-^^AJ (Vn) 

Indien  wij  eerst  p  even  onderstellen,  worden  voor  ^  =  4  de  eindintegralen 
onze  integralen  (7)  en  (10) ;  deze  eerste  echter  komt  in  de  formule  (VII)  niet 
voor,  omdat  de  factor  (j> — 4)  de  integraal  doet  verdwijnen.  Neemt  men  daarente- 
gen  p  oneven,  zoo  komen  er  als  eindintegralen  voorp  =  7  de  integralen  (26)  en  (2). 

Eindelijk  geeft  de  herleidingsformule  (Cs) 

(1.  j_l_  jp  ^  1     fj!llfL.jpjA  ^  JtLfL,^  .  (p_2) (1  +  4>l»)  I  -\—F+ 

+i(p_2)  [•^^Fdsi  -(p-S)8kA—^  F+hp-^)  f-^^Fdsl  + 
^2^^       ^]eo9P-^x       \     ^^       ^       \co8P-^\x   ^2^^       J  coaP-^ix        j 

+  {p-4)ik^\ ^—F+hp-e)  f   ^'''['l    Fdx\. 

^  '  \C09P-^\X       ^2^^  'JC09P-^\X  \ 

Ook  in  deze  moet  men  p — 1  voor  p  in  de  plaats  stellen  en  vervolgens  de 
noodige  herleidingen  doen  plaats  hebben,  om  ten  slotte  te  verkrijgen 

[!^F,,^  JL ^|(,_3)«(n.4^)f-i^Fi,- 

JcosPix  (p_l)(^_2)p  '    ^     ^        'Jco>P-^ix 

1                     2  sin  X        1 
+  [2....-{(,-l)-(,-5)....}A«]^^;^^i^-— ^AJ (Vm) 

Neemt  men  eerst  p  even  aan,  dan  worden  de  eindint^ralen  voor  ^  =  4  de 
integralen  (24),  (18)  en  (21).  Neemt  men  daarentegen  p  oneven,  dan  komen  er 
als   eindintegralen   voor  j>  =  7  de  int^ralen  (27)  en  (12),  terwijl  daarbij  we- 

/03M  X  >|* 
— —Fdx  toch  van  zelve 
COS  5  X 

verdwgnt. 

5.  Uit  deze  acht  algemeene  herleidingsformulen,  kan  men  door  eenvoudige 
herleiding,  nog  een  nieuw,  oogenschijnlijk  eenvoudiger,  stel  afleiden. 
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Ten  aanzien  van  de  vergelijking  (I),  neme  men  den  niet  herleiden  vorm,  zoo 
als  men  dien  uit  de  herleidingsformule  (Ci)  dadelijk  vond,  en  stelle  daarin 
overal  de  goniometrische  herleiding 

sin^x.  C08X  —  cos^x  = (1  —  sin^x)  =  uxn^x  —  «n^+^a?) ; 

C08X  C08X  €08  X 

zoo  komt  er 

l  f  ^      ) 

(p — 1)^2  JsinPx.F — p  /  («inP-io?  —  sinP+^x) dx  \  znz  cos  x .  sinP—^  x .  A  + 

r  /  c^^^       \ 

+  (p_2)(l  +k^)  \8inP-^x.F—{p  —  2)  f {sinP-^ x  —  sinP-^ x) —  dx      — 
(  J  cosx       ] 

_  (p  _  3)  I  sinP-^  x.F—{p  —  ^)\  {sinP-^  —  sinP-^  x) dxL 

Daar  hier  de  hoogste  macht  van  sinus  onder  het  integraalteeken  sinP+^x  is, 
moet  men  p  door  p  —  1  vervangen,  en  dan  die  integraal  oplossen. 

[sinPx.F—  =' -^ — J  [0;-3)2  +  (2p2_  9p  +  ll)A21  [sinP-^x.F—  — 

J  C08X        (p  — l)(p— 2)A^|^        /      r  V    r  rr      j     aj  ^^^^ 

/dx                              f                     dx 
ainP-^x.F J^[p—4){p—h)\8inP-^x.F + 
C08  X                                       t                              C08  X 

+  lco8^x+  [1  ~{p  —  2)cos^x}  A^^sinP-^x.F  +  8inP-^x.co8x.£!,  |   .  .  .  .  (IX) 

Geen  der  integralen  (1)  tot  (27)  kan  hier  als  eindintegralen  dienen;  daarover 

zal   straks  afzonderlijk  worden  gehandeld. 

Op    dezelfde   wijze    kan    men  den  niet  herleiden  vorm  van  de  herleidingsfor- 

cos^x  1 

mule  (II)  behandelen,  aanmerkende  dat  8in  x .  cos^  x  =  -: —  sin^  x  =  -: —  {co^  x—cos^-^^  x). 


stn  X  8zn  X 


\  f  J^         I  . 

(p —  1)*^  I  cosPx.F+  p  j  {cosP—^x  —  cosP-^^x)  - — dx\   =  sinx.co^^^^x.A  — 

I  J  ««^       I 

—  (p  —  2)  (1  —  2^2)     cosP-^x.  F  +  {p  —  2)[{cosP-^x  —  co8P-^x)-T-  dx\  + 
(  I  stnx      ) 

+  (P  —  3) (1  —  A^)    coiP-^ X . F+  {p—  4) /  {coiP-^ X  —  cosP-^ x) -r-  dx\. 
I  /  stnx       t 

B9 

NATUUEK.    VISRH,    DER    KOKINKL.    AKADEMIB.    DEEL   XXII. 
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Ook  hier  moet  men  p  —  1  voor  p  in  de  plaats  stellen ;  dan  geeft  eene  verdere 
herleiding 

_  [(2p2_  15p  +  29)  —  (3p»  —  21p  +  S8)Ji^]  ico.^P-^x.F-     — 

J  8171 X 

^p-^^^p-S^tl-i^jLi/^-er./^-T^-^coa^^r- {^-{p-^^sirfix]  h^^GO&P-^x.F-sinx.cosP-^x.A  | . .  (X) 

•^  elHX  1 

Nog   kan    men    den   niet    herleiden  vorm  van  de  herleidingsformule  (III)  op 
dergelijke  wijze  behandelen,  dewijl  hier 

tang^x 

— —  =  iang^x  .  (1  +  iang^x)  =  iang^x  +  fwrg^^-x 

is;  dit  levert  hier 

(p^- 1)  (1  —  k^)  i  tangPx.F-^p  f  (iangP-^^x  +  iangP-^^ x)  Fdx  |=  — ^  A  — 

(  J  J        sinx.cosx 

—  (p  —  2)  (2  —  k^)  j  iangP-^x.  F  —  {p  ^  2)  HiangP-^x  +  taugp-^x)  Fdx\  -^ 

—  (/^  —  3)  j  iangP-^x .F—{p  —  i)   UfafjgP-^x  +  iangP-^ x)Fdx\. 

Wanneer  men  hier  p  door  p — 1  vervangt,  en  verder  hcrleidt,  zoo  verkrijgt  men 
jt.ngPx.FdxT:^^^-^^^ 

—  [(3p»— 21j!;+38)— (p— 3)2/;2]  itmgv-^x .Fdx—ijp—i)  {p—h)iiangP-^x.Fdx  — 

„  ^co.^,^{p_2^cos^x)t,^]'^^-F-'^^^      \ (XI) 

Zoo  als  wij  reeds  boven  zagen,  treden  hier  als  eindintegralen  enkele  nieuwe 
onbekende  integralen  op,  waarbij  ook  de  reeds  vroeger  vermelde  voorkomen. 
"Wauneer  wij  deze  hier  opnemen,  en  door  grieksche  letters  aanduiden, 
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/  F=ay      l-T-F^ft,      I Fdx  —  v,      I—  Fdx  =  d, 

J  C09X  J  8inx  J  coax  J  nnx 

dus   f-r-- —  F  =  y  +  ^,      1  Fdx  =  e  , (a) 

J  itnx,co8X  J 

dan  kunnen  wij  alle  eindintegralen  uitdrukken. 

Bij  de  herleidingsformule  (IX)  worden  zij  voor  evene  j9,  dus  voor  j?  =  6, 

l—F=a (28) 

/   C08X 

Fdx  =  (i—  I  cosx  .Fdx  z=  a  —  8inx  .F  —  rL— ~ —  , (29) 

C08X  J  k         1  +  k       '  ^     ^ 

naar  de  integraal  (6) ; 

I  Fdx=a —  I  cosx.Fdx —  1  ain^x.cosx ,Fdx. 

J  cosx  J  J 

Deze  laatste    kan  voor  p  =  2  uit  de  herleidingsformule  (I)  worden  gevonden. 

/8%n^X.C08X.Fdx=—.  |(1  +*»)  \C0SX.  FdX'^[cO^X'\'(\-^^C08^x)t?''\——C08X.h.'{'  1 !, 
o  A*  I  J  stnx  ) 

dus  naar  de  integraal  (6) 

1    C  1  keosx  -t-  A  ) 

=  — g    2k!i,iiflx.F+  -^(1+^)1'  -T+k"^"''^  +  1  }  ;  .  .  .  .  (30) 

derhalve 

f— ii'rfar=«-~J(3+««»«)2/fe«8m«.Jf'+7(l  +  7/fe«)L^^?^^i^— co»«.A+l|   .  .(31) 
J  eotx  Oa:*|  k  1  +  «  ) 

Daarentegen  voor  onevene  p,  voor  j)  =  5, 
{  .  ^''-       F^r  +-3-,  .• .• .  .-.. (32) 


8?n  x.coax 


/ainx 
— 'Fdx  =ii  /•,..-,-.;...  : i  i  i  .  .  /  .  / (83> 


coax 


« 
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/sirfix^,           [sinx^^  [  1     , 
Fdx:=:  I Fdx—  I  9ittx.c0ax.Fdx  =  y  —  zrni{E-  F.A^  ,  .  .  .    (34) 
CO8X                J  C08X                j                                           2*2  ^  ^ 

naar  de  integraal  (1). 

Op  dergelijke  wijze  vindt  men  als  eindintegralen  bg  de  herleidingsformule  (X), 
eerst  voor  evene  jp,  als  raen  p  =  6  stelt, 

\—F=fi (35) 

/eos^  X  ^  ,          ^         [                          ^                           1 
-; — Filx  =  ft—  \  8inx.Fdx=  ft  +  CO8X.F  —  -  Bg9%n{ksinx)  , (36) 

bij   gebruik  van  de  integraal  (7) ; 

/C08^X  [  [ 

—, —  Fdx  =  S —  I  sinx.Fdx  —  1  sinx.coa^x .Fdx. 
8inx  J  J 

Wanneer  men  eerst  de  laatste  integraal  voor  p  =  2  uit  de  herleidingsformule 
(II)  zoekt,  komt  er 

/8inx.cos^x.Fdx  =  — -' — (1 — 2Js^)  l8inx.Fdx4'  [cos^x — ^cos^^x.^^] 4-ma?.Al  j 
oA*|                    J                                                          C08X  ] 

dus,  bij  gebruik  van  de  integraal  (7), 

=  —  j  —  ^k^cofix.F—'-  (1  —2k^)Bff8in{k8inx)  +  ainx.A)  ; (37) 

waardoor  de  vorige  wordt 

/COS^  X  1  1 

—  Fdx  =  fi+—   {{i+co8^x)2k^co8x.F+^l—8k^)Bg8in{k8inx)—sinx.hY  .  (38) 

Neemt  men  echter  p  oneven,  dan  worden  voor  p  =  5  de  eindintegralen 

/dx 
F=r  +  S. (32) 
ain  x.coax 

/co»x 
-r-Fdx  =  3  , , (39) 
atnx 
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[cotrx  fcoBx  [  1 

/  - — Fdx==  I  -r-Fdx—  I  sinx.cosx.Fdx  =  8—  —  {E  —  F.A^),  .  .  . 
J  smx  J  9inx  J  2P  *  ' 


(40) 


naar  de  integraal  (1). 

Ten   slotte   kan    men  voor  de  eindintegralen  der  herleidingsformule  (XI),  in- 
dien  men  vooreerst  p  even  stelt,  voor  jp  =  6  de  volgende  formulen  vinden. 

JFdx  =  «  , (41) 

volgens  de  integraal  (8j ; 

Uit  de  herleidingsformule  (III)  zelve  kan  men  deze  laatste  integraal  afleiden, 
als  men  jp  =  2  stelt. 

j   cos^x  j  eos^x  6  (1  —  i»)  )        ^  ^  J  cos^x 

—  [  coB^x  ~  (2  —  coil^x)  t}  ] ^—T-P—  — 7-  A  +  1  I  = 

ainx.cos^x  co^x  \ 


6(1 


11  2  —  **     (l+l/l— ;i!2)co«ar  1  \ 


waarbij   van   de  vroeger  geworden  integraal  (8)  gebruik  gemaakt  is.     Derhalve 
volgt  nu  hier 

jtang*!!.  Pdx  =  e  —  -     (3  —  tanff^x)  2  (1  —  it»)  iauffx.  F  + 

S-li^       (l+|/r=T8)co»:g    ,       1  ) 

+  7T^^    i/i->^^  +  A    +cl^^-M ^**^ 

Neemt  men  daarentegen  p  oneven,  zoo  worden   de  eindintegralen  voor  jp  =  5 
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1  cotac.Fdx  —  8  f (45) 

I  tangx.Fdx  =  /  , (46) 

/tatig^ X . Fdx  =  / (aec^ x — 1)  iang x.  Fdxzzz  1   — —  Fdx  —  /  tangx .  Fdx  = 
J  jcMSa?  J 

=  -y  +  ^j^^:^AE+{l-k^^  ^*^^ 

naar  (2). 

Uit  de  hier  gebruikte  integralen  (30),  (37),  (43)  kan  men  nog  gereedelijk  de 
volgende  afleiden  met  behulp  der  integralen  (6),  (7),  (8), 

I  cos^x,Fdx=  I  coBx.Fdx —  1  8in^x.cosx.Fdx  =  —  j  (3  —  siTfix)2i^8inx.F  — 
-i(l-5F)L^^^^  +  c<„;r.A-ll, (48) 

laivfix.Fdx  —  jsinx.Fdx —  /«««.cos**.  F</«  »=—  |  — {3  —  eoi^ii>)2k*eo»x.F  + 
+  -(1  +  4i^)Bffnn{k»mx)  —  sinx.A  |, (49) 

4_5^,(l+l/CT)c...       4,,^.l (50) 

T^l/1_A2  y/f-j^+A  CO^^X^^        j  ^       ^ 

5.     Keeren  wij  terug  tot  de  herleidingsformulen,  en  wel  tot  (IV)  in  den  nog 
niet  herleiden  vorm,  en  stelt  men  daarin 

.;,  1  sin^ix.cos^ix       _1       .,.        ,,        -21    X        sinljx—  yiVH-8^a? 

stn^ix.cosix  = ; — ~ sm^ ^ x  .  {l—ain^ i  x)  mm y 

'  ^  cosix  cwia?  co8\x 

zoo  komt»er 
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(p— 2)4i*  \nnPix.F—'p  1  {.sinP-'^ i w—nfiP'^^  ^ x) — —dx\  =  —  8iniv.miP''^x.A+ 
{  ^    J  cos-^x      J 

!1  f  F  l 

8inP-^ix.F^-{p  —  2)    UsinP-^^x—HnP-^lx) — ~dx\  —. 
2  I  C08  \x        j 

—  (p— 4) (1+4*2)  I  sinP^itx.F—'  {p—^)  f  {sinP-^  i x  —  ainP-^ k  x)  --^^4  + 

(  2  J  *      cosix     ) 

+  (r  — 5)  \sinP-^ix.F  —  -{p —  6)  1  {sinP-T i x  —  sinP-^ x) dx\  ; 

[  2  J  cos^x      ) 

en  deze  levert,  nadat  men  eerst  p  door  jp  —  1  heeft  vervangen, 

f  dx  1  £  /  dx 

InnPias.F = —777     (jj  —  3)^12i^  I  si>iP~s i x .  F  —  — 

J         '         eot^x       {p  —  l)(p  —  S)iki(^         f  J  «         5^^^ 

/dx 
sittP-*ix.F 5—4- 

.    (  .  dx  f  Jx 

+  [(2p»~23p  +  67)+(p-  5)H^^]lsinP-^x.F-——{p---6){p^7)lsmP-^^x.F—  — 

J  cos^x  J  cos^x 

—  l2cosx—  {{p—7)+{p—S)co8x}  A^^sinP-Tlx.F—^ainx.sinP-T^x.h  \  .  •  (XII) 

Evenzoo  kan  men  in  de  niet  herleide  formule  (V)  de  volgende  goniometrische 
vervorming 

sin  i  X .  co9^ \x  =  —— —  (1  —  cos^  \  x)  cos^ kx  =,  — {cos^ \x  —  cos^-^^  \  x) 

sxni^x  ain  ^  x 

invoeren  en  verkrijgt  alzoo 

!1       /"                                             V 
coifP  2^'F  +  -p  l  {cosP—'^  i  X — cosP-^^  i  x)  -, dx  \  =  sin  x .  coa/'-®^  ar .  A  + 
2      /                                         sm^x     ) 

1  i"  F 

^(p  — 3)8>t2  ^coa^-^\x.F+  i{p  —  2)  j{coi^P''^ix  —  co8P'-'^ix)-, dx\  — 

—  (p  — 4)  (1 +  4*2)  \coa>-^\x.F+-{:p  —  ^)  [{cQ%P-^\x  —  co^P-^\x)-^dx  + 

'  2  /  Bin\x 

\  C  F 

+  (p  — 5)  j  coi^-^\x.F  +  -(p_6)   /  {cofiP-^^^x—  co«P-"H^)  ax\. 

\  2  J  dn\x      ^ 

In  deze  formule  verandere  men  eerstjp  in^— 1,  dan  geeft  eene  verdere  herleiding 
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[co3Pi:,.F-^=. ,./     -■■■3  I  (p -3)«  12*2   L^-2i:,,rJ±.  _ 

J  nn^x       (p — 1)  (p  —  3)4**  t  J  nnix 

—  [(p_5)2— (3/)«— 24p  +  49)4A«]  ( cotP-* i x . F -^  + 

J  nnix 

/dx  C  dx 

coiP-^ix.F— (p—0){p—7)lcoiP-^w.F-rT-+ 
stnix  J  ««4« 

+  12C08X—  {(p-7)— (p— 3)cMar}  A^  cosP-T i x .  P—2 ain x . coO^-T  ^ x .  A  j  . .  (Xm) 

Eindelijk  kan  men  ook  de   herleidingsformule   (VI)  veranderen;  daartoe  stelle 
men  in  den  niet  herleiden  vorm 

— ~T—  =  tangi  i  «  .  (1  +  tang^  i  x)  =  tanff^  j  o?  +  tan^-^^  i  ar, 
waardoor  er  komt 
(^-1)  \tan^Pix.F-lp  [{langP-^  ix  +  IffP-^^x)  Fdx\  =    ^ ^^"^^"^^ ^    ^  _ 

_[(3jD— 7)~(^— 2)4^2]  ha«^/>-2iP.i^— (p— 2)  [{ianffP-^  ix  +  tangP-^ix)Fdx\  — 

— [(3p— 1 1)  —  (p—4) 4  A^]  I ^<^-4i;i,.iP_  (p_4) [{langP-^  |  a?  +  /an^/>-»  ^  x)Fdx j  — 

—  (P  —  5)  I  ^aw^/'-^  i  ar .  i' —  -  (;»  —  6)  [{tan^P-^  i  a?  +  ^aw^-»  i  x)  Fdx  \ . 

Om    hieruit   tot    eene    herleidingsformule  te  geraken,  moet  men  eerst  p  door 
p — 1  vervangen;  dan  geeft  de  verdere  herleiding 

/tangPix.Fdx=  — \—[}2p^—np  +  16)—  (p— 3)2  2/^2] 2  [tangP-^x.Fdx— 
(p—l){p — 2)^  J 

_-[(3;^2  — 24ji>  +  50)  — (/>2  — 8;;+  17)4yi»]2  [tangP-^ix.Fdx-^- 

—  [(2/)2_21p+56)— (p— 5/  2  /i'»]^  [tangP-^ix. Pdx—[p—&){p—l)  [iangP-^x.Fdx+ 

+  [-eosx  +  ip-4-^cosx)Ln2'^^^^  aI (XIV) 

cob^  ^x  8in  ix.  cos^  i  X      } 
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Ook  hier  treden  nieuwe  integralen  als  eindintegralen  op.  Neem  daartoe 

eosix                 J  9tn\x                 J  cosix                              J  stnix 
I  .   /'     .    F=  2/J 0?) 

dan  kan  men,  met  de  herleidingsformule  (XII)  beginnende,  en  daarin  vooreerst 
p  even  nemende,  p=:  8  stellen,  zoodat  er  als  eindintegralen  voorkomen 

/dx 
^j^'' ? (") 

met  behulp  van  de  integraal  (17); 

fsin^ix^,  fsin^ix^^  f     ^  1 

/  — —Fdx  =  / —Fdx—  Istn^ix.cos^x.Fdx  =  C  —  ^(7—co8x)8inix.F  ^ 

J  cob\x  J   008\x  J  ^  '         « 

-3wh^<'-'-<'— '^<'-^>n-?^H  ■ <"> 

wanneer  men  daarbij  de  integraal  (23)  gebruikt;  vervolgens 

/sih^  4  a-  „  ,           f  sin^  \x  C 
;  —  Fdx  =  / ~- Fdx  —  I  8in^ ^x.cosix. Fdx. 
C08\X                       J    C08\X                       J 

Deze  laatste  integraal  nu  kan  men  door  middel  van  de  herleidingsformule  (IV) 
voor  j9  =  4  rechtstreeks  afleiden 

\sifA\x.co8\x.Fdx-=—\iSk^  \8in^\x.co8\x.Fdx—{l  +  4k^)  fcosix.Fdx  +- 

+  12C08X  —  (  -  1  +  Scosx)  A^l  -^  +  ^l^^  -  4  j  , 

sin  \x       8in\x  ) 

dat  is  door  gebruik  te  maken  van  de  integralen  (23)  en  (17), 

C08  \  X  \ 

-  ^^*rZTZTir.^  +  2<''«i^-A-2     ; (54) 


1  +  *  +  kcosx 

BIO 

J«ATrUKX«   VERH.    DBB   KONINKL.    AKADEMIB.    DBEL   XXII. 
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en  hiermede  wordt  dan 

1  COM  ^  X  \ 

+^pUE{l, y)-(l  +  18A-92  k^)F\f,t,)]—36k^  +k+keo,x^'^^'^'^''-^~^  ' '  ^^^^ 

Bij   onevene  p  daarentegen   kan   men  p  =  l    stellen,   en   yerkrijgt   dan  de 
eindintegralen 

r.  /^         F=2?  , (56) 

rJ^jrj^^^-S (57) 

J  cos  ^X 

iV^^Alpds,—  i'l!L^Fdx-^  fsin  i  x.casix,FJx=B—d+-  cosx.F——Bgsin{ksinx)  ,  .  (58) 
J  cob\x  J  cos^x  J  2  2c 

na  toepassing  van  de  integraal  (7); 

C^^Fdx^  {'^^Fdx-  fsin^x.cosix.Fdx=?^8- 
J  cos^x  J  cos\x  J 

—  —  {  [1  —  (1  +  6cosx  —  co8^  x)  k^]  F—E+  &kBgsin  (ksin  x)]  , (59) 

o  k 

Tolgens  de  integraal  (14). 

Evenzoo   bij    de   herleidingsforraule  (XIV)    neme    men    vooreerst  ^)  =  8,  om 
de  cindintegralen  voor  evene  p  te  vinden;  deze  zijn 


/^i^=V (60) 

2 


/ 

Ccos^]tx  C    dx  f  2 

['±-11  Fflx=  I F—  lsinix.Fdx  =  v  +  2cosix.F—  -7=^F{1,2),  .  (61) 

/  sm  \x  I  sirt  ^x  J  v2k 

na    invoering  der  integraal  (18);  en  evenzoo  door  middel  van  de  integraal  (24) 

/cos^)iX  fcos^ix  f  1 

.    ^    Ff/x  =   I  Fdx  —  / (0.^2  i  X .  sin  i  x . FJx  =  v  +  -  (7+cosx)  co^^x.F  — 

sm^x  J  sin^x  J  3 


j^,|.^,..-a-s,.,,.,  +  i=];j^.|, 


(62) 
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/  T^Fdx=  I    ,    ^    Fdx—  \coB^\x.8in\x.Fdx. 
J  Binix  J  B%n\x  J 

Vooreerst    berekene    men  deze  laatste  integraal  uit  de  herleidingsformule  (V) 
voor  p  =  4i 

A«Mi;i?.co«4ia?.Frfa?== -—    48*«^  Isin^x.Fdx  + 

+  [2cMa;  +  (-l  — 3cMa?)A»]  -^  +^^A  !, 

COB  \X  COB\x  \ 

of  wanneer  men  hierin  de  waarde  der  integralen  (24)  en  (18)  overbrengt, 
^     '  —  12  k^coB^k^^f  +  ^  [  16ifc^(/,«)  —  (1  +  8A  —  \21fi)  F{l,z)  ]  — 


-(1  +  l8k  —  92lfi)F{l,z)]  —  mi  ,    .  7"*.^! A—28inix.A 

1  +   ft  +  kcOBX 


~30A2  I  *    •       '^l/2Ar 

-  ^^'^T-rr^ L  +  2Binix.A\ (63) 

1  +  «  —  kcoBX  I 

Men  kan  dus  thans  de  waarde  der  vorige  bepalen 

/A/)o6  JL  ^  1       i  1 

^-^Fdx  =  ii+  —-U7S+l6eosx  +  3eos^x)i^cos^x.F—p=[S6kE{l,z)  — 

(64) 

Vervolgens  neme  menjP  =  7  voor  de  eindintegralen,  inhetgeval  vanponeven, 

/.   /^  F  =  2?  , (56) 

J  Btn  ix.coB  ^x 

C^Fcixr-^+i, (65) 

J  Btnix 

/coB  itx  fcositx  C  11 

'r-—Pdx=\-r^Pdx—\Binlx.coB\x.Fdx=^+S  +  -cosx,P——Bg8i^^^^  .  .  .  (66) 

Bin^x  J  Bin\x  J  2  2k 

met   gebruik  van  de  integraal  (7).   Deze  en  de  integraal  (15)  invoerende,  heeft 
men  verder 
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-^-—-Fdx—  l-T-r'  ^dx—  lcofiix.8inix.Pdx=zB+  8  + 
sm^x  ]  8tn\x  J  4     11 

1 

+  —  {[1  — (1  —6cosx^co6^x)k^]F^E—6kBg8in{i8inx)}, (67) 

naar  de  integraal  (15), 

Bij    de   herleidingsformule  (XIV)   zal   men  voor  evene  p  bij  de  onderstelling 
j)  =  8  de  eindintegralen  verkrggen 

fFdx  =  *  , (41) 

ftanp^x.Fd^=^  [Fdx+  [F^=-.  +  2lang\x.F^2L^^  ,  .  .  .  (68) 

wanneer   men    de   integraal    (19)    invoert.     En    daarop,    de   integraal   (25)  ge- 
bruikende, 

ftafig^\x.Fdx=—  ftavo^\x.Fdx+  {^-^^^^  Pdx=k+H—{^ 

J  J  J  C08*  ^x  3  C  <?^*    t  ^ 

+  (2_P)2ii^^::^il+A)_     1    ^  +  i) (69) 

2stn^x  cos^ix  ) 

Yerder  is  nog 

/tang^ix.Fdx=  —  [tang^\x.Fdx+  /       ^^  ^^ Fdx. 
J  J  <^08^h^ 

Deze    laatste    integraal    bepale  men  uit  de  algemeene  herleidingsformule  (VI) 
voor  p  =  4,  en  gebruike  later  de  integralen  (25)  en  (19); 

— ;-;    Fdx  =  —]  --{8^12  /2)3  \--l^Fdx  -  (4  -  4i»    I  — —  F  + 

2  4  i 

-  [cosx—  (2  —  cosx)  A^J  —r. :-~r  ^ TT"  ^  +  ^  1  ' 

cos^  ^x^stn^x  coh^  i  X  \ 

na  herleiding,  invoering  der  integralen,  en  herleiding  komt  er  dan 
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J  cot^^x                5  I          '   '                  ^                 ^        '                  2sin*x  ^ 

+  [(1  -  3*8)  +  (2  -  3/t8)(v>«a:]  -  -^  -  3  (1  -  2it«J  , (70) 

en  daarmede  wordt  de  vorige 

L«/iar.i?rfa^-H-^{(13+24<»**+23c.*«;r)^^i?'-(23-28A«+18t*)2X^ 

+  [(8  —  9i»)  +  (11  —  9ife8)  eosx]  -  ^, (19  —  18P)  1 (71) 

Terwijl  voor  onevene  ^  de  onderstelling  jp  =  7  als  eindintegralen  le\rert 
Lof\x.Fdx  —  §  -J^  d, (65) 

jtangix.  Fdx  =z  ^  —  d , (57) 

Uang^ix.Fdx= — I  —j-Fdx+  j  siniiX.co8ix.Fdx=d — ^-^ — coax.F^ Bg8iti{k8inx)y..{12) 

als  men  daarbij*de  integraal  (7)  gebruikt;  deze  en  deintegraal(16)geven  verder 

liang^x.Fdx  =  —  \iang^\x.FdxA'  Ti^ Pdx=S^ d+-\(b     8k^—dcosx  +  Stg^x)F  — 
;  /  Jcos^x  6\ 

—  {l^2ii^)SE—^Bg8in(k8inx)+  [(1—4 P)+{1  —2 k^)2 co8 x] ^ ^""J ^ "" A  j.  .  (73) 

k  COii^  ^  X  \ 

7.     Ten  slotte  kan  men  nog  eene  dergelijke  herleiding  als  vroeger  aan  de  al- 
gemeene  formulen  (VII)  en  (YIII)  doen  ondergaan. 

Yooreerst  voere  men  in  de  niet-herleide  vergelijking  (VII)  de  identiteit  in 

sinx  ain^x  1  —  cos^x  1  1 

co6^  X        sin  X .  cotf'  x        sin  x .  C08l  x        sin  x .  co^  x        8inx.  cos^^^x 

.200  verkrijgt  men 
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\cotPx  \J  stnx.cosP+^x  J  9in x . eoiP-'^ x     /| 

+  (,_3)f.[-l^F-(,-4)(/.     "*    ,    F-[.     "    .   f]\. 

Bij  deze  uitkomst  moet  men  p  —  1  voor  p  in  de  plaats  stellen,  en  erlangt 
dan  ten  slotte 

/^^0,-i)fe,i2Xl-^'){"""^~'"'+"'-'°'^"''+""*'V^i^/' 

-  [(p«  3)3_ (Sp^—2lp  +  38) m  l-r-^^^—T  F-(p—^) (p— 5) **  I  .     "^"     ^   ^— 
^^       ^       "^   ^  ^T      7     ^  J  gin^^coiP-^x        ^*^  ^VA^       ^     J  sinx.coiP-^x 

-lco8^x+  {2  +  (p-4.)8in^x}A^]—^r^ T^^l ^^^) 

*-  '         cosP-^x  cosP^^x     j 

De  eindintegralen,  die  bij  deze  herleidingsformule  behooren,  zijn  reeds  vro^r 
gevonden.  Deze  zijn  bij  onevene  p^  voor  i>  =  3,  de  integralen  (32),  (39)  en  (40) ; 
bij  evene  p^  voor  ^)  =  4,  de  integralen  (35),  (86)  en  (38) ;  benevens  de  volgende 

f      dx  ff    1        sinx\  1  1        ^l/l—Jfiiinx+A  ,„,, 

J  stnx.cos^x         J  \stnx     eos^xj  cosx        |/1 — ifc*  eosx 

Verder  gebruike  men  de  identieke  herleiding 

sin  i  X  sin^  ^x  1  —  cos^  ^x  1  1 


oos^^x        sinix.cos^^x        sinix.cos^^x        sin^x.cos^ix        sin^x.cos^—^ix 

bij  de  herleidingsformule  (VIII),   immers  voor   dat  deze  tot  haar  eindvorm  waa 
teruggebracht,  dan  komt  er 

j       1  1     I  f  dx  f  dx  \|  sinx 

^^""    ^\cosPix      ~  2^\J  sinix.cosP^^^x  j  sin  ^x.co^^  ix     l\~cosP^x      "^ 

+(p-2)(H.4«j^^;.-i(f-2)(|-^j-^/-J-j;;^^)|- 

-"-»'°^i;;i^/-i"'-^>(/^i..'^.t/-/«.i..'^i/)l + 

+ <'-*'"'  |^^^-i'^-'''(/ri.t,.!:^j/-/;;;i;:^^^)  |- 
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Ook  hier  moet  men  weder  p  door  J>— 1  vervangen,  en  men  zal  vinden 

_[,p_,,._(3^_24p+49)4*.]|-j^;5:;j;^'+(p-5)«12*.J-j;;^/- 
-(,,-6)(^7)4i.|-^j^:5^/T[2».x+((,-l)-„-5),o..)A']^F- 

'^.^I • <-^' 


co^- 


De  eindintegralen,  behoorende  bij  deze  herleidingsformulen,  zijn  evenzeer  reeds 
Troeger  gevonden.  Zij  worden,  als  p  even  is,  voor  p  =  3,  gegeven  door  de  in- 
tegralen  (56),  (65),  (66.  en  (67);  en  bijaldien  p  oneven  is,  voor  j?  =  4,  door  de 
integralen  (60),  i61',  (62)  en  (64),  waarbij  nog  behoort 


/ 


tini^x. cot^  ^x  J  \nn  ^ x        eot* \x]  co»\x  1  +  2 i 

+  -ir-"'— '-"i-  i  ^1+  kXy,Hi-L.)+L' ('^' 

8.  Voordat  wij  verder  gaan,  willen  wg  eerst  de  gebezigde  nieuwe  transcen- 
denten  iets  nader  beschouwen.  Men  kan  op  alle  de  methode  van  het  gedeeltelijk 
integreeren  toepassen,  en  daama  nog  somtijds  die  van  het  ontwikkelen  van  een 
of  anderen  factor  onder  het  integraal  teeken  in  eene  reeks. 

/dx  [         d  c  dx 
F—  \Fdx  -.lta%g{\n\\x)  —  F.Lt9{\Ti^\x)—\Llang{\n'^  \^)~  = 
Qonx          J           dx                                                                       J  ^ 

=  F.Ltafig{in  +  ix)-22^^^  [8in{2n  +  l)x^, (28) 

0  ^n  +  1 y  A 

p  —  i_ —  f—  1  fdx     ~.L  fang  ix  =  F,  Liang  ^x —  iLtang  i^x  —  = 

z=:F.Ltang\x  +  2S ( cos{2n -{- l)x~ , (35) 

0  2  /<  -j-  1  y  A 

hinx      :,  l'  d  C  dx 

y—  I Fax= —   IFdx — .Lcosx  =  —  F.  Lcosx  +  1  L  cosx — =^F.  Lcosx  — 

J  cosx  J  dx  J  A 

A^^(,.r.    .     S,       .       C082)IX\  „  Qo( — 1)»     /'  dx 

—  \—\L2  +  2{—1)- l=—F.L2<osx  -2- ^     cos2nx—,..{S3) 

y  A  l  i  n       )  \       n      J  A 
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"  r 


^        feoss  f        d  f         dx  fdx{  v> 

0=1  —Fdar=.  1  Fdx—.Lrinit=F.Lginx- 1  L»i»m—z=F.Lainx+  1—112+2 
)mx  j        dx  y  A  ^/aI  1 

=  F.L2nHX  +  2  -  (co»2nx  —  , (39) 

*=  JFdx^x.F-  1"^, (41) 

C=  l-^F=:2  lFdx—.Liang{in+ix)  =  2F.Lianffi(rt+x)—2lLtai^i(it+x)—= 
J  eos  j  a?  f  dx  J  ^ 

=  2F.L(anffi{nrx)~A^^^^  /««(2«  +  1)4*^ (51) 

0  ^n+  i  J  £i 

/d  X  f  d  f  dx 

— r-/^=2  1  Fdx—.Ltangix  —  2  P.  L  tang  l  x  —  2  j  L  tang  i  x  —  = 

=  2P.Ltanffix  +  4S—\--  [cos  i2n  +  1)  i  x—. (60) 

0  2  «  +  1  y  /^ 

Uit  deze  uitkomsten  blijkt  echter  duidelijk,  dat  men  hier  werkelijk  met  nieuwe 
afzonderlijke  transcendenten  te  doen  heeft.  • 

9.  Beproeven  wij  nu,  wat  er  te  vinden  zij  omtrent  die  integralen,  waarbij 
nog  eene  macht  van  A  al»  factor  voorkomt,  hetzij  eene  onevene,  zoodat  de 
integraal  eene  irrationeele  wordt,  hetzij  eene  evene,  wanneer  zij  derhalve  rationeel 
blijft.  Men  vindt,  altijd  weder  door  de  methode  van  gedeeltelijk  integreeren, 

/j/^         (p{x)    ^        /^j     l     1      d(p(x)  ^     n—2  2k^sittx.cosx) 

9{^)    „        fFdx  l     ^dwix)                                                  ) 
=  ^2^-j-^\^'^  +  (^-^)l^^inx.cosx.<p{x)^ (*) 

Alles  hangt  nu  af  van  den  vorm,  dien  de  factor  tusschen  {  }  onder  het  laatste 
integraalteeken  verkrijgen  zal,  en  deze  hangt  wederom  te  zamen  met  den  vorm 
van  de  (p(x)  zelve. 

Stellen  wij  dus  vooreerst  (p(x)=:sin^+^Xj  dan  wordt  die  herleidingsformule  (*) 

/.  ..,       dx         «inP+lo?  „        f     dx, 
«wP+1  X  — -j  =         _^   F~  JF  —  {A^  (p+ 1)  siftP  X . cosx  +  (n—2) i^sinP-^^x.cosx}  = 

sinP^^x  f     dx 

=  --^^^—  \^-^^^^^^<:osx{(p  +  \)+(n^p-^)lfisin^x}  ,  .  . .  (Gi). 
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waarbij  in  de  eerste  (Gi)  de  exponent  n  Btandvastig  blijft,  en  de  p  verandert, 
terwijl  daarentegen  in  de  andere  (Ga)  de  exponent  p  standvastig  blijft,  maar  de 
n  verandert.  Beide  vergelijkingen  worden  zeer  vereenvoudigd  door  de  onderstel- 
ling  p  —  n  —  3,  en  leveren  ons  dan,  na  oplossing  der  eenige  in  het  tweede  lid 
overgebleven  integraal, 

dx        sin^^^x  ^        [  ,       «       dx 


Maar  ook  in  het  algeraeen  kan  men  de  vergelijkingen  (G^)  en  (Gi)  oplossen^ 
waarbij  in  deze  laatste  eerst  p  door  p — 2  moet  vervangen  worden. 

,,nPx.co.x.F-  =  —  j  -^J'-j  sn.P+lx—+(n-p^  S)j  stnPxxosx.F—  j , . .  (G^) 

1  ( sinP^^x       [  d  X  [  d  x)         

= , — -:  1 ri^-  /  sinP-^x-- :-0»-l)  /  sifiP-^x.cosx.F—  [ . . (XVnV 

Nu  kan  men  den  zamenhang  tusschen  onze  integralen  beter  overzien.  Voor- 
eerst  stelle  men  in  de  bijzondere  vergelijking  (G3)  »  =  3,  =1  en=  —  1,  dan 
komt  er  achtereenvolgens 

/dx      sinx  „       [  ,     dx       sinx^  1        /„         kcosx         „  '^       \ 

^'^'^F-^^-^i^^gc./-''^'-"'"^, (76) 

i^pil^^^F^  ril£.  =  _^j.+  i^„,^, (77) 

ieosx        „,         1|        A'   „       f^i»    .0)       1/        A^   „  .     f  dx        ,^fdx\ 

l^-7-A.Fdx=-  \—-=^F+  /-T-r-A'[=-   — -rT-J'+  l-rz 1^1-^-]= 

jttifix  Z[      ntfix  f  sinflx       )       3\      m'ar         J  tiifix         J**"^} 

=  J  \-^F-l^  +  Ul-2i^)Lta.gix\ (78) 

3|       sfn^x  2sin^x^2^  /         y^    )  v     / 

Deze  integralen  zgn  alleen  te  gebruiken  bij  de  herleidingsformulen  (GJinhet 
geval,   dat  p   even  is ;  maar  voor  onevene  waarden  van  p  geeft  de  vergelijking 

Bll 

>'ATUrRK.    VKRH.    D1SH    KOKINKU    AKABSHIK.    DBEL    XXII. 
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(Q3)  niets,  wegens  den  factor  n  —  2=p  —  1,  enz.  In  zulk  geval  moet  men  iedere 
integraal  rechtstreeks  behandelen. 

/Jx       1    /■„  ,     ^i      1        1   ,^        fl  dx) 
»:nw  .eo$x .  F — r  =  -;^  \Fdx—  .  —  =—\—  —  1  —  —}=: 
A'        /t*;  dx     t\       1^\L       J  L  L) 

l  \F  1  I 

=  ^    -  —  ---^Bgianj{tanyx.^\  —  ]^)^ (79) 

/dx  \    r  d  \  \  [    dx\       1 

»inx.co$x.t-  =  --JFdx-.L  =  -j,\L.F-JL-\^=j,{x-L.F}..m 

Nu  geeft  vooreerst  de  vergelijking  (G4),  voor  n  =  3  en  n  =  1, 

/dx                    F       i              dx           t                        dx 
jnfiPx.ccsx.F~z  =  8iiiP'^^ X— —  IsinP-^^x  — — p  1  isinPx.cosx,  F — (Gc) 
A^                  A      J              L^        j                       L  ^  ^^ 

IsinPx.cosx.F —  =  —  nftP-^r^x.l^.F -^-  jsinP-^^xdx  +  ^p  +  ^)  1  sinPx .cosx. /^. Fdx ; .  ,{Qf^) 

en  vervolgens  geeft  wederom  de  laatste  vergelijking,  waarnaar  men daarin p=l 
stelt  en  verder  gebruik  maakt  van  de  gevonden  integraal  (80), 

lsinx.cosx.^.Fdx  =  ''  \sin^x.^.F —  lsin^xdx-+  jsinx.cosx.F  —  >  = 

=  —  {{2  —  i^)x  +  k^sinx.cosx^2A^.F] (81) 

0  rC 

En   thans   kan  men  ook  in  de  herleidingsformule  (XVII)  n  achtereenvolgens 
door  3,  1  en  —  1  vervangen,  waardoor  eindelijk  het  drietal  vergelijkingen  ontstaat. 

/dx          1       (      sitiP^^x         [  dx  C  dx  \  

.^^^....^•.^3=^-^^  —F+jsinP-^x^{p^^)jsif^-^x.cosx.F^^^ 

I s^'nPx.cosx,F-^i=—l—sinP^'^x.li.F+  jsinP-^xdx+{p—l)jsinP-^x.€OSX.F—\ , .  .  (XIX) 

/S'nPx.cosx.h»Fdx=  -—    — sinP-^x.h^  .F  +  IsinP-^x.h^dx  + 
{p  +  2)k^\  J 

+  {p — 1)  j sinf^^x .  eosx  .  l^  .  Fdxl (XX) 
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In  het  geval  van  onevene  waarden  van  p  vindt  men  voor  de  eindintegralen, 
als  men  jp  =  3  stelt,  de  integralen  (79),  (80)  en  (81).  Indien  daarentegen  p 
evene  waarden  heeft,  laten  deze  herleidingsformulen  de  integralen  (76),  (77)  en 
(78)  niet  als  eindintegralen  toe,  omdat  respectieve  voor  j>  =  2,  =0,  =  —  2,  de 
noemers  van  de  tweede  leden  verdwijnen,  en  de  vergelijkingen  derhalve  onbruik- 
baar  worden.  Men  moet  daarom  trachten,  die  drie  eindintegralen  rechtstreeks 
te  bepalen. 

f     •  ^dx        J    r  ,         ^,  ^dx       l  i  c  dx       f  dxk 

jsin^x.cosx.F-  =  ^^j{\~L')cosx.F-=^^^jcosx.F~ 

fcosx   ^     _,  ,  fl — Ii^sih^x  cosx  fcosx      dx  f  dx 

\-—t,.Fdx=  I — —Fdx=  j  -—F  —  —  i^  lcosx.F—. 

jsitfix  J        stn^x  t^  J  stn*x      A  J  A 

/dx 
cos  X .  F—  herleid,  die  voor  p  =  0 

uit  (XIX)  ontstaat.  Wel  is  waar  kan  men  deze,  door  de  methode  van  gedeel- 
telijk  integreeren,  nog  verder  transformeeren;  maar  men  blijft  toch  op  eeneeigeno 
transcendente  stuiten. 

f  dx        l    fdx       d  \    f  d 

leosx.F —  =  7  1—  F—.Cksinx)^''  lFdx  —  .Bgsin(ksinx)  = 
J  £^         k  J  £^       dx  k  J  dx 

1  (                                          f                          dx\ 
=  -  \F .Bgsin{ksxnx)  —  jSg8in{ksinx)—  =0\ (82) 

en  hiermede  wordt  nu,  met  behulp  trouwens  van  de  integralen  (76)  en  (77), 


/cosx 
sin^x 


^dx        1   i       ^       sinx  ^             1           ^          1 — i^ll—cosx))  ^^^^ 

-^---•^Z3  =  i^r^  +  X''-*7CT''^"^ '- -^j,.  .  .  (83) 

—  A.^d^  =  -'k'^0  —  '$^F+Liangix. (84) 

sin^x  sinx 

Tot  dusverre  hadden  wij  slechts  met  irrationeele  integralen  te  doen,  waarbij 
A"^,  A~S  ^"*"^  i^  ^^^  teller  voorkwamen.  Zoodra  men  daarentegen  evene 
machten  van  de  A  invoert,  vervallen  hier  de  positieve  exponenten,  omdat  men 
dau  alleen  met  geheele  vormen  te  doen  heeft,  zoo  als  in  de  theoremata  ([)  tot 
(XVI)  werden  behandeld.  Wat  de  positieve  waarden  van  n  en  dus  de  negatieve 
machten  in  dat  geval  betreft|  nemen  wij  n  =  2  en  n  =  4, 
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Voor  »  =  2  geven  de  vergelijkingen  (G3)  en  ^GJ  niets ;  dan  heeft  men  echter 

A^     2/t/     l-^k^sin^xdx^         ^     2i  i        1—Jbtinx     J     1—ksinx  A\ 

Zoo  als  men  echter  gereedelijk  ziet,  zijn  beide  vreemde,  onbekende  integralen, 
en  vormen  zij  trouwens  een  paar  nieuwe  transcendenten.  Maar  nu  wordt  dan 
ook  de  algemeene  herleidingsformule  (XVII)  voor  n  =  2 

1  sinPx,co8x.F—= 7^21      fi"»^"^d?.^+  j sinP-^x— +{fh-l)  j sinP-^x.cosx.F  —  U  .{XSI) 

waarbij  nu  de  transcendenten  (85)  en  (86)  als  eindintegralen  behooren. 

Ten  einde  den  weg  te  bereiden  voor  het  tweede  geval  van  n  =  4,  stelle  men 
vooreerst  w  =  4  in  (G3),  dan  komt  er 

Isinx.cosx.F  — =-  }  — ttF—  I sin^x — }  = r- { — —F—E+'zs%hx.cosx\ . .  (87) 

Vervolgens  neme  men  ook  w  =  4  in  (G4),  dan  is 

(  .                    ^^^        1  isinP-^^x  „       f  ,       ^    dx        ,        ^^  f  .  ^dx  \ 

UinPx.cosx.F—^zzi-l j— l^— l«V+la?—  — (p— l)/«ftra?.co«a?.jr  — j.   .  (ijy) 

Ten  einde  hierin  met  goeden  uitslag  ^  =  2  te  kunnen  stellen,  is  men  ver- 
plicht  deze  onderstelling  eerst  in  de  herleidingsforraule  (XXI}  in  te  voeren,  waar- 
door  er  komt,  later  met  behulp  der  integralen  (86)  en  (/s)? 

/'     9  ^^        1  (  f  •     ^^  i    t  iP^^\ 

I  sitr x.eoAx. F — 1  =  7;  J  —  sinx.F  +    I  sinx—  +  I  cosx.t  —  ^   = 

1(  m,       1  ,  A  +  kcosx  i  .QQ. 

=..h-""-^-i^^TT-i' <"«» 

en  hiermede  leidt  men  uit  de  herleidingsformule  (G7)  voor  ^  =  2  af 

/dx        1   (  sin^x  „         f      ^    dx         f   .  o  w^^  I 

siifix.eosx.F—  =-  l — r-  F  —  I  sin^x—  —  /  stn^a.cosx.F'^  j  = 
A*      2  <  A^  J  h^      J  A^  ) 

^  A  I  _;,  +  '^F+    '0^^-^  I (89) 

2A»|       ^   A^      ^  (1  -A»)A  I 
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Evenzoo  stelle  men  in  de  herleidingsformule  (XXI)  ^  =  3,  dan  is 

/dx         1    i                        f         ^^  f  d^ ) 

9iv?x.co8x.F—  —  — -  j  —  sin^x.F -{-  j  siffix h  2  i  smx.cosx.  P—  5  = 

En  nu  kan  men  in  de  vergelijking   (G7)  p  =  3  stellen,  en  verkrijgt  dan 

8in^x.eosx.F—=-  \ — ^F —  1  sih^x—  —  2  t  stn^x.Gosx.F—  i  = 
1    (    1    „  1       „       k^sinx.cosx       _   «    1 

=i*i|z5''-rzi5*+a3F,A-''''r ''" 

Thans   kan    men    eindelijk  n  =  4  stellen  in  de  algemeene  herleidingsformule 
(XVII)  zoodat 

/dx  1       (  sinP-^x^      f  dx  f  dx  ) 

sinPx.cosx.F-=^^^}^^-^  ,.  (XXn) 

die  de  integralen  (87),  (89)  en  (91)  tot  eindintegralen  heeft. 

Bij  de  vorige  bewerkingen  had  men  de  volgende  integralen  noodig. 

/dx  1        (  k^sinx.cosx  j 


dx         A  —  C08X 


1) 


/ 

f.^dx       1  /•_        _dx      Ir  fdx       fdxr\  1       i         ,,    ,o^„     i^Mnx.cosxi 

waar  gebruik  werd  gemaakt  van  de  integralen  (/1)  en  (/3). 
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Wilde  men  in  de  algemeene  herleidingsformule  (*)  de  onderstelling  <p  {x)  = 
sinP-^^x.cosx  beproeven,  waartoe  naar  het  vroeger  behandelde  wel  aanleiding 
was,  dan  zoude  men  verkrijgen 

rinP-^^w.eosx 1  = r — F—  I  F~  {  A*  [0»+l)««P^.aw*^  — mH-M  -f 

+  («  —  2)  k^aivP-^^x.co^x)  = 


sinP+^x.cosx 
sinP'^^x,cosx 


/dx 
sinPx.F—  {AKip+l^—ip+^^sin^^^  +  in-Zyk^sin^x.il-siH^x)}:^: 


stnP-rix.cosx       [  dx 

/dx 
««/'ar.l^— {(«— 2)(1— Ati|2a?)  +  [f;t^--ii4-3)-(/>— «  + 


8inP-^^x.cosx  ^,  1 


sinP-^^x.cosx      \  f  dx  M^ 

waar   de  (Gg)  naar  de  machten  van  sinXj  daarentegen  de  (Gg)  naar  die  van  A 
is  gerangschikt ;  maar  geene  van  beideherleidingsformulenlevereniets  bruikbaars. 
10.   Daarentegen   zal    ten   derde  de  onderstelling  (p(x)=  cosp-^^x  ons  bij  het 
algemeene  theorema  (*)  tot  de  volgende  bruikbare  uitkomsten  voeren. 

/dx         co^""*"^  X  C    dx  ,  «  ^    ^ 

coa^'\r^x——^=:  — -^F—  l^~  {—A^{p+l)coa>x.sJnx  +  {n—2)khiux.co8P^^x)i=: 

eosP-^^  X  f    dx 

= zr-^—  /-?— "««'.<»«''«.{— (p+l)(l—ife»|+(«  —  p  —  3)A«co»«ar},...(Hi> 

A*  j     A* 

^'^^F-  Ip^,^^^  (H») 

Bij  de  eerste  dezer  herleidingen  (Hi)  verandert  de  exponent  p^  terwijl  de 
exponent  n  standvastig  blijft,  maar  bij  de  tweede  (H^)  daarentegen  geschiedt 
juist  het  omgekeerde.  Men  kan  in  beide  eene  groote  vereenvoudiging  aanbren- 
gen  door  p  =  n  —  3  te  nemen,  en  dan  de  eenige  integraal,  die  in  het  tweede 
lid  overblgft,  op  te  lossen;  langs  dien  weg  verkrijgt  men  uit  beide 
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/dof           coif~^x           f               dx 
sinx.cosn''^x.F-  =  --^F+  jcoi^'^x—. (H3) 

Wanneer  men  de  algemeene  vergelgkingen  (Ha)  en  (Hi)  zelve  wil  oplossen, 
waartoe  men  in  de  laatstgenoemde  eerst  p  door  p  —  2  moet  vervangen,  zoo 
verkrijgt  men 

+  („_y_3)  jsinx.co»Ps.F—^\, .  .  (H4) 

=i;:::;=T)l?!^^-H-''^+<'-'>('-^/'^*-"'-''-'S|"<™°' 

In  de  vergelijking  (H3)  stelle  men  thans  n  =  3,  =1,  =  —  1,  en  er  komt 

/d.v  1      l      CO8X  ^  ^     f        dx\  1      i      C08X  ^      1       1 — ksinxi 

Jcos^x     A       1 — k^\co8X  JcosxJ        1 — k^  ^cosx  ) 

JC08^X  3{l—Ji^)\c0if^X  JcOlfix^]         3{\—i^)\c08^X  2         C08^X^ 

+  ^(l+A2)i;^^(}7r+i^)j (94) 

Deze  integraien  nu  zijn  bij  de  herleidingsformule  (H^.)  alleen  van  dienst,  wan- 
neer  de  exponent  p  even  is.  Indien  echter  p  oneven  is,  kan  ons  de  vergelijking 
(H3)  niet  helpen,  omdat  de  factor  n — 2  alsdan  in  den  noemer  verdwijnt;  men 
moet  dan  in  zulk  geval  iedere  integraal  afzonderlijk  zoeken  te  bepalen,  en  komt 
dus  van  zelf  terug  op  de  vroeger  gevonden  integralen  (79),  (80)  en  (81).  Deze 
laatste  echter  konde  ook  gevonden  worden,  als  men  in  die  herleidingsformule 
(H4)  w  =  3  en  =1  stelt,  waardoor  er  eerst  verkregen  wordt 

/dx  1     t      cosP^^^x  f  dx  f  dx\ 

«nor.ccwFa?.!?'  — ==— — |—  — — F+  leoiP'^^x——pl8inx.co8Px.F~^,..(R^) 

\8inx,co^x.F—=.  — -^  Xco^-^^x.t^.F — /c(MP+^a?c/d?+(p-J-2)  \8inx.coiiPx.^^Fdx\..{R^ 
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Stel  vervolgens  in  de  algemeene  herleidingsformule  (XXni)  n  =  3,  =1  en 
=  —  ly  ten  einde  tot  het  volgende  drietal  formulen  te  geraken, 

/dx  1       /    cosP^^^x       f        ,  dx  f  ^      dx  i     

lsinx.co8Px.F—=  —  |  -<oa^-\A'F+  j  cosP-^adx-^l)^!'*^)  j  rinx.eoO^^x.]^  | , . .  (XXV) 

/sinx.cosPx.A  .  Pdx  =  ;; — .    ^^  ,a  I  —  co^^^x.£^KF+  lcotlP^^ x .£^^dx  — 
(;;  +  2)AM  J 

—  (p  —  \){\—k^)  jinnx.eoa^-^x.A.Fdx^; (XXVI) 

waarbij  nu  de  bovenvermelde  integralen  (79),  (80)  en  (81)  de  eindintegralen 
worden  in  het  bijzonder  geval  dat  p  oneven  is,  zoodra  men  ^?  =  3  stelt.  Indien 
evenwel  de  waarde  van  dien  exponent  p  even  is,  verdwijnen  de  integralen  (89)^ 
(92),  (93)  en  (94),  omdat  dan  de  noemers  p — 2,  p  en  p  +  2  zelve  verdwijnen. 
Men  is  alsdan  genoodzaakt,  die  integralen  rechtstreeks  te  gaan  bepalen,  en  vindt 
dan  ook  voorloopig 

/*«*wa:  ^     „,  fl—k^  +  i^coi^xainx  „  ,         ^,       ^^^  (  fainx     dx  ..«/■.         <ix\ 

f  dx 

zoodat  alle  zijn  teruggebracht  tot  de  middelste  integraal   lainx.F — ,   die  ook 

voor  p  =  0  uit  de  herleidingsformule  (XXV)  volgt.  Maar  zij  blgft  eenevreemde 
integraal,  dat  is  eene  nieuwe  transcendente,  al  is  zg  ook  vatbaar  om  door  ge- 
deeltelijk  integreeren  herleid  te  worden* 


/dx  1    f      dx  d       kcoBX  If 


ilx     |/1— i« 


l„_ifeco«ar+A   ,   1  f -icosx-i-A  dx  l„,kcosx+£^       1, .    „. 

=-*^-^T^+V^T^A=-'/-^]7i^-A^'^i^-^+ 

1    /  dx  1  l    f  dx 

+  -  \L(kco8x  +  L)-=  —  -F.L{kcoBX  +  L)+  -:  JL{kcosx  +  A)  -  =  A..(95> 
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En  hiermede  worden  nu,  wanneer  men  gebroik  maakt  van  de  int^alen  (92) 
en  (93),  de  vorige  eindintegralen 


/ 
/. 


dx         1   (.        cosx  ^        1    ^l — kainx 

nnx.coB^^x.F—  =  ~  <A  + F —  —  i/ ;: ; 

A^       *M  A  2k     1  +ksinx 


*Sii 


^A.Fdx  =  k^X  +  ^F—Llff{\ 
eos^x  eosx 


+  i^). 


(96) 


(97) 


Stapt  men  van  de  onevene  waarden  van  n  af,  en  gaat  men  tot  de  evene 
over,  dan  worden  de  overeenkomstige  integralen  daardoor  rationeel ;  en  hier  moet 
men  onderscheid  maken  tusschen  negatieve  en  positieve  waarden  van  w.  In  het 
eerste  dezer  gevallen  komt  er  eene  macht  van  A^  in  den  teller;  deze  kan  men 
dus  ontwikkelen,  en  daarbij  wordt  men  teruggevoerd  tot  de  integralen,  die  in 
het  begin  van  dit  Hoofdstuk  zijn  behandeld.  In  het  andere  geval  daarentegen 
komen  de  machten  van  A^  in  den  noemer ;  en  alzoo  wordt  men  weder  tot  nieuwe 
integralen  gevoerd ;  men  bepale  zich  hier  tot  n  =  2  en  n  =  4. 

Wanneer  men  in  de  herleidingsformulen  (H3)  en  (H4)  n  =  2  wilde  stellen, 
zouden  zg  niets  opleveren ;  men  moet  die  integralen  dus  rechtstreeks  zoeken  en 
komt  dan  eerst  tot  de  vorige  integraal  (83)  en  daarenboven  tot  de  volgende 

/„dx  1   f„  dx  d  1  C  r.         icosx      „ 


-/ 


hcoix    dx  ) 
Bg  tang :-  — v  = 


l/l— A»  A) 


=  /«1 


(98) 


die  evenzeer  eene  nieuwe  bgzondere  transcendente  vormt. 

Nu  kan  men  in  de  herleidingsformule  (XXIII)  »  =  2  en  w  =  4  stellen,  waar- 
door  men  verkrijgt 

/„dx  1         t  ,  f  dx 

A»       (p— 1)AM  /  A 

—  (p-l)(l  — ifc»;  i»inx.cotP-^x.F—\, (xxvn) 

/■  .  j,dx  1  (  F         f         ,    i 


A»' 


(p— 1)(1-->1«)  (tinx.coa-ix.F—\. 


. .  (xxvm) 

B12 


KATUVBX.   VERH.    DEB   KONINKL.   AKADKUIE.   DEBI.   XXII. 
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Hier  zijn  bij  de  vergelijking  (XXVII)  de  integralen  (85)  of  (98)  eindintegra- 
len,  al  naarmate  de  exponent  p  oneven  of  even  is*  Bij  de  vergelgking  (XXVIIl) 
daarentegen  is  voor  p  oneven  de  eindintegraal  reeds  gevonden  in  de  integraal 
(87j;  maar  zoodra  p  even  wordt,  moet  men  de  overeenkomstige  eindintegraal 
nog  zoeken.  Daartoe  onderstelle  men  eerst  nz^i^  en  p  =  2  in  de  herleidings- 
formule  (H^^  dan  is 

f  n       ^^^  1  i       cot^x  ^        [     ^    dx         f,  -       T^^^l 

jstnx.cos^x.F-==^j^—j^^^-—F  +  jcoi^x- 

om  hierin  de  laatste  integraal  te  bepalen,  stelle  men  wederom  j>  =  2  in  de  ver- 
gelijking  (XXVIi),  zoo  wordt 

/dx        1    {  f        dx  f  dx\ 

dnx.cos^x.F—  =  —  j  —  co8x.F+  lcosx  —  —  (1 — i^)!  sinx.F  —  ]  = 

=z-^\  —  {l^lL^)fi  —  co8X.F+'£ffsin{ksinx)\; (99) 

waardoor  ten  slotte 


/ 


dx  1     i  cosx  sinxl  ..^^. 

„-„,.,,..,.^_  =  _  l^  +  ^F-  — ] (100) 

Nog  stelle  men  in  de  herleidingsformule  (XXVII)  ^  =  3,  dan  komt  er 


/'  dx        1    {  f         dx  f  T^^^l 

l8inx.cos^x.F—  =  -—  l  —  cos^x.F4'  lcos^x  —  —  2  (1  — F)  lsinx.eosx.F—\  = 
J  A^       2k^  \  J  L  J  A^) 

=  ^j-^o.»a..i^+^[£-(l-A»)  2^-2(1-^2). j  = 

En  nu  kan  men  ook  in  de  algemeene  herleidingsvergelijking  (H4)  w  =  4  en 
^  =  3  stellen,  waardoor  men  verkrijgt 

1     l       1  — F„       „      Ifisinx.cosx   .    ^  ,0    I  /iArt\ 

=  2*i  |-  -^^+^ T-  +  ''1 ^'''^ 

na  invoering  der  vorige  integraal. 
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Uit  de  herleidingen  aan  het  slot  van  N^.  9  blijkt  ten  duidelgkste,  dat  de  on- 
derstelling  qtix^^sinx.cos^^^^x  hier  evenmin  tot  bruikbare  uitkomsten  zoude 
kunnen  voeren. 

Bij  de  vorige  herleidingen  heeft  men,  behalve  de  bekende  integralen  (17O  ^n  (va)^ 
nog  gebruikt  de  volgende 

[         dx         ifinx 

P'l^=  -T "• ^''^ 

/„     dx         1    fdx       ^       .         .«  1  ^^       ainx.cosx  ,    ^ 

f     ^    dx         1    fcosxdx^    «       ..        ,«  Mr         ^^       ,.        .«.  f         <^^i 

=  ^  ^\Bffvn(krinx)-{l-k^/^\  , (%) 

=  ^.  |(i-*¥  (^-^ii!^^]-2(i  -.^)/-  +  ^j  = 

=  ^j(2-i«)i?-(i-*»)2/'-(i-A*)i2'-i:i^j M 

Dit  viertal  integralen,  alsmede  het  vgftal,  afgeleid  aan  het  einde  van  N°.  9^ 
komen  voort  uit  de  algemeene  herleidingevei^elijkingen  (Aj),  (Bi)  en  (A^),  (Bg) 
van  het  eerste  Hoofdstuk,  wanneer  men  aldaar  n  =  1  neemt. 


1     i      k^sinP+^x.cosx         ,,      ,«v  /  .       ''^  .   /    .  ^x  /"  .        a  j  )       /n    \ 
^lHiij ^ -p(l— i8)/Mn/^a?— +(p+l)/m?'iP.A(ip|,..(Cxo> 

/^^           1       isinx.cosP^^x  ^  r        ^  dx  ,  ,     ^,,^    ,„,  r        .  ^^  i    ,r^    x 

''"''A8=M**i~~Z [(^2)-(p-3)2A*]|c.tf-«*-+(p-3)(l-Ai')Jca*M..~j,.(Cu) 

1       /       A*mir.cwH-lar  [  dx  ,   ,     ^    ^^   f  ^   ,    i  ^n    v 
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11.  Indien  wij  beproeven  voort  te  gaan  met  de  volgende  overeenkomstige  on- 
derstellingcn,  dan  vinden  wij  eerstens  bij  de  onderstelling  9  {x)  =  tancfP-^^  x  in 
de  formule  (b) 

=  ^^^^S^^- /^^ ^'^"'•«^"•((P  +  ^)  +  K2 -t») (?  +  1)  + 

-\-  {n  —  2)k»]tanff»x-\-  {l~-i»)ip  +  l)tang*x}, (Ii) 

=  *^'^-s'^-f^'^J'"'^'''  {(«»-2)+[(p-«+3)+(;»+l)teii9«ar]A»}  = 

_(«_p-3)i«]A»-(n-2)A*} (y 

Nemen  wij  daarna  wM  =  —^ ,  zoo  komt  er 

cosrs 

cofix     tn-^      coi^x.h*-^         j     A*  I        ^^^  ^  eos^x  coi^xJ' 

+  («— 2)A2tofwP+ia?— I  = 
coax) 

tanaP^^^x  C   dx  »     » 

=;5iF3'-/''^'^  {^'  {('+')+ ^"."4  +(— ^)*"»''"^') = 

Vervolgens  stellen  wij  in  die  herleidingsvergelijking  (A)  9(0?)  =  SiV+*  42?,  dan 
wordt  deze 

/dx       «f//'"*"Ha?  /■    fixi       «+1  ,      i 

«/«P+Har^^= — ;;Z2   -^— /  ^~i   A^-~-«nf ia?.co*i a?+(M-2)il»«>ia?.w*;r.^/i.P  +  Ha?  = 

_«^_|^        /^T^««^i*.«>5i^.  {(/'+l)+(fi-p-3)4iWia?-(2«-f-5)4i2,i;,4^d?} ,..  (I5) 
="a»^«^^^2  f ^T^""''**  «"'i*-  {2(«— 2)— (2n— /B-5)A*— (n— 2)8**»m*  i  ar}. .  (1«) 
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Eindelgk  beproeve  men  nog  de  onderstelling  q>{x)  =  sinP-^^  i  «  .  C05  i  a?,  en  men 
zal  yerkrggen 

+{n—2)lfl$tnx.co8x.BinP-*'^x.cosix^= -^—j^ — ^F—-JF—9inPiiX.{{p+l)— 

—l{p+2)—{n^p—S)Al^]nn^x—{3n—2p—9)Alfirin^ix^{2n—p—6)4Ji^nH^^       .  (I7) 

De  aandachtige  beschouwing  van  deze  herleidingen  doet  ons  duidelijk  zien^ 
dat  wij  ons  onderzoek  niet  behoeven  voort  te  zetten.  Immers  het  gelukte  ons 
wel  in  de  formulen  (Ii),  (I3),  (Ig)  en  (I7)  alles  naar  de  machten  p  te  ordenen 
van  den  goniometrischen  factor  onder  het  integraalteeken,  even  als  dit  in  (I^) 
en  (I4)  gelukte  ten  aanzien  van  de  machten  van  A;  in  (le)  echter  niet  meer; 
maar  dit  helpt  ons  toch  niet.  G^n  wg  toch  de  redeneeringen  van  N^.  9  en  10 
na,  dan  blgkt  al  aanstonds,  dat  zelfs  de  eenvoudigste  der  bovenstaande  vei^elij- 
kingen  zich  tot  zulk  een  gedachtengang  niet  meer  leenen  willen. 

12.  Wenden  wij  ons  tot  de  herleidingsvergelijkingen  (Ei)  tot  (Es)  in  §  12  van 
het  eerste  Hoofdstuk  afgeleid,  dan  moeten  wij,  om  te  geraken  tot  de  vruchtbare 
toepassing  van  het  theorema  (a)  op  deze  formulen,  eerst  de  daarbg  voorkomende 
eindint^ralen  zoeken  te  bepalen.  Daaronder  zijn  reeds  vroeger  de  volgende  ge- 
vonden 


fsinx.Fdx,  .  .  •  .  (7)  (-^^^  •  •  •  •  (^l)  (cosx.Fdx, 

f  dx                                       f  f    dx 

j^x^' ^^^  j^a«^a;.c«*»ar.Fd^ (1)         j^r^/^ 

Lin\x.Fdx,  ....  (18)  \~r~^'  •  •  •  •  (^®)         jcos^x.Fdx, 

jtanff^x.oos^^x.Fdx^  ....  (15)  1  tanp^  ^x.coti^  ^x.Fdx, 

waarbij  nog  behoort 
8in^^x.Fdx='  j{l—co8x)Fdx='\€  —  8inx.F—jL      ^     T^ 

lco»».Ja?.Fda?z=-   [{1 +eo8x)Fdx  =  -  le +  8inx.F  +  -;L 


1+k 


.  (6) 
.  (22) 
.(17) 
.  (14) 

(103) 
(104) 
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De  nog  ontbrekende  zuUen  moeten  afgeleid  worden  uit  de  integralen  {€{)  tot 
(«ib),  waarbij  telkens  een  of  meer  der  vorige  uitkomsten  noodig  bevonden  wor- 
den,  ten  einde  eene  nieuwe,  gewenschte  integraal  afzonderlijk  te  bepalen;  want 

daar   (p{x)  overal   uit  een  produkt  of  quotient  bestaat,  bevat  — —  steeds  twee 

(tx 

termen,  die,  na  herleiding,  eene  reeds  bekende  en  daamaast  de  bedoelde  nieuwe 

integraal  opleveren. 

J8iH^x.Fdx  =  ^  ^f  —  nnx.cosx.F^-^il  —  A)]^ (105) 

cw^a!.Fdx=z-  j«  +  «»«.<!o»«.J'-— (1  — A)j, (106) 

lnn*s.Fdx=-ht—(S  +  2nn^»)»inx.co$x.F^—ll—£^){A—2A—2L^+9i^)L..{107) 
fcog*x.Fdx=hsi  +  (S+2eosia))nnx.eo$ie.F+-^l—£:^)  (4—2  A— 2A«— 15  P)\,..  (108) 
jtin^x.Fdx=  —{—{2+8in»x)2^ cosx.F+{l+Ak^)Bfsin{i8mx)—iiinx.A}  ,.'{109) 

jcot^z.Fdx  =  —  ^{2+cos»x)2Jfi»inx.F—{l—hi^)L^Y-^—^-^''''^'''-^\^''^^'^^) 

/^jr,.=  _?._(2  +  w...)i^/'+ii^  +  -L(l-A) (112) 

J  iang*x  J  2stnx  1  +  A        2P 

J8in^x.Fdx=~{5-cosx)coskx.F+^j^^  j  {l+ik)F{l^)-2E{l,z)+^^^^A  j ,  •  (1 13) 
jeosiix.Fdx~{b+co,x)sinix.F+^j^J^{l+4k)^/,y)-2m!,)+~^ 
tsin*ix.Fdx  =  -ht  —  (4  —  eosx)sinx.F—^[iiL^'''''''^/^  +  l  —  A]\,..{n^ 
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/oM*iiP./'da:  =  ^  J3«  +  (4  +  «»«)««».F+-i[4iJ!i^^Y^i^  +  A  -  l]L.(116) 

f  «j»5jar.Frfar=  —  :^(8+4«n«iar+3«n*ia;)cwi«./'— ^^^p-;=  (1— 12  A— 32  ft2)f'(/,»)+ 

1  +  ISifc  -  kcotx  ) 

+  24 JS?(/,^)-    /'    ,       . 2nnix.Ay/2k\ (117) 

l  +  lQk  +  keo$x                       —              — I 
+  2AE(l,y)-     i^jfe^^^^    2cosix.L[/2k-2v/2k\^ (118) 

/c^^^i^  ^.             15         IL/.    .          V       Al-\-co8x)^i    .        „,  ^  ^2(A—co8x) 
^Fdx=—--i  —  -  lh{4  +  cosx)+  A\ ^J  slnx.P+2L-^ — ^— 
tang^^x                      8          8  |     ^    ^         '  ^       l  —  cosr   \               ^            1  -h  A 

1     k  cos  07  4*  A        9 

-i^-TTr-s:^!'-^» <'"> 

y  8        8|  l+co*ip|  2«»^a: 

1      kcosx  +  A         9 

+i^-rFT^-8-^"-^) c^'» 

Verder  zal  het  blijken,  dat  men  nog  de  volgende  integralen  noodig  heeft 

/fcos^x  f 

Fdx,  .  .  •  .  (41)  / Fdx, (40)     en      Itang^x.cos^x.Fdx,  ....  (34) 

jcolix.cos^ix.  Fdx,  ....  (67)  liang^\x.cot^ix.Fdx^  ....  (59) 

/dx  f  dx 
F (28)                 /-^^-  .  .  .  •  (51) 
cosx                                          Jcos^x 

13.  Nu  wij  wederom  al  de  benoodigde  materialen  gereed  hebben,  kunnen  wij 
overgaan  tot  het  afleiden  der  algemeene  herleidingsformulen  zelve,  en  wel  door 
de  toepassing  telkens  van  het  vroegere  theorema  (a),  thans  gebraoht  onder  den 
vorm  (ai).  Langs  dien  weg  levert  de  vergelijking  (Ei) 

sinPx.cosx.F—  j  FdxlpsinP-^x.cos^x—sinP-^^x]  { =— «/V— lo*.  A  +(^—"1)  I  sinP-*^x.cosx.P — 
—  /  Fdxl{p  —  2)sinP-^x.  cos^j'  —  a«»P-i  x}  \ . 
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Wanneer  men  den  tweeledigen  vorm  onder  het  int^fraalteeken  telkens  alduB 
herleidt 

en  daama  de  p  door  p — 1  vervangt,  zoo  komt  er 

—  [^  —  {p  —  l)L^]nttP-'x.eo3ig.F—»iMP-^z.h\ (XXIX) 

Hierbij  komen  alu  eindintegralen  bij  evene  p,  voor  ^  =  2,  de  int^ralen  (11), 
(41),  (105)  en  (107);  bij  onevene  p,  voor  p  =  B,  de  int^ralen  (7)  en  (109), 
De  vergelijking  (Ej)  op  dezelfde  wijze  behandeld,  geeft  ons 

pi^  \nns.cosPa).F —  jFdxlcoiP+is —ptiffix.eo^^x]\  = 

=  1—eotP-ix.A  -  (p— l)(l-ifc2)  j«»ia:.co«P-2«.  P—  lFdx[eo«P-^x—(p—2)rin»x.eoiP-»x-]  j  ; 
en  omdat 

CM«+ 1  *- A  «n«  «.«>*•->«  =  «<M«+1*  _  ^  C04—1 ».  (l—co»«a:)  =  (iH- 1)  co«<H-l  ar—i4  C04»  » 
is,  verkrijgt  men  daaruit,  na  verwisseling  van  p  door  p—l, 

jcotPx.Fdx  =  ^^^^^^  j[(p -  1)«F  +  (p-  2)«(1  — *«)]  jcotP-^x.Fdx- 

—(p-2}ip-S)jeo<iP-*x.Fdx-[l—iti-{p~l)i:,i1si„a,.eoiP-»x.F-l+eosP-*x.L  j  ..(XXX> 

Bij  evene  waarden  van  p  komen  er  hier,  voor  p  =  2,  de  integralen  (8),  (41), 
(106)  en  (108)  als  eindintegralen  voor;  terwijl  er  daarentegen  bg  onevene  p, 
voor  j)  =  3,  de  integralen  (6)  en  (110)  dien  rol  vervullen. 

Vervolgens  geeft  de  vergelijking  (E3),  wederom  langs  denzelfden  weg, 

{p—Z){l—lfi)\iangfx.co)fix.P~  JFdx\_ptan^P-lx  —  2/«»^ar.«««  .co»a>]}=tan^-»ar.A— • 
—[2(p—3)—(p—2)k*VtaHffP~^x.eo»^x.F—  JFdai(p—2)tanffP-ix—2lan^-^x.sittXM>sx]\  — 

—  (p—S)  hangP-*x.cos^x,F—  j  Fdxl(p—4)tangP-6x—2(at^^x.siHX.eo»x}\  » 
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Hier  heeft  men  nu  de  goniometrische  herleiding  noodig 

A  ian^^^x — 2  tang^  x.sin  x.cos  x  —  Atang^^^x .  coa^  ^  •  (1  +  tang^x) — 2  tang^  x .  cob^x  .  tang  x  = 
=  (A  —  2)  tang^-^^  x .  eo9^  x  +  A  iang^"^  x .  cot^  x. 

Past  men  deze  onder  het  integraalteeken  overal  toe,  en  stelt  men  daaropp — 1 
voor  p  in  de  plaats,  zoo  geeft  de  oplossing  dezer  vergelijking 

jtangPx.co9^x.Fdx=^  ^w^_^i>.K(M;(3;^-ll)-(2p^-13jp-hl9)^g]  ( tangf^x.eos^x.Fdx^ 

_[(3;;_13)(p— 4)— (/?— 3)2*»]  ltangP-^x.cos^x.Fdx—(p—4:){p-'h)  (tangP-^x.co8^x.  Fdx  + 
+  l—eos^x  +  {{p  —  4)+  eos^x)  A^]^-^"^^ F  —  tang^-^x.A  !,....  (XXXI) 

waarbij  nu  de  volgende  eindintegralen  behooren.  Vooreerst,  voor  evene  jp,  stelle 
men^  =  6,  dan  verkrijgt  men  (112),  (106),  (105)  en  (111);  daama,vooronevene 
Pj  stelle  men  ^  =  5,  en  vindt  alsdan  de  integralen  (40),  (1)  en  (34). 

14.     De    volgende    herleidingsvergelijkingen    met  het  argument  ^  x  kan  men 
evenzoo  behandelen.  Zoo  levert  de  formule  (E4)  naar  het  theorema  (ai) 

(p — 1)4 i^ I  sinP ^x.cosix. F —  / Fdx -  [p 5w/P— ^^ x . cos^ix — sitiP-^^ix^ | ^^sinP-^^ix.l^  + 
+  (p— 2)4 i ^ I *;«P-2 ix.cos^x. F—  jFdx -  [{p—2)8%nP-^ x . ros^ i x—sinP  -^ i a?]  — 
—  (p— 3)     sinP-^ix.cos^x.F—  j  Fdx-l{p—4:) sinP-^ ^x ,cos^ \x  —  sinP-^ ^x^. 

Op  den  tweeledigen  vorm  onder  het  integraalteeken  kan  men  nu  degoniome- 
trische  herleiding  toepassen 

A  sin^—^^x.cos^i  X — 8in^ix=A  sin^-^^x .  (1 — sin^^x) — sin^\x=A  m«— ^^^? — (-4+1)  9in^\x ; 

daarbij  blijkt  wederom  even  als  vroeger  de  noodzakelgkheid  om  de  exponent 
p  met  de  eenheid  te  verlagen,  en  alsdan  kan  men  de  gezochte  integraal  op- 
lossen. 

B13 
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_  [  (p  _  4)2  +  (p_3)M/fc«]  jsinP-^^x.Fdx  +  (/?— 4)  (p— 5)  LitiP-^\x.Fdx  + 
+  [2(1— A»)  +  2A2cMa?-(p— 2)A^]««^-^ia?.«i«d?.JP+4«»P~*4;r. a[.  .  .  (XXXII) 


Wat  de  eindintegralen  betreft,  die  bij  deze  formule  behooren,  moet  men 
wederom  onderscheid  maken  tusschen  evene  en  onevene  waarden  van  p.  Is  p 
even,  dan  stelle  men  2>  =  4,  en  men  verkrijgt  de  integralen  (22),  (41),  (103) 
en  (115);  is  jp  daarentegen  oneven,  zoo  stelle  men  ;?  =  7,  om  tot  deintegralen 
(18),  (113)  en  (117)  te  geraken. 

Op  dezelfde  wijze  verkrijgt  men  door  de  herleidingsformule  (Es)  vooreerst 

(p— 1)4  A^  I  sin\x .  co«Pi  x .  F—  j  Fdx  -  [c(?«P+4a:— p^in^iar.coaP-  4ir ]  |  =2  — 2co«P-84a?. A  + 
+(p— 2)4 *«  j  sin \ X . cosP-^ \x.F—  JFdx -  [cosP-^  \ a?— (p— 2)«m« \ x . c<?«P-8  i «]  j  — 
—  (P — 3)  1  9inix.cosP-^\x.F —  JFdx -[cosP—^\x —  (p  —  4)  sin^  i x . cosP^^ \ x^^l; 

en,  wanneer  men  hier  onder  het  integraalteeken  telkens  de  herleiding 

cos^i  x—A  sin^  i  x .  cos^^  x=eos^ix—Acos^^ix .  (1  —eos^ix)={A  +  \}cos^ix—Aco^^-^s- 

toepast,  en  daama  de  exponent  p  door  p  —  1  vervangt,  vervolgens 

jcosP\x.Fdx  =  ^^^-;^^^ 

_[(p_4)»  +  {p— 3)MA«]  jcosP-^\x.Fdx+(p—A)(p^5)  j coO^ix.Fdx  — 

~[2{l^lfi)—2i^cosx—(p—2)A^]caiP-^ix.sinx.F+4teo^^ix.L—4]  .  .  (XXXHl) 

De  eindintegralen,  die  bij  deze  herleidingsformule  gebruikt  moeten  worden^ 
vindt  men  als  volgt.  Bij  evene  waarden  van  p  stelle  men  p  =  4,  en  komt 
alsdan  tot  de  integralen  (19),  (41),  (104)  en  (116);  bij  onevene  waarden  van 
p  moet  men  daarentegen  p  =  l  nemen,  waardoor  men  tot  de  int^ralen  (17)^ 
(114)  en  (118)  wordt  gevoerd. 
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Eindelijk  behoort  hiertoe  nog  de  herleidingsformule  (Ee),  waaruit  wordt  afgeleid 

=  2tan^\x.L  —  [  3  (p  —  5)  —  (p_6)4*»]  j /fl«^-«iar.co«*iiP.  i^  — 

—  /  Fdx-  [  (p  —  2)/a»i^^-8iar.co*^ia:  —  ^tangP^^^x  ,coifi \x .sin^xll  — 

— [3(p— 5)— (p— 4)4 *»] Uan^-^ \x.coi^\x.F—\  Fdx  -  \{v—^)ian9P-^\ x . coi^ \ x— 

—  ^tan^P-^^x.cofi^x.rin^x  J  >  —  {p  —  5)  |  iangP^^ \x . cos^ \x .  F  — 

-   I  Pdx  -iip  —  6)  tang/P^I \ x . oob^  \x  —  4 tangP-^ \ x . cof?  \x.8in\x^  | . 

Hier  behoeft  men  de  volgende  goniometrische  herleiding 

A  eaii^""*i  X .  coi^  \  X — 4  tan^-^^^  x .  cm*  \  x .  Bin  \  xz=zA  tang^—^\  x .  co»^  i  ^p  •  (1  -^tang^  \x) — 

—  4 tang^^^\  x .  eos^ \ x . lang \x=  {A^  4)  tang^ \ x . cob^ \ x+A  tonp^— * \ x . cos^ \ x  , 

om  die   bij    den   vorm   onder  ieder  integraalteeken  te  gebruiken;  wanneer  men 
4aarna  p—1  voor  p  in  de  plaats  stelt,  komt  er 

ftangP\x.co8^\x.Fdx=:^ ~/    ^^  ([(p-6)(2p-ll)— 0»-7)«2ife8]2  [tangP-^x.coe^^x.Fdx  + 

I  {p—^){p—^)y  j 

+  [3  0»  — 6)«  — (p«  — 12p  +  3S)4*2]2   f  tangP-^\x.co8^\x.Fdx  + 
+  [(p_6)(2p— 13)—  (p  — 5)a2A«]2  f tangP-^\x.co8^\x.Fdx  + 

^ (^_6)(p— 7) /  tangP^^ x.co$^\x. Fdx+  [co8 x—{p—6+co8 x)L^]^-iangP-^\x. F+ 
J  8tnx 

+  AtangP-^\x.A  | (XXXIV) 


Voor  de  bij  deze  herleidingsformule  behoorende  eindintegralen  moet  men 
weder  onderscheid  maken  tusschen  evene  en  onevene  waarden  von  den  exponent 
p.  Heeft  deze  eene  evene  waarde,  zoo  stelle  men  2>  =  8  en  vindt  dan  de  in- 
tegralen   (119),  (116),  (120),  (116);   is   die    waarde   evenwel  oneven,  zoo  voert 
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de   onderstelling  p  =  7    tot   de   integralen    (67),    (15),    (14)   en  (59)  als  eind- 
integralen. 

15.  Er  blijven  nog  de  twee  laatste  der  herleidingsformulen  (E)  ter  behandeling 
over.  Past  men  op  de  eerste  daarvan  (E7)  het  bekende  theorema  (ai)  toe,  dan 
verkrijgt  men 

(  cosPx  J  Lco8P-^x  cosP-^^x-i]        CO^'^X 

^(p-2)kA-^F-{Fi.[-\+(p-2)^]U 
\  cosP-^  X  J  L  cosP-^  x^  ^  ^  coiP-^  x-i] 

of,  omdat 


sin^x       1  —  cos^ 


X 


cos^x  cos^x  cos^x       cos^^  ^x 

is,  wanneer  men  later  p  vervangt  door  p  —  1, 

/dx  l  (  C      doi 

o-;;;;^=fe,-i)o,_2)(i-i»)p-^)'-'^'"-""'+")*']/;^^+ 

waarbij  als  eindjntegralen  te  voorschijn  treden,  bg  evene  waarden  van  ^»,  voor 
2>  =  4,  de  integralen  (41)  en  (8)  en  bij  onevene  waarden  van^p,  voor  j)=  3,  de 
integralen  (6)  en  (28). 

Ten   slotte   gebruike   men    bij    de  herleidingsformule  (Eg)  hetzelfde  theoiema 
(tti),  dan  wordt 


-2  + 


eoiP—^\x 


_(p_3)4i«(-?^_/'i.d^lr_L_+(p_4)_«!^l| 
Hier  passe  men  de  goniometrische  herleiding 


Digitized  by 


Google 


EEN  AANHANQSKL  TOT  DE  TAFELS  VAN  ONBEPAALDE  INTEGRiLEN.         101 

/tin^  ^x       1  —  cos^  ^x  1  1 

cos^\x  cos^^x  cos^^x       cos^^^^x 

toe,  en    vermindere  vervolgens  den  exponent  jp  met  de  eenheid ;  dan  geeft  eene 
eenvoudige  oplossing 

-'p-'>'"'/i;^/+<''— '>'''-«>'*'/i^.'+t2<>-">- 

-2^^.  +  t,-4)i,n^,r-J^,  +  *\ (XXXVI, 

Al  weder  moet  men  bij  de  bepaling  der  eindintegralen  onderscheid  maken 
tusschen  de  gevallen,  dat  de  exponent  p  even  of  oneven  zij ;  bij  evene  waarden 
van  Pj  stelle  men  ^  =  4  en  vindt  dan  de  int^ralen  (104),  (41)  en  (19);  maar 
bij  onevene  waarden  van  p^  verkrijgt  men  voor  p=:3  de  int^ralen  (114), 
(17)  en  (51)  voor  dat  doel. 

Hierbij  zullen  wij  het  onderzoek  omtrent  de  integralen  van  dit  hoofdstuk 
staken;  en  met  name  het  theorema  {b)  niet  op  deze  herleidingsformulen  (E) 
Yan  het  Eerste  hoofdstuk  toepassen. 
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AANMEBEINGEK. 

De  int^ralen  zgn  genomen  tusschen  de  grenzen  0  en  x. 

I    k1  —  A*«n*9  / 

0  0 

Verderisbij  A(/,j^),   i^^C/.y),   E{l,y)  en  A  (/,«),   ^(A*),   ^(^,^), 
tang\y  =  coi\v.\/Tk,  ^»  =  -  (1  +  fc), 

<afVi«  =  «"i^-|/2i,  r=— (1+24)«. 


8it! 


Er  komen  als  nienwe  transcendenten 


A»' 


eoax  J  itn^x 

J  8%nx  J  A 

/Btnx  „ ,  /■   .  „da? 

C08  X  j 

^        fcMa?-^  /•  „i« 

^=:  \   - — Fdx^  X—  lcosx.F—i 
J  sinx  J  A'* 

6=  I  Fdxj  A=  I  ainx.  F  —  ^ 

^        f   dx     ^  f  .        ^dx 

J  cos^x  J  A* 
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T  A  F  E  L    35. 

jsinP x.Fdx=        _^^  j  [  (/» -  2;«  +  (p  -  If  **  ]  j »inP -^x . Fdw  - 

—  0»— 2)(P— 3)  (  ri^-*x  .Fdx—\l  -  (p—\)  L^'\»inP-'^  X  .coix.F  —  tinl—^  X .  L    • 

^  F—  —  cotx.F-\- L——-.  j  —  F—P.  iFdx  —  e. 

riifix  '       1  +  A  j  «inx  J 

ftinx.Fdx  —  —  eosx.F  +  -  Bgtin  (keinx). 

j  tin*x.Fdx  =  -  {«  —  tinx.eotx.F  +  —  (1  —  A)  }• 

ftin^x.Fdx  =  —  {  —  (2  +  liifix)  2  i»co$x.F+  (1  +4i*)  Bffrin{ktinx)—krinx.A)' 

fria*x.Fdx=^he  —  {3  +  2rin^x)slnx.eotx.F+  — (1— A)(4— 2  A— 2A*+9i*)!. 

T  A  F  E  L    86 

ftinPx.eotx.Fdx  =  A  (p  —  1)"  (1  +  ^)  f  rinP-^x.coix.Fdx  — 

—  (p— 2)(p— 3)  frinP-*x.coix.Fdx  ~[eoi^x+{l—pcos^x)£^*'\nnP~'xF—ii>^^x.eoix.A |. 

tCOtr  ^,  1     „,       A— WM!  (COSX  i  f  vj  ■         Ei^7-^£?f£j 

1  — —Fdx= :— jP-fZ — : .        /  -r-Fdx  =8.        I  coix.Fdxz=:sinx.F  +  -L— — - 

J  rin^x  nnx  tmx  J  stnx  J  *      1  + 

ftinx.cotx.Fdx^—  {E—  i\*.F). 

t  1    (  1  kcotx  +  A  . ) 

\tin*x.eotx.Fdx=  —-     2lfiiin^x.F  +  -(1  +  l^) L     ,    .    , cm«.A  +  1| 

/  o«*l  k  \  +  k  I 

fi>u»x.eotx.FJx=—-  {(1  +it8)2^— (2  +  A«— 3t*«in*a:)iP— A8«in*.<jo»ar.A} 


BU 
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T  A  F  E  L    37. 

rsiJx.I^^^ 777— ^l[(/>-3)'+(2/^^-9p+il)A^]  (sinP-^x.F—- 

J  cohx       (/^— l)(p — 2)^»  (  '  J  ^^*^ 

f                      dx                               f                      dx 
_[(2p2_15p+29)  +  (p— 3)2*2]  i  sinP-^x.F +(p— 4)(p— 5)/  «/iiP-«d?.i^ + 

J  CO8X  J  cosx 

+  [  cos^x  •}•  [l—  {p  —  2)ros^x]   A^  }  sitiP-^  X .  F  +  sint^x.cosx.A  |. 

-: ^  F=/+5.      /  —  F=a.     1 FJxiizy.      1 Fdx=a—sinx.F—-L   ^    .    ,    > 

sinx.cosx  J  cosx  J  cosx  J  cosx  k      1  +  « 

f^^Frf^zzza  — -^J  (3+.n«2^)2/fc2^t«^.F+-(l  +  7*g)Z^f^'^"t^  ^ojar.A  +  lL 
J  co«a:  oPf  X;  1  +  *  J 


T  A  F  E  L    38. 


j  sinpx.cosx.  A'Fdx  = '    l  (p  —  1)    l  siuP^^x.cosx.  t^  .Fdx  — 

—  sinP-^ x.L^.F  '{'    IsinP-^x.L^ dx \ . 

/cosx  1(1  1    cosx         1  ) 

'--   t..Fdx=-\-^L\F--~+-{l^2ki)Ltang\x[, 
sin^x  3  (        sm^x  2  sin^x       2  ) 

/cosx  1 

— „-   A  .Fdx=  —  i^0 —  A.F  +  Lfang i x. 


«iw*a?  51«^ 


jsinx.cosx.A'Fdx=—     j  (2  —  A^j  ^  ^  k^sinx.cosx —  2t^.F]. 


T  A  F  E  L    39. 


/  sifipx.cosx.F—= — -1  (p— 1)/  siuV'^x.C09x.F «/wP— ^o? .  A • -?'+  /  sinP-^xdx  L 

J  A     pA:*|  7  A  7  J 

t  cos.r      dx  A  f  dx  f  ^dx      1  ,  _. 

/-7-^  F-= F+L/anffix.      1  cosa.F~=0.      1  8inx.cofx.F-=-i[x'-A.F]^ 

Jsin^x     A  sinx  f  A  /  A     k^ 
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T  A  F  E  L    40. 

I  stnPx.co8X.P—=; 7m\{p—l)l  smp-^ x .coax.F—^sinP"^ x .  F±  \  9mP''^X'-'A. 

J  A*    (p— 1)*'!  j  A^  J  L^) 

f  J^  f  .  ^^^  f  .  «  ^^^      1 1         .      ^    1  ^A+icosx) 

jcosx.  P—^=>c     1  Binx.cosx.F-=i.     j  sin^T.cosx.F—=^^x-^innx.F^-L    -  ^^    j . 

fsi?fix.cosx.F-^  =  —  {A^.F—E+  2k^i}. 
J  A*       2** 

T  A  F  E  L    41. 

f  .  r^dx  1        I  c  dx  F      f  dx) 

j  sinPx.eosx.F-=^—^^(p-l)  j  sinP-^x.cosx.F~-sinP-lx  ^+ /«'»^"^^^2J^ 

/dx        sinx^  1  1  _  *2  /1  _  cosx) 

f  .  J»        \   \F  1  J 

j  «n<r.«w«.l^—  =  ;^  j  -  -  jTf^  Bgtang{tangxy\  -  A2)j. 


T  A  F  E  L    42. 


i  — -^^-I  =  2^(1-^»)  j  -^  F-E^-nn..co..  j. 
A*       2^|a»  1-A*     ^(1— A«)A 
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T  A  F  E  L    43. 

_  (p_2)(;^-3)  [  co.P-*x .  Fdx-l{l  -/!«)-(p— l)A«>'n  * .  co»P-*r.  F-l +roP-ix.A  j . 

f  f  .  TT     .      ^    r  ^gg^^  +   A 

I  /'^/a?  =  6.  j  ccsof.  Fdx  =  «iw  a? .  r  +  -;  x/  — T^TTk     ' 

/  cos^x.Fdx=  p  I  «  +  9inx.co8X.F  —  -  (1  —  A)  J. 

jcc^x.Fdx:=^\(2  +  co^x)2k^sinx.F-{\-h}fi)L-^^ 4+i«>.*.A|. 

m 

/'co»*:r.^Jar=^J36+(3+2co««*)m;r.co»x.i?+^^(l-A)(4-2A-2A*-15A«)|. 


T  A  F  £  L    44. 


(»inx.co^x.Fdx=  -7— J-TTTa  |  -  (p  -  l)«(l  -  2i»)  [  nnx.ccsP-^x.Fdx  + 
J  P  (P  +  1)  ^*  '  J 

+  (p-2)(p-3)(l-i«)  L«^.co«P-*ar.i?'«/«+[cc««jr-(2-p«n»«)A»]'^o^P-''r.^+»«n^-<'<'«^''P-A  |  • 

j  cc^x  ~~  cctx    ~   yl-k^  cosx  J  cobx 

[sinx.Fdx=  —co»x.F  +  -Bgsin(ksii,x).  [ sinx.cosx.  FJx=—^{E—A^.F}. 

(siKx.co^x.Fdx  =  -\  \  -21^co>.^x.F~\  (l -2ifi)  Bgsiniksinx)  +  si^x.A  j. 
L-«<.  cos^x.  Fdx=Y^^  { [{2-h]<^+iHcosi^)^ki^in^x]F-{l-2i^)2E+k^»inx.co,x.£^). 
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T  A  F  E  L    45. 

j  ttnx       (p— l)(p— 2)**|        "-^       )  ^\  r  f'       /    -»y  „„a. 

/dx 
co^-*x,F—  — 
nnx 

—  (P-4)(P-5;(1-**)  fco^- ^x.F-:^-[cos^x-{2r-{p-2)tiH^x)  A']co*P-»«.F-«>ur.«)«r*ar.A ! . 

-: J^^sry  +  a.  / F=zB.  I  -^Fda  =d. 

nnx.cosx  J  stnx  J  sina 

/COr  X  \  t  f*Ojfi  X  1 

-^Fdx==P  +  co,x.F—^Bgtin(k»inx).         \-^~^^'  =  ^^-^^^^''^)' 

/_  _^^  ••'14  1  I 

—r-  Fdx  =  p-\-  —  j  (3+c<w««)2-i2cM«.i?'+  -r(l— 8A*)5flf«n(*»Mi«)— «in«.A  [ . 
Bin  w  v  kr  f  k  I 


T  A  F  E  L    46. 


I  nnx.eoiPa.A.Fdazs:  j  _(«_1)  (1  —  jfc»)  I  nn».coiP-*a.A.Fdx  — 

I  (p+2)A«|       ^         ^^  V 

—  co«P-idr.A'.-?'+  I cotP-^x.A^dx  j. 

[^A.Fdx^ ?—  (-^  F-^-a-l^^+Ul-^-i^H^^f^ffiin+U. 

j  coi*af  3(]  —  Jt2)|«»«8a,  2^  '<«m8«^2^^  i 

f  tin  X  A 

/  ««a?.(?Maf.A..Fda?  =  —  |(2  —  i^)^?  +  k^sinx.cosx  —  2A^.F}. 

J  \J  K 
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T  A  F  E  L    47. 

jsinx.  cosPx .  F—=. — ^  \  — (p— 1)(1 — i^)  /  sin x.cosP-^^x. F—cosP—^x.A-  P+  f  coiSP-^xdit  \ . 

/sinx    dx         1     (  A  ^  ,        .,  \      f        -^dx     .      [  .  Jtx      \  ,         ^. 

^/Z=I=Fi"^^-^^^''^^^  y.i...2^-=A.  j.nx.cosx.F^^=j^[x^L.F). 


T  A  F  E  L    48. 


/dx  \  i  C  dx  f  dxi 

8inx.cosPx.F—=  I _(;?_  1){1  —]fi)  j  8inx.cosP-^x.F~'<o^ ''^x.F+  j  eoHP-^x-  [ • 

/ET^^  [  .  ^dx 

»tnx.J*  —  zzzfi.  I  atnx.coBx.F—^  =  i. 

/dx         \  i  1  J 

9inx.coM^x.F—=z-  ]  —  {\—]^)f^  —  co8X.F+-Bg8in(k9inx)  !• 

(^inx.cofix.F^^-^^  —  t^^.F+E—^iX—lfi^Ifii) 


TAFEL    49. 


/dw  \       {  ^   [  ^      dx  coflP-^x^,    [         ,  dx\ 

JtiHX.eotz.F-^  =  -    {  -  J*  —  ^^ ^  _  ^^  gg tang  (tangx.\/l  -  ^)  |. 

f  nnx.eoi^x.r  ——  =  —  <  A  ^ — ^ — r  —  —  u  i — ; — ~.       /• 
j  A'       ife*  j  A  2A     l  +  it«n*| 
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T  A  F  E  L    50. 

nnx.eosx.F — 7  =  — ;: J  p EA sinx  co»x  ! 

/-...„....^.=  i{_l^,  +  ^_^.  +  ,^.j. 


T  A  F  E  L    51. 


-  [(3/^-21p+38)  '{p-^fk*-\(tangP-^x.Fdx—{p^A){p-h)itangP-^x.Fdx 

co«*ar  co»*a;  ) 

jt^x^^^-  jl^dx  =  e.  jtangx.Pdx=zY. 

jtang^x.Pdx=-  y  +  Y{1^)  t^  +  (^  "  *")  A»«y».-F-  <««^»*.  A|. 

L^*..i^d.=.--i-j(3-to«^2,)(i.^ 
J  b(l-A»)f  l/l-AS    p/i_A8  +  A    <?o»»«" 


Digitized  by 


Google 


A  . 


112   ££N  AANHANGSEL  TOT  i)E  TAFBLS  VAN  ONBEPAALDE  INTEQBALEN. 

T  A  r  E  L    52. 

/Sx                        1  l  (  ^  dx 

tangPx.F—-  =      .     ,   ,.  .., rr-      -  (p  -  1)8(2  —  *«)  /  tangP-*x.I~  - 
co»*x         p  (p  +  1)  (1  —  A2)    I  "^  '    ^  '  J  cOf^x 

/dx  tatufP~^x         tatuPx      i 

iangP-^x.F    --  —{coifix—{p—coi^x)t^}'\  —^^4 —  ^— "t^  A  } 
(?o«*d?  ^  coti^x  Bvn^x        \ 

/1        ^    dx  «  .    ^  28inx  f     1       «    ^^  .    « 

tansrx      coi^x  1  +  A  j  tangx      coi^x 

/A  1 

/'--•-^,=e(lb)h(--)-^--^^^^ 

—  (2  —  F)  2  J'  +  [(3  —  /1«)  _  (1  —  jfcS)  /a«y»ar]  ta»y* .  A} . 

T  A  F  E  L    53. 

fte«^?«.ca»»xi'«fo  =——————  !  -[(p-4X3p-ll)-(3p«-13p+19)*«]L)»aP-«3r.«w«*.Frf«- 

— [(3p— 13)(p— 4)— (p— 3)8*8]  ltangp-*x.co^x.Fdx—{p-4)(p-h)  j tan^x.eo^x.Fdx— 
—  [  co^x  —  {(p  _  4)  +  coifix  }  ^8]  ^*^    '^■P—  tangP-*x.  A  [. 

j'^««8*J^d.=-?6-(2  W*)^c.te.F+Z^-H  1-8(1-A).    /^^^-^^-./^^^^^^-^^  ^A».^. 
j  coi^x.  Fdx=- 1  e+««  «.<»*«.  F— -j(l— A)  I .         |  taoff  x .  eot^x.Edxzz:— { JS?— A^.F}. 
1  tanff»x.eo»^x.Fdxz=  -  J  e  —  «««.«w*.^  +  —  (1  —  A)  {. 
ikm^x.(ot*x.Pdx  =  y  —  —  {^— A^.  i^). 

/to»^*«.cM8«.jR/ar=— -6-J- ^2  +ca»8j.)-te«-^.2r yJ=^L,^  .  ^7*  "tf^ r7s(l— A). 
2    rv   T-        /g     y          i/l—^a  (l-|-j/i_A«)c«>»«     2i8^  ' 
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T  A  F  E  L    54. 

/^^  =  fr-i)(Ao-*')l"^-'''-'^''-"^  +  "''^/^«^-' 
+  (.-3)0-')/;^^  + [(>-*')  +  0-3)  A'];^/-^.  +  l  t- 

/^  .    1  ,  kco8x  +  A  [  „  t  d^    -^ 

i  1  +  A  y  y  ca«a? 


T  A  F  E  L    55. 


/t-,^^-(,-l)(.-l2,(l-^,f»-^^'"-"''/^/^»  + 

+  (^K»-5)*'/^'-'-[«>^'-(2+(f-4).»'-|A'l;;^*'-;^A(, 

I  ainx.Fdx  z=z  —  a?«a?.i^  + -;  ^a«/i  (««/«a?h  I  Fdx=:y. 

J  i  '  J  cosx  ' 

+  3(1— ifc«)<«n^»  ](!  —  *»)/'— [(l  —  A») +  (1  —  2  it«)  2  co»«arl  ^A  |. 


1         ,1/1  — /t»«niF  + A 


B15 

MATUURK.   V£Ba.    OSR    KONINKL.    AKADBHIB.    DKKl.   XXII. 
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TAFSL    56. 

(  .  ^'     F=- ,^,    \,,, — Ti: |-[^2;&»-9/i+llH3/>»-15i»+20)l«]  /  .     '^'    ,  F  — 

JniufM>a>x       (j»— l)(p—2Xl— i*)|  r^     t   Jy  «B,.ca»i»~«* 

-[(y--3)»-.(3p«-21p-h38)it«]f  .      '^'  F-(p-A)(p-h)i^f- ^Vr  ^- 

-[««».+  {2  +  (p-4)«..*JA']^F-^^a|. 

y  «n«  2*»'-  *      J  tmg  '  k 

-:— ^rf«  =  J.  \-r-F=S. 

nnx  J  unx 

l-^F^y  +  d.     f.^Jf--F=:fi+±-F i^z;^^ra»«-+A 

J  nnx.eoix  J  nnx.eot^x  '        eotx  y/l—lfi 


eotx 


T  A  F  £  L    57. 


f»inP\x.Fdxz=z      _  (f^2)«8/t»  fw»iP-»^a-.i?'<fa^[(p-4)»+(p-8)«4t«]pt»y-<^g..fVj>  + 

+{p-^){p-h)ftin^\x.Fdx+l2{,l-1fi)+2lfieotx-(p-2)L*\»i>tP^  1 . 

l«i»  i  «  . /"rfj:  =  —  2  co«  i  « .  Jf  + -^  if  (/,  «). 

/'^«^*-^^--2(-«--^->~^). 

y,.»»  \  X .  ^'^-=~g(5-<'-*)co.4..F+g^|  (1 +4&)f-(/,.)-2E(/.*)+?!^^ 

^«•«M^.^rf^s^jse-^^-co^^^m^.i^-l^^iX^^^^i^+l-A]' 

y  ««8 1 , . i^-rfa-^— ^(8+ 4«n» \ x-\-Z,in*\xyos\x.F-^^^^^^{l-Uk-Z2k*)F(l^)+ 

+  24J?(/,e)— -p^— 2sfn^x.L\/2k 

l  +  k  —  kcoss 
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T  A  F  E  L    58. 

inf^\x.eot\a>.Fdxz=i     i_isAjA  !0'  — ^)(/'—  2)8^  l  tinP-^\x.co»kx.Fdx  — 
_  (p_  3)»  (1  +  4i«)  lrinP'*\x.eos\x.Fdx  + 
+  (p_4)(p_5)  I *inf-'\x.eoi\x.Fdx  -[.  [2«>««—  {(p  — 5)  + 
+  (P'-l)eotx}  A*] »'■«''-•*«•  F+ 2«m«.««P-6i».A  j. 
«"4*  2    „  2i/2A|„.       2i— 1„      .  J   1,  (A  +  co«i*)» 


CMior 


m^^ 


J?'^*  =  fi  +  d. 


co9\x.Fdx  =  ^9in\x.F+'-y^F(l,y). 
8in\x.cM\x.Fdx=  —  -conx.F  +  —  i3^m  (twna?). 

«„n..oa.i,./'rf^?«V.nx.i^+3;jp^{2^/.y)-(l-2A)^^^^^^ 
mSiaf.CMi*./'^*^  —  {  (1  — 2A«  +  4i»siH*\x)  F— E  +  2kBgtin(itinx)} . 

«VVp.wMi^.Frf^sr-J^  {  12Jt«»i«6i*.F+  -i=[16Jfc£(/,y)  — 

--{l  +  Sk--^12k^)F{l,y)'\-16i—^^^ L+2eos\x.£,-2\. 

^  /      X     /  j  1  -|-  ^  ^  kcosx  } 
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T  A  F  E  L    59. 

dx  1  I  -         ^  -   f  «  dx 

cosix 

dx 

dx 


J  co»\a!       (p  — i;(p  — 3)4P  l  J 

f  dx 

-  [  (P  -  5)«  +  (3^»  -  24p  +  49)  k*  ]  /  «nP-n*.  /?— 7-  + 

+  [(2p«— 23p+67)+(p-5)«4A»]  \mP-*^T.F~-^{p—%){p—l)($inf-^\x.P-^ 


-  I2c09x^  [{P—  7)  +  (P  -  3)(?Ma?}  t.^^  wiF-'^  \x  .F  —Zsinx  .9in3^-T  \x .  Lu 
f        '"         F  =  2fi.  t-^F=S.  fl^Fdx^fi-d. 

J  i%n\X.C09\x  J    COB^X  J    C09\X 

f  iin^  ix  1  1 

1 —[Fdx  =  fi  —  S  +  -eosx. F—  —  B^sin  (kainx). 

J  cosix^  '  ^2  2A   "^       '         ^ 

/«,.6  1  «  1 

- — ^Fdx  =  /i  —  S——{ll-  (l  +  6cMar— CM«a-)il«]  F—E+6kBffnn  (tsinx)  } . 
eOB  \x  o  Ar 

/"i!?iif  pj^  —  r—  _i_  j  (73  —  IQcosx  +  deos^x)]fitiH\x.F  + 
J  eot\x  30**  ( 

+^  [36i^(/,y)  -  (l  +  18Ar-92A»)i?l(/,  j)] -36Aq-j-|^+2c<,,i*.  A-2 
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T  A  F  E  L    60. 

_|.  (p  — 3)«jl«]  |(roiP-*t«.^rfa!  +  (p— 4)(p  — 5)  j eoa>-*\x.Fda!  — 

—  [2(1  — *•)  — 2i»<»««  — 0»  — ^)^*]»»*-»*».»»»»*.^^^  ^wMP-^iar.A- 4!. 


</« 


^=  2toiifi\ai.F+  2L 


2  «M»  dr 


i\  +  L)(L  —  eosx) 


(-^'-F^ 

J  eot{x 


f  2 

jeoiix.Fdx  =  2tin\x.F+-p=F{l,y). 


2  I     ^  ^  k        1  +  A      ^ 

<»^i*.^i»=l(5+co.*)««i*./'+3J^|(l+4W,y)-2JB(f^)+^^^ 


<!W*i».F<l«=M3e  +  (4  +  <».«)«n«.J'+-i  [4iZ,^^Y^^t_^  +  A-l]  |. 


eo^\x.Pdx  =  —  {8  +  4tin*\x+  Stin*\x  tinix.F  — 
15 


80 


^-=  1(1— 12fc-32ifc»)2!\i,y)+24^(i^)-^-:^^^— 2<ro<.i^.Ai/  2-fc-2(/2il . 
**j/2il  l+*+*<!0»«  J 
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TAFEL    61. 

j$m^».eo»Pi».Fd»=— — ^  |  (f  —  1) (p— 2) 8 i»  l  »i*\x.coit-*\x.  Fdx  — 

— (p--8)»(l+4/t>)fmi«.<»«P-*i*.^d»+(p~4)(p— 5)  fwfii». «»«?-«*«. /'rf«  + 
+  [2eo»x-\-  [{p  —  h\  —  [p—l)co»x)  L^^^co^P-^^x.F-^^tinx.eo^-^^x.t,  j. 

^''*'-^^~r+2*t'^^''^^+  ■4r^<-''^>i-2^(l+*_2r)2A(l-...^-HA»- 


CMio? 


Frfar  =/3  —  S. 


2 

siniit.cos^x.Fdx  = —'-cosaf.  P  +  ~B^rin{i$inx). 


»in\x.co»>ix.Fdx=--co^\x.F+^^\iEil^)-iL-2mi,zy^^^ 

»in\x.coir^\x.Fdx  —  —-   [  E—  (1  _  2i»  +  il^ co»* \x)  F  +  2 k Bg »in  (ktiux)]. 

»in\x.coi^\x.Fdx  —  —^  j  —  12>t««w*4».jF'+ -==  {  UkE(l,z)  — 
-(l  +  8*-12t»)^(/,*))  _16A— -^^i^ A+2««i^.A|. 

1    +  «  —  kC09X  J 
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TAFEL    63. 

(cote\x.F-^  =  , ,,/     „,  ,„  {(p— 3)«12tf  [eotf-*^x.F— 

J         '         «t«^<r       (/»  — 1)0»  — 8)4i»f         '  J  '         rinix 

_[(p_5)8_(3^— 24/>  +  49)4i»]  f cotP-*^x.F -^  + 

f  9tn^x 

+[(2p»--28H-67)+(p— 5)«4i«]  [cotP-*^».F  -^^—^p—6)(p—7)  [co^\x.P-^+ 

j  Mtt  f »  j  un  \  g 

+  [2«»»— {(/>  — 7)  — (p  — 8)oM«}  L*]eoiit-t\x.F—2nnx.eoa-^\x.L\. 

J  iw^XoCOt^x  J  »tn\x  y  «m^or 

^Fdx^ 

n»\x 

fS^til  Fd»  =  fi  +  9  +  leotx.F  —  -^,  Bgtim  (knnx). 

teoJ^\x  1 

\-r~Fdx^(i  +  ^+~-  {  [1  —  (1— 6eo»«— cM«ar)ii«]^— ^— 6AZ>>m  \Jtnnx)\. 

j  87n  \x  o  Aj* 

/eo$^  ^x  1       I 

-— ^  J?'dir  =  i?  +  — —  {  (73  +  16;co«ir+  8tfo«»ar) Jfe3ccMia?.  JF  — 
w«i  ^x  oO  A*  ' 

-  .7i^[36iJ?(/,«)-a+l8i-92P)^'(/,*)-  36* -4^^A-2««i;».A|. 


j  sm^x  V2k 
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T  A  F  E  L    68. 

[tanffP  i  a. .  Fds=i^ -^ j  _f (2p»— 11  p  -|- 16)— (p— 8)«2  A«]2  /  tan^*  i  x  .Fd»  — 

J  (P— IXP— 2)1  J 

—  [(3p«  — 24p  +  50)  — (p2  — 8p  +  17) 4*«] 2  j tangP-^\x.Fdx  — 

—[(2  p»— 21p+56)— (p— 5)«2  A»]2  ftanffP-*^  «  .Fdar— (p— 6)(p— 7)  jtan^\x.Fd*— 
-[c<«*-(p-4  — CM*  A«] ~^ .    /      .^,     A    . 

—^F=fi-\-8.  \Fdx=s.  (tang\x.Fdx=:8  —  d. 

tg\x  I  J 

tanff»\x.Fdx=-e-\-2tang\x.F—2£  (^  —  '^^H^  +  ^) 

2Mn3« 

<ani|8|aj,^^,  _^_  ^  ^.j.     c<Ma!.^+  —  JS^»;»  (*«mar). 

tang*\  x.Fdx=e+l\-(li-2cosx)'^F+i2-.i»)2L^^-:'''^^  +  ^^ L  ^^.  i ). 

<o«^H  «•  ^«^*  =  fi  —  9  +  r  j(5  —  8it*  —  3c«wa!  +  Z  tang*  \  x)  F  —  (1—2  i»)  8  E  — 

—  \3gn»(k>inx)  +  [(1  -  4A«)  +  (1  —  2 >fc«) 2 co» a: ]  ^J^^ll^  1 
K  cofr  \x         I 

itani/^  \  x.Fdx  =  —  e  +  ^  {(13  +  24  co»  *  +  23  w»««)   ""^'^    P  — 
/  15   l  2eofP\» 

-(23-28Aa+18)i*)22M^=|^^i±A)^(-(8_9)fe«)+(ll-9i2).<,»*]-^-<l9-18it«)  ( . 
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T  A  F  E  L    64. 

~lQp~  8)— (p-  3)4A«J(p— 3)  /  tariffP-*ix.F— ip-i)ip-  5)  /  tapffP -^r.  F— 

J  cos^^x  f  os^^x 

—  [  cosx  -  {p  —  2  —  cosx)  A*] V.      -  —  TT—-  A     . 

/a»«;«iar.     cos^^x  '  ^  1+A  /«^iir    cos^^x  ' 

'""^^'•^c-o^x  =  -  .-^.^+  2£-  2..«M-A. 

co«8i«       8  <      *  '  c«M«iar       T^     ^v  -»  2.v?««a-  ' 

ian^^x.  ^^^=g  j  (5-8i«+3faw<7*iar)  ^"-(1  -2/fe«)8£+[(l-4A«)  -{-(l-^i^^^co^x^^—^^l,  j . 

^«^n-i^  -4l-  =  l  I  2/«Vi-i^-  2(1  -  6A«  +  6A.4)/.^A:=|^i41i±A)  + 
'Ov«ia;       5  (  *   '  ^  ^         '  2sirfix  ^ 

+  [(1- 3A8)  +  (2-3A«)co«/]— ^  -3(1  -2/2)  {. 
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T  A  F  E  L    65. 

ltanffPix.co**ix.Fdic=' '^ [(p-6)(2/;-ll)— (/>-7)«2i*]2  [ ianoP-^x.cM^x.Fd*+ 

I  (P— o)>— 6)1  / 

+  [3(p— 6)«— (p«-12p+33)4/i2]2  i tangP-*\m.cos*\x.Fdx+[{i)—Q)(^2p—\^)  — 

—  (/  — 5)82 A*]2  /  tangP-^  \t.eo^\x. Fdx -f  (p— 6)(p— 7)  i langP-^  .r . co«* \ x . Fdx-\- 

4  i 

+  [co»x  —  (p  —  6  +  eos x)  £\^  ]  -; —  iangP—^  ^  «•./•'+  4  tangP-^\  * .  A  I . 

niii  w      '  \ 

Jtatig^x  8      81  \—cos^i  1  +  A     k     1+A     8** 

[^-^i^'/<r  =  /?  +  5  +  -y^  (  [1—  (1_6<;(W«-c<m«;f)  *«]  /— £— 6  A5?««()t««a?)  }. 

jeo^\x.Fdx=      j  3e+  (4  +  coja;)«wa;.F+ -  [  4itZ,    ^^'vl      +  A  — 1  ]   • 

j  iang  \.T  .co»*\x  .Fdx  =  —  {  B—  (1_2^«+  4A««»*ia-)  J' +  2/iiy^««  (im*)  }. 

/  15  1  (  (1  —  eo*xf  ) 

1  tang*\x.coa*\x,Fdx  =  — — c  +  -  }  5  (4 — csa:)  +  4 }»/«*./■  — 

J  8^8(^  ''^1+  eosx    ) 

—  21  (A  —  '<>'>'>>)  (1  +  A)    ,    1  T  AjfffjKA  _  A  n  _  A) 

2««»a!  "^  *  1  +  *  8*2^  '' 

\tang»\x.  eos^^x.Fdx  =  -^  {(1  —  2P  +  4A««t»«i«)  F  —  E+  2kBgsiH{ksinx)). 
//aii5*i;p.c<?«*iir./^rfa?=:-      3«  —  (4  ~  c^fla?)  mar.  F—  -[4^  i— -- -^^   — A+lJj. 

/tang^ \x.co8^\x.  Fdx=ft—S——  ( [1 — ( 1  +  6co*;r— cr.^» x)lfi^F—E^ %kBgnn[hinx)) . 


Digitized  by 


Google 


EEiV  AANHANOSEL  TOT  DE  TAFEL8  VAK  ONBEPAALDE  INTEGKALEN.        12B 

T  A  F  E  L    66. 


cosP—^  \  X 


fo,  OJ  ^l  ..  ni^r  kC08X   +    A     I 

J  v^k  j  j  oo8\x 


I — ;— /'=2<a/i^4ar./'— 2L  rTT" • 

J  cot^\x  "^  '  2*m2j? 
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T  A  F  E  L    67. 

-[2.o,.-((,--l)-(,.-5)c..}A«]^^-J:3^^AJ. 

/1  1 

siniiX.co»ix.FJx  =  —  -cotx.P  -|-  —  Bg»in{k»inx). 
a  2k 

{lin  \x.Pdx=—2cot\x.F  -^ri  F  {l,  z).  /"^*-  Pdx  =  8  —  fi. 

J  y2k  j  co$\x 


[""^^PU-     ^     V     2l^2A|y„  .  ,  1-2A  )      1  (A  +  »in  \ 

/ 


COS^  \  X  cos^  \x 


{^-^^^Fdx^z-  j  (1  +  4ifc2)4i?— [(1  +^k^)--&tang^\x  —  %tang^\x}  F  — 


-  [  2  (1  +  2F)  +  (1  +  ^k^)co8x^—^L 

coir  \x 


\- 
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T  A  P  E  L    68. 

/«.w''L.>xfe(;=4="2,|"^'''-°''+">^"-^''"'i/«.t..!l-.t.^- 

_  [  0.  _  3).  _  (Sf.  -  24f  +  «)  4f  ]  J-^;^^^^  F  + 

1  2  ^'^'  :r  ) 

feoi^iir  1      1 

/-r-^  fiar  =  17  +  -— r      (73  +  16cm*  +  dco»»a!)  k^cot^z.F  — 

I  sm^x  30«'  ( 

—  -|=[36*^(/,?)  — (1+18  A—92A«)i?' ({,«)]  +36*— ^*f^A-2«r.iar.A|. 

j— ^-Fd^=:^  +  «  +   —  {  [1  _  (l  +  6cMar— COK»*)**]  F— £_6*Bsr«»  (A««rf:)  }. 
feo»*ix  1  1      i  )      2nn^x.l/2i 

r-^-^Fdx=fi +8+ -cotx.F——Ba  tiu(k  tin  x).        {'^^Pdxz=fi + 2<-o>i\x.F-  -j=  F{/,z). 
J  nn\x  2  2«  J  nn\x  y  l>h, 

f^.J?fd.  =  ^  +  a.         f-^F^,. 

J  nu\x  J  ttn\x 

f  ^"  „ 

I F=  2/}. 

y  «f  n  ^  a; .  co«  ^  1» 

fnn\x.to^\x  co»\x  1  +  2*1  4*  \ 

"^"  2     (1  +A— 2r)2r(l  — «M«)  + A*' 
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HOOFDSTUK    HI. 


ONDERZOEK   VAN  mTEGRALEN,   DIE  BEHALVE   G0NI0MBTRI8CHE  FUNOTlfiN, 
NOG  DE  ELLIPTI8CHE  INTEGRAAL   DER  TWEBDE   800RT,   Ej  BBVATTEN. 

1.  In  het  eerste  Hoofdstuk  zijn  evenzeer  de  noodige  bouwstoffen  bgeenver- 
gaderd  voor  de  behandeling  der  herleidingBformule  (D),  aldaar  afgeleid.  Langs 
denzelfden  weg  als  in  den  aanvang  van  het  tweede  Hoofdstuk  werd  betreden, 
onder  dezelfde  opmerkingen,  en  met  dezelfde  voorzorgsmaatregelen,  leidt  men 
hier  een  overeenkomstig  theorema  af.     Men  vindt  toch 


[^(^).  r^^^/l=ra?7]  =  ^^^  r  dif  l/l  _  Ifisiffiy  +  9(*)  .  i^l  -  y^sm^x, 


dat  is 

^lq>(x).E]  =  E-(f{x)  +  q>{x).A\ 

waaruit  volgt,  wanneer  men  deze  naar  x  integreert,  tusschen  de  grenzen  0  en  Xy 
(p(x).  E  =  I  qi{x)  ./\dx  +  I  £  —  9  («)  •  rf^» 

J  7    ^^ 

die  wederom  oplevert 

1  Edx  —  <p{x)  =  (p{x).E  —  I  (p{x).Adx {c) 

In  de  voorlaatste  vergelijking  had  het  eerste  lideigenlijk  den  vorm  (p{x).E/  ^ 

en  er  is  derhalve  stilzwijgend  aangenomen,  dat  genoemd  produkt  voor  de  waarde 
X  =0  verdwgnt,  Dit  nu  is  wel  het  geval  met  den  factor  E^  maar  alsdan 
mag  natuurlijk  de  factor  cp  (0)  niet  oneindig  groot  worden,  opdat  het  produkt 
O.ip^O)  niet  onbepaald  of  niet  oneindig  groot  worde;  en  deze  voorwaarde  heeft 
wederom  invloed  moeten  uitoefenen  op  de  keuze  der  integralen  (^i)  tot  (^35). 
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Laat  ons  nu  beginnen  niet  de  toepassing  van  dit  theorema  (c)  op  die  ver- 
zamelde  integralen  (Si)  tot  (^35),  als  eindintegralen  van  de  algeraeene  herlei- 
dingsformulen  (D).  Men  zal  dan  achtereenvolgens  de  volgende  vinden,  waarbg 
evenwel  niet  alle  integralen  tot  verschillende  uitkomsten  voerden. 

iainx.conx.Edx^—  {  (4— 2it2_3^2)  £!,    {l—k^)F+k^8inx.ro,x.L)  ,.(121) 

/sin  X     „               1 
—  Edx  =  -  {  (1  +  aec^x)  E  -^-  F—  tangx.L)  , fl22) 

/  8iffix.cosx.Edx  =  --—  {  (2  +  3*2— 8*4+15** m*^)  E  —  (1—*®)  (1  +  2*«)  2i'^  + 

+  [  2(1  +  2*2)~   ^L^^lfiainx.cosx.L  1,  . (123) 

J8i?ix.co8^x.Edx=  ——  {(1  —  *2)(1  — 3/1^27?'— (2-7*2— 3  **+15**co**iF)^  — 

-  [2(1  — 3*»)  — 3  A^]  k^8inx.co8x.A}, (124) 

f  sin^  X  1  i 

j^^''^  =  12(l-A«j  I  (1  -*«)4/'-  [{7-  8*«)-  3(1  -A8)ta«^*;r]  E  + 


+  [4  (1  —  F)  +  icot^sn  —  5  A*]  ^^A      , (125) 


j conx .  Edx  =  tinx .  JS—  -  +  ^(1  —  ]<^)  L^^-^^-^^^  +  ^co»x . L (126) 

/sinx.Edx  =  —  cosx.E-\-  —  Bg»in(ksinx)  +  -ginx.A, (127) 

l~  E=tangx.E-\-\/T^^L^    ^^-^^t,  ^-  -{-  A (128) 

J  cos*x  (1  -j-  |/1  _  i&jCOSX 

f 


C08X  1         ri  ^  —  ^'^^^  t^-^-kcoSX 


Edx  =  —  ~-  E  +  L  ^==—, +  *  /.        '       ,      , (129) 


«m^a?  8tna*  sinx 


'      l+A     ' 


{'^Eda  =  ^E-).Hgsinq.sinx)  -  t/l^  Z  """»^1"^  +  ^  .  .  (130) 

J    C08^X  €08  X  C08X 
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aipTx  1  +  A 


j-^^Edx^i  —  cotx.E—l  +  L  p^  +  A, (131) 


fnH»^x.cos\iX.Edx=—-  {(1  —  >i8)i?— [  4  —  2  A«  (1  —  3co«*;  —  3  A*  ]  i?  •}- 
4-  SkBg8in{ktiHx)  -|-  (3  — cos  x)  k^  sia  x .  £i  }    , (132) 

fs!nkx.eoifiix.Edx=:—^  {[4  —  2^2(1  +  3co»ar)  —  3  A*  ]  ^  — 
—  {l—i^)F+SkBffsin{i.nnx)-\-{3  +  cosx)  S^sinx.A  }, (133) 

/■««8^^^^_       j  (i_^)8^_^i  _^  8k^  —  3iang*ix)£  + 
J  eo^^x  0  { 

+  12  kBffsin{ksinx)  +  [{l  +  2/C'«)  -|- (1  +  m  2  cot  x  ] -^^  A  1    , (134) 

cos*  i  X       \ 

/COx  \  X 
-rf—Edx  =  2{l—li^)P—{2+cose<^^x)E  —  2kBgsin{k*inx)  —  2cot\x.L,.{i^h) 

/*i^tl £dx=z{2  +sec^ \x)E—{l  — F)  2 i^"— 2  A Bg sin  {k sin x)  —2  ian^ix.A,  .  (136) 
eor^x 

J_^.= ,(_„,»..,_,  + „^±1^ +  .»  + ^  j ..  ,us, 

J  cos^^af  3  I  1  +  * 

_[(3_2A»j-(2-A»)«««*]^A  j, (140) 
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ffl!^Edx  =  l  I  (4-8/2+  3sec^^x)E—{l       lfi)4F  — 
J  (Ob^^x  6  ( 

_[2(l-A8)  +  (l-2A»)cM*]£^A  j (Ul) 

(flliJL^ax  —  ^  \  (16  +  24/fe»  — 64/fc4+  Ib^^ec^^x)  E— (l+2i^){l~i^)lQ F  — 
J  cos"  J  *  45  ( 

— [4(l-A«)(l  +  4A2)  +  (l  +  2A«)(3-4A2)2co»a:+2co«8af+(3— 8*')A*]^^a[  ,  .  (142) 
jcosix.EJx=2<n< i^. B+ g-^|(l-*)^(/^)  +  2*f(/,v)  +   "^^^J^co^ '•  A »/ 2i| , .  (143) 

f  jm»  i  ;r .  CM  i ar .  ^^ar=g  «„8  i «.  fi     J^tiTfk \ ^^~  ^ ^)(l-*)3^'(/.yl-(l  +  2i»)6E{/,y)- 
r  2(4+5ifc+10il«)-(l  +  4*)A*n      ,     ^    .^i     ,,,,, 

/Miii».5</«  =  — 2c(Mi«.-F+3--7^  j  2*£(/,^)  +  (l  —  A) .?'(/,«)  + 

+  :; ; ; stnix.A\/2k\    , (146) 

1  +  «  —  kcotx  \ 

l  tin\x  .co(>*\x  .Edx  =z  —  ^coi^  \x  .E  -\--^j—^j^     (1  +  2*«;  6  iF(i,«)  — 

-  (1  -  2  i)  (1  -  *)  3  F{l,z)  +  [  (1  +  14*  +  4  A»)  —  4  (1  +  A)  keotx  — 

.     2(4+5*  +  10*«)-(l+4*)A«n    .^^^.^^^^j ^j^^j 

1  +  A  —  kcoax  -*  I 
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2.  Nu  men  het  theorema  (c)  op  de  eindintegralen  {8)  heeft  toegepast,  kan 
men  tot  de  algemeene  herleidingsformulen  (Di)  tot  (Ds)  zelve  overgaan,  maar 
daartoe  zal  men  beter  doen  genoemd  theorema  eerst  om  te  keeren. 

L(x) .  tidz  =  i^(x) .  E -  ( e'^^  dx (Ci) 

Thans  kan  men  dit  theorema  rechtstreeks  toepassen  op  elke  der  integralen 
van  dezelfde  soort,  die  telkens  in  de  herleidingsformulen  (D)  voorkomen,  en 
daaruit  verder  eene  herleidingsformule  opmaken  tusschen  integralen  van  den- 
Belfden  vorm,  die  nu  den  factor  E  bezitten. 

Op  die  wijze  levert  de  herleidingsformule  (Di) 

(p+ l)ifc2  J  «fftf» ar  •  J5^p  f  «/nF- 1 j-.cMiT.  ^ 

—  (p—  2)  I  MnP— S x.cosx.Edx  |  —  (p - 3)  |  sinP-^x .  B—  (p— 4)  1  sinP-^ x .cos x. Edx I . 

In  deze  uitkomst  moet  men  nu  eerst  j?  +  1  voor  p  stellen,  en  vervolgens 
de  noodige  herleidingen  uitvoeren,  om  ten  slotte  te  verkrijgen 

i  nfiPx.coix.Edx=  +2)A^^  -!)-{-(? +  1)  P]{p -1)  [  iinP-^x.coix.Edx^ 

—  (/^  — 2)  (p— 3)  JBinP-^x.eosx.Edx—lScos^x  + 

+  {l—{p  -^^^coi^x^A^^nnP-^x.E^HnP-^x.cosx./^^l.  .  .  (XXXVH) 

Wanneer  men  bij  deze  herleidingsformule  de  eindintegralen  zoekt,  vindt  men 
bij  evene  v^aarden  van  ^,  voor  i>  =  2,  de  integralen  (126)  en  (129),  en  bij 
onevene  waarden,  voor  i>=5,  de  integralen  (121)  en  (123). 

Vervolgens  vindt  men  door  de  herieidingsformule  (Dg) 
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(p  +  1)^'  1  cosPx.E  +  p  j cosP--^ X . sin of , Ed X  1  =  stn x . cosP-^^ x .  A^  — 

—  [(^_2)  — (p—  1)  2*2]  I  co^-^a.E  +  (^^2)  j  coiP-^w.sifiX.Edx  \   + 
+  (p_3)(l  —  ^2)  I  co(^P-^x.E+  (p  —  4)  lco,P-^x.9inx.Edx  |. 

Ook    hier    moet    men  p   door  p  +  l    vervangen;    dan  zal  er  na  de  noodige 
herleiding  komen 

jsinx.coiPx.Edx=  \^[{p^l)^2pt^]{p—l)Linx.cosP-^x.Edx  + 

+  {p  —  2)  (p  — 3)(1--  A^)  jsinx.cosP-^x.Edx  +  ISco^^x  — 

_  I  i--^{p  +  2)sin^x}  A^]cotP-^x.E+sinx.cotP-^x.A^^ (XXXVIIl) 

Voor   evene  p    vindt    men  hier  als  eindintegralen  voor  p=2j  de  integralen 
(127)  en  (130);  voor  onevene  j?  evenzeervoor/)  =  5,deintegralen(121)  en(124). 
De  herleidingsformule  (D3)  geeft  ons  door  middel  van  ons  theorema 

ff                          dx     \          tanc/P^^  X 
tangPx.E  —  p  \  ian^^x.E  —r-  \  =  ~ A^  — 
J                        cos^x  '         sinx.cosx 

-  [{p  -2)2  — pAM  j  tangP-^x.E—^p-^  2)  f  tangP-^x.E -^^  — 

—  ^p~S)\fangP-^x.E — (p  —  4)   1  tangP-^x.E — ^    |; 

welke  vergelijking,    nadat   men    eerst  ^  +  1  in  plaats  van  p  heeft  gesteld,  en 
vervolgens  genoegzaam  herleid  heeft,  eindelijk  oplevert 

I  dx  1  i  /  dx 

f  dx  ^ 

—  {p~2){p  —  S)  I  fangP-^x.  E—z-  —  [Sco^x  — 

/  COtr  X 

-~(p  +  .o.«.)A«]^2=2^^-^A''  I (XXXIX) 

cos*x  sin*x  1 
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Ook  hier  worden  de  eindintegralen  verschillend,  naarmate  p  even  of  oneven 
is:  in  het  eerste  geval  vindt  men  voor  j?  =  2,  de  integralen  (128)  en  (131); 
in  het  tweede  geval  voor  ^  =  5,  de  integralen  (125)  en  (122). 

Bij  de  eindintegralen  (XXXVII),  (XXXVIII)  en  (XXXIX)  merke  men  op, 
dat  bij  evene  p  voor  j?  =  2,  de  tweede  genoemde  integraal  eigenlijk  niet  voor- 
komt,  daar  zij  dan  wegens  den  factor  {p — 2)  verdwijnt. 

3.  Gaan  wij  over  tot  die  herleidingsformulen,  welke  de  halve  x  bevatten,  en 
wel  vooreerst  tot  (D4),  dan  vinden  wij 

(/?  +  2)4A®  \8ifiP\x.E—--p  1  ainP-^ix.coa^x.Edx  j  =  —  sinx.sinP"^ ix. A^  + 

+Spk^  j  sinP-^x.E'dp—2)  j  sinP-^x.cos^x.  Edx  —  [(p— 4)+(p— 2)4it:»]  j  siuP  -^x.E  - 

(p— 4)  /  sinP-^ix .  cos\x.Edx  >  +  {p—  5)  j  sifiP-^\x.E—-{p'-  6)  /  sinP-'^ \x.cos\x.Edx  j . 

Vervang  hier  ook  p  door  ^  +  1,  en  pas  de  noodige  herleidingen  toe,  dan 
zal  er  komen 

[sifiP^x.cosix.Edx^^ — — — — — t-tt;  ]{p^  —  1)8 ^^ [ sinP-^ \x .cos^x.  Edx  — 
J  \P+^)  \P  +  3;4A:»  (  J 

_  [(p  — 3)  +(p— l)4A»](p  — 3)  [ sifiP-^\x.cosix.Edx  + 

+  (p_4)(jk;_5)  [sinP-^x.cosix.Edx+[6cosa!—{{p—h)+(p+Z)co8x}A^']9iiiP''%v.E  + 

+  ^sinx.sin^-^^x.A^  l (XL) 

Om  de  eindintegralen  te  vinden,  stelle  men  eerst,  bij  evene  ^,  i?  =  4 ;  dan 
komen  er  de  integralen  (144),  (143)  en  (145);  en  bij  onevene  p,  ^  =  5,  waarbij 
de  integralen  (132)  en  (127)  komen;  wegens  den  factor  {p — 5)  verdwijnt  echter 

ie  hier  vreemde,  onbekende  integraal   /-: Edx. 

j  sin\x 

Langs  denzelfden  weg  levert  de  herleidin£r«formule  (D^) 
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(p  +  2)4A»  j  co^^x.E  +  -p  1  sin^x.co^^ix.Eda:  l  =  »in  x .  co^-^  ^  x .  £i,^  + 
+8piAco^-^x.E+''(p—2)jsinix.co8P-^x,3Ix\—^^  leofP-^ix.E  ^ 

+'  (p—i)  jsinix.cosP-^ix.Edx}  +(p—5)\eo8P'-^x.E+'(p—6)  Lin^x.cnsP-^^ix.Edxl  ; 

en  deze  vergelijking  levert  verder  na  behoorlgke  herleiding,  wanneer  men  eerst 
p  +  1  voor  p  in  de  plaats  heeft  gesteld, 

/8inix.co8Pkx.Edxz= j  («*— 1)8*^  1  8in\x.co8P-^ix.Edx  — 
^                   (p4-l)(p  +  3)4A^r^  / 

—  [(P— 3)  -f  (p— l)4Aa](p-  3)  j  sin^x.coaP-^ix.Edx  + 

+  (?  — 4)(p  — 5)  I  8inix.co8P-^ix.Edx+  l6co8x+  [(p  —  h)  — 

—  (p  +  S)  C08X  }  A^ ]  ccsP-ti ix.E  +  2 sinx.cosP-^ \x.A^\ (XLI) 

Bjj  de  eindintegralen  moet  men  weder  onderscheid  maken  tusschen  p  even 
en  oneven:  voor  de  eerste  stelle  men  ^  =  4,  dan  wordt  men  gevoerd  tot  de 
integralen  (147),  (146)  en  (148),  welke  laatste  evenwel  wegens  den  factor  p — 4 
verdwijnt.  Voor  de  laatste  stelle  men  i>  =  5,  waarbij  de  integraien(133)en(127) 
te  voorschijn  komen,  en  wegens  den  factor  p — 5,  weder  de  laatste  vi-eemde, 
hier  onbekende,  integraal  wegvalt. 

Eindelijk  verkrijgt  men  door  de  herleidingsformule  (De)  de  volgende 

^x  I                     «        1       /'               .           ^     dx      \          2iangP-^itx      _ 
{p  —  l)\iangPix.E-'p  /   fanffP-^ix.E——      = '—-^  A»  - 

l  2       J  CO^^^X  J  €08*  ix 

-1{^P-V-(P-  4)  4^2]  j  tan!^P-Hx.E-^J,p  ~  ^^^''"^^^^''''^^^^l^ 

-[(3;^-^  11)«.  (;t>-2)4^2]  j  langP-^^x.E —  -^{p-4)jianffP- ^x.E^^-^  — 

i  1  /  dx      i 

—  (p-~5)  UavpP-^ix.E—  -(p-  6)  /  tansfP-^^ix.E  . 
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Wanneer  men  hierin  p  door  jp  +  1  vervangt,  en  verder  de  noodzakelijke  her- 
leidingen  uitvoert,  zal  men  ten  slotte  verkrijgen 


C  dx  \       \  f  dx 

j  cot^^x     /(?/  rl)  I  /  co^\x 

/dx  i  dx 

tangP-Hx.E^-  -(?;— 4  {p—h)  \  tafigP-^\x.E——- 
cos^ix  !  cos^ix 


^     2MnP— ^ia?        i/avgP—^ix     „  , 

—  [Sco8x  —  {p  —  2  +  cosx)  A^]——zrT-  —  .  ,         A^ (XLH) 

^  -^    cofjP-^^^x  cos^ix  }  ^  ^ 

Als  p  even  is,  stelle  men  p=  4  voor  de  eindintegralen :  men  vindt  dan  de 
integralen  (139),  (137)  en  (138).  Als  p  oneven  is  daarentegen,  stelle  men  |)  =  5, 
en  vindt  dan  de  integralen  (134)  en  (136),  terwijl  dan  de  laatste  eene  vreemde, 
onbekende  blijft;  maar  die  heeft  tot  factor  {p  —  4)(jp  — 5),  zoodat  zij  in  beide 
gevallen,  voor  p  =  4  en  ^  =  5,  geheel  verdwijnt. 

4.  Er  blijven  nog  de  beide  laatste  herleidingsvergelijkingen  (D)  over,  die  een 
coBinus  in  den  noemer  bezitten.    Daarvan  geeft  de  eerste  (D7) 

«    I     1  f   ^inx     ^        I  sifix 

<"- » 0  -  *•>  I  .^^.  ^  - " /.:^  *"*  I = .^  ^' + 

+  Hp-2,-(p-8)2*.]j^£-(,-2,J^^J.j  + 

!1                                 f    ninx  ] 
—  E—{p  —  A)l  r^^H  • 

In  deze  vergelijking  moet  men  rm  p  —  1  stellen  in  de  plaats  van  p,  en  ver- 
krggt  dan  na  behoorlijke  herleiding 

f^!!^Edx  = r  !  [(P— 3)  — (p— 4)2*»](p— 3)  /  "*"!,  Edx  + 

]  coBPx  (p—l){p—2){l—k9)\*-^^      '       ^      '       ■'^       'JeotP-^x  ^ 

+  {p-5)(p-Q;  j-^^^^^Edx-[Zeot>x—  {4  + 

X                       jtitt  X             i 
+  {p-^)nrfix\  A«] T-E—  T-A»      (XLni) 


Ten  opzichte  van  de  eindintegralen,  komen  er  bij  evene  waarden  van  p^  voor 
l?  =  4,  de  integralen  (130)  en  (127):  en  evenzeer  bij  onevene  v^aarden,  voor 
p  =  7  de  integralen  (140)  en  (122), 
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Ten  slotte  geeft  de  laatste  der  algemeene  herleidingsvergelijkingen  (D),  na- 
melijk  (Dg),  door  middel  van  ons  theorema 

—  -(«-2)  /  ""*/    E.lx:   -(»-6)8*«) \ — E—iip—i)  i    ''"tf    Efixli. 

+  (p-  8)4A«  I  -  ~-  E-lip-  6)  /— ^  EJx  I; 
^  ^'  '         \  co>i>-^x  2^^         ' J  eo*P-^x  i 

en  deze   wordt,    als   men  p  door  p  —  1   vervangt,  en  verder  even  als  telkens 
vroeger  herleidt, 

J  cotPix  (p-l)(p-2)  r^'  '^^^         '  ^Jeo^-^x. 

-(p-5)(,-7)8*«|^^^^..+  (,-7;(,-M*«y;^il^^^.- 

-[6.0,.-  ((,_l)-(;,_9)c..}  An,-^^-;^,A3  j.  .  (XLIV) 

Als  eindintegralen  komen  hier  bij  evene  p^  voor  ^  =  4,  de  integralen  (148), 
(146),  (147),  en  bij  onevene  ^,  voor^  =  7,  de  integralen  (141)  en(136),terwijl 
wegens  den  factor  p  —  7  de  laatste  integraal  wegvalt,  die  hier  ook  onbekend  is. 

5.  Op  deze  acht  herleidingsformulen  (XXX Vll)  tot  (XLIV)  kan  men  ook  dezelfde 
herleidingen  toepassen,  als  op  het  eerste  achttal  (I)  tot  (VIII)  in  Hoofdstuk  II,  §  10 
tot  1 3  is  gedaan.  Daarbij  is  het  echter  evenzeer  noodig  een  zevental  nieuwe  trans- 
cendenten  intevoeren,  die  van  de  vorige  slechts  daarin  verschillen,  dat  zij  de 
functie  E,  in  plaats  van  de  vorige  F,  bevatten.  De  vorm  der  integralen  wordt 
nu  evenwel  zoo  merkelijk  eenvoudiger,  dat  zij  in  dit  zamenstel  met  volle  recht 
eene  plaats  verdienen. 

Men  neme  den  niet  herleiden  vorm  der  vergelijking  (XXXVII),  zooals  zg 
rechtstreeks  ontstaat  uit  de  herleidingsformule  (Di),  en  voere  bij  haar  de  gonio- 
metrische  herleiding  in 

sinfx.coax  = co8^x  = (1  —  sin^x)  =  («Wd?  —  a/»*'^*^?); 

C08X  C08X  C09X 

dan  verkrijgt  men  vooreerst 
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(p  +  l)Jt^  [sinPx.E  --^pi    ( sif.P-^x.E—  —    l  ainP+^x.E—  \   \  = 

^  \    j  COSX  J  C08X  I    ' 

=  cosx.sinP-^x.L^  ^-  [  (^  _  2)  +  p/fc«  ]  I  sinP-^x.E  — 

—  (p— 2)(  I  sinP-^ X . E—  —  1  wnF->  x . E  —  1 1  —  (/^—3)  |  sifiP-'^ x.E— 

—  {p  —  4)l   [sinF-^x.E     ^    —  fsinP-^x.E—]   [. 

\  J  cosx         J  cosx  I    I 

In  deze  uitkomst  stelle  men  eerst  p  —  1  voor  p,  brenge  dan  de  gelijknamige 
integralen  bijeen,  en  voere  verder  de  noodige  herleidingen  uit;  dan  komt  er 
eindelijk 

/dx                1           r                                                 ^    f         ^     ^  dx 
sinPx.F  = [(»  — 3)a  +  (p— l)(2/;-^3)i»]  j  sinP-^x.E - 

f  dx 

—  [{2p«  — 15;»  +  29)  +  (p_3)(p— l)t«]  \ginP-*x.E  —  + 

/  cosx 

/dx 
HnP-^x.E +  [Scos^x  +  fl  —  pcos^x)  A^^^inP-^x.E  + 
C08X 

+  sinP-^x.cosx.A^  j (XLV> 

Verder  gebruike  men  bij  den  niet  herleiden  vorm  der  herleidingsformule 
(XXXVIII)  de  goniometrische  herleiding 

,  cos^x    ,  ^  COS^X    ,  „    ^  1      ^       ,  /  .  o    V 

sm  X .  cos^x  =  -; —  stn^x  =  (1  —  cos^x)  =  -; —  [cos^x  —  cos'-r^x)\ 

stnx  sinx  sinx 

men  vindt  alzoo  dadelgk 

(p+\)k^  \co^Px.E  +  p[    fcosP-^x.E  —  —  fcosP-^^x.E^^]  \  = 
^  \  J  sinx        J  stnx  I   ) 

=  mix.coO^-^x.A^  _  [(p_  2)—  (p— 1)2^2]  I  cosP-^x.E  + 

+  ip-2)\  f  coiP-^x.E-^—f  cosP-lx.E^\\+{p''S){l—k^)\cosP-^x.E+ 
\J  stnx     J  stnxj'  ^ 

+  (p— 4)  (    f  cosP-^x.E—  —   fcoa>-^x.E'-A-]\; 
\  J  stax        J  swx  I  ' 

B  18 

IfATUUllK.    VBRH.    DER   KONINKL.    AKADEMIB.    DBBL    XXII. 
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of,  wanneer  men  eerst  p  door  p—\  vervangt,  daarop  de  gelijknamige  integralen 
bij  elkander  brengt,  en  weder  als  boven  herleidt, 

/dx  \  (  f  dx 

[  dx 

+  [(2;?2— 15^  +  29)  — (3p«—19p  +  32)ife2]  /cmP-*x.^— — 

/  sm  X 

/dx 
eo9P-^ X , E-r-  —  [3 co9^ x  —  {4~p mfi x)  A*] coO^ x.E— 
8tnx 

—  ainx.co^P-^x.t}  \ (XLVI) 

Ten    slotte   moet  men  nog  in  den  niet  herleiden  vorm  der  herleidingBformule 
(XXXIX)  de  goniometrifiche  herleiding 

tang^ x 

— - —  =  tang^x  (1  +  tang^x)  =  tangix  +  tang^-^^x 

invoeren,  om  te  komen  tot  de  vergelijking 

(p-^l^il  —  lfi^ltafigPx.E—pl   I  tangP-^x.Edx+  j  tangP-^^x.Edx  \  |  = 

_    tangP-  x  ^s  _  [  (^  _  2)  2  —  »*«]  \  (angP-^x.E  — 

—  (p—2)  (  /  tangV-^x.Edx  +  j  tangP-^  x . E d x  \\—:pS)\tangP-^x.E— 

—  {p—^)[    \  tangP-^x.Edx+  j  tangP'^x.Edx\  i. 

Stelt  men  in  deze  uitkomst  p  —  1  voor  jp,  en  herleidt  dan  op  dezelfde  wijze, 
als  reeds  vroeger,  dan  komt  er 

jtangPx.Edx=^^_^^^^^^^^_^_  {-[(3/7^-1 5p+20)-(p^l)(2p.5)i2]  W-^^.^J^- 

— [(3p»— 21p+  38)— (/^- 1  yp—S)i^']  t  tangP'^x.Edx—{p—4.)l,p—h)  ftangP-^x.Edx  — 

-lScos^x-(p-l-ein^x)Ln''-^E-'^^  (XLVH) 

CO«P— *  X  8tnX,  C08  X  ) 
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Zoodra  men  echter  bij  deze  drie  herieidingsformulen  de  eindintegralen  wil 
opmaken,  stoot  men  dadel^k  op  onbekende,  vreemde  integralen,  diehieralgemeen 
als  nieuwe  transcendenten  optreden.     Deze  zijn  vooreerst 

J  cof*x  j  s%nx  J  C08X  J  smx 

dus    t- — ''- — E=Y^  +  Si;  I Edx  =  €i;.  .  .  T (y) 

Jstnx.cosx  I 

en  deze  zijn  hier  genoegzaam,  om  alle  eindintegralen  te  kunnen  uitdrukken. 
Vooreerst  voor  de  herleidingsformule  (XLV),  en  wel  bij  evene  p^  voor  ^  =  6, 

(—E=a^  , (149) 

/  cosx 

fsin^x   ^  ^  f  d^    ^        f  ^,  .«1 

/  Edx=  I E—  lcosx.Edx  =  a^  —  smx.E  +  ~  — 

J  cosx  J  cosx  I  2 

1/1        jov   ,  A  -^  kcosx        1 
-^^(1-^)^      J+;fc       --oo.^.A (150) 

met  behulp  van  de  integraal  (126).     Vervolgens 

/  Edx=  I  E '-'   I  cosx.Edx  —   1  sin^x.cosx.Edx. 

J  cosx  J  ccmx  J  J 

Deze  laatste  verkrijgt    men  bij  de  onderstelling  p=2  uit  de  algemeene  herlei- 
dingsformule  (XXXVII) 

jsin^xxo.^x.Edx=-— 1(1+31^)  jeo^^ 

dus  volgens  de  integraal  (126) 

11  1  A  +  kcosx 

+  (1  +  3A«  — 2A2)co»ar.A}  ; 1151) 


* 
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en  nu  verkrggt  men  ook 

{'—Edx  =  «1  +  r^^  \  (3  +  sin^x)  ^i^ainx.  i?  +  (1  -  15^'^)  + 
J  cotx  24«*  ^ 

+  -(l-A2)(l  +  15A»)i^^*=-^^  .   .    (152) 

Terwijl    men   voor  onevene  p  stellen   moet  jP  =  5,  en  alsdan  voor  de  eindinte- 
gralen  vindt 

[  ,   ^^        E=Y,  +  S, (153) 

J  Binx.cosx 

(  —  E^ix  =  Yi (154) 

/    008  X 

iV^  Edx=  l—Edx—  \  sifix.cosx.Edx  =  Y\  —  rrs:  1  (4  — 2it«  -3A*)^  — 

—  (1  — *2)F  +  k^8inx.co8x.t\  L (155) 

waarbij  men  van  de  integraal  (121)  gebruik  maakte. 

Wat    de   herleidingsformule    (XLVI)  aangaat,    vindt  men  als  eindintegralen, 
bij  evene  waarden  van  ^,  voor  ^  =  6,  de  volgende  integralen 

/£*="' <''«' 

/cos^  X  [  dx  C  1  1 

— ; — Edx=\—, —  E — \8inx.Edx=(lY+co8x.E^—Bg8itt(k8inx) — rrsinx.tj,^  .  (157) 
sinx  J  smx        J  2k  2 

waar  men  tot  de  integraal  (127)  zijn  toevlucht  moet  nemen.     Daarop  volgt 

/cos^x  f  d^  f  f 

— : —  Edx  =  I  - —  E —  I  sinx.Edx  —    /  8inx  .cof^x.Edx^ 
8inx  j  8%nx  J  J 

waarvan  de  laatste  uit  de  algemeene  herleidingsformule  (XXXVIII)  te  verkrijgen 
is,  als  men  daarin  p=2  stelt. 

/ sin x.co^x.Edx=  -— |  —(1—4 A»)  J8inx.Edx+  [Scw^a?— 4oo*«;f. A*]  — E+sinx.L^ |  , 
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dat  is,  als  men  de  integraal  (127)  invoert, 

~2AT^  j  — 8i2co58ar. ^—-(1—4*2)  S^m(fcma?)-(1— 442— ^A^^a-.AJ;  .  (158) 


waardoor  nu  de  vorige  formule  levert 


I Edx  =  ft.  + (3  +  coii^x:9>k^cosx.E+  7  (1  —  16 A»)  Bgsin  {ksinx)  ^ 

J  sinx  24/fc*  '  » 

+  {l  —  l6Jt^—2A^)sinx.A  \ (*59) 

Voorts  stelle  men  voor  onevene  waarden  van  p  ook  hier  ^  =  5,  waardoor 
men  gebracht  wordt  tot  de  volgende  integralen. 

f-^^  ^ = /1  +  ^, (^53) 

J  stnx.cosa 

['■^Eia:  =  Si, (!«<>> 

J  sinx 

l"-^Edx=  C-^Edx^   lsinx.cosx.Edx  =  d,^-^,ki-2k^-^dA')E- 
J  sinx  J  sinx  J  6«*  ^ 

_  (1  ^ifi)F+  i^sinx.cosx.L  j, (1^1) 

waarbij  de  integraal  (121)  werd  gebruikt. 

Eindelijk  zoeke  men  de  eindintegralen  voor  de  herleidingsformule  (XLVII), 
en  wel  eerst  voor  evene  p,  als  men  p  =  &  stelt.  In  dit  geval  komen  er  de 
integralen. 

JE^fx  =  61  , (162) 

l  iavg-x.Eix  =  —  j  Edx  +    j  -^ E  =  —  «i  +  tangx.E  —  1  — 

_  ^/rzrp  L    v^T^r^^,  ^  ^  ^ (163) 
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volgens  de  integraal  (128).     Daarop  volgt 


(tanfy^w.Edx=l  Edx  ^   ( -^  E  ^   (^^^Ed 
I  I  J  <^*^  J   ^^^ 

Deze  laatste  kan  men  uit  de  herleidingsformule  (XXXIX)  afleiden,  waarbij  men 
dan  p  =  2  moet  stellen ;  dit  levert 

[fang^x  Csitfix  1  /  ^     C  dx 

\-j—Edx=  /  —r-Edx  =  ,  ,/    ,,,     _(2-3A»)  /— r-  E-i^cos^x- 

J  co^x  J  cot^x"-  6  (1  —  A;^)  '        ^  /  eo&^x 

—  {2+co6^x)An  -. l-^-—r^^  +  1  h 

8in  X .  cosr^  x  cos^  x  ' 

of,  met  behulp  van  de  integraal  (128), 

—  (1  4-  2co6^a!)  (1  _  A8)  A_  } ; (164) 

COh    X    I 

derhalve  is  nu 

+  (8-  9F)^/CTL-^^E^+^^  -  (1  +  8co.«.)(l-.«)  J-J  .  .  (165) 

Bij  onevene  waarden  van  p  stelle  men  j)  =  5,  ^^  verkrijgt  alzoo 
(cotx.Edx  =8^, (A60) 

/  langx.Edx  =  /i  ? (1^*) 

en  met  behulp  van  de  integraal  (122)  nog 
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j iang»a!.Ed»=z  —  Yi+  -  {(1  +  tec^z) E  —  F  —  iang x . L) (^^^) 

Wanneer  men  de  hier  gevonden  integralen  (151),  (158)  en  (164)  in  verband 
brengt  met  de  vorige  integralen  (126),  (127)  en  (128),  volgt  daaruit,  na 
herleiding. 


icofix.Edx—  icosx.Edx—  inn^x.cosx.Edx=z-—  \{2  +  co^x)ik^8MX.E  + 
-(l  +9it8)~i(l-X«)(l-9A2)i^^ti£fif  _(l_9i-2_2A2)co««.A},  .  (167) 

fsin^ic.Edx=  Linx.Edx—  f  Bimr.cos^iJPEdx  =: —~  \-^{2+8in^x)Sk^cosx.E  + 
+   -{l  +  8k^)Bgiitt{k6inx)  -i-  (1  +  8k^  —  2^^)  sinx . A  j    , (^^^) 

l-^E=  I^E+  i^Edx^—^^    \[2+sec^x){l-k^)2E^%{l-l^)- 
Jcos^x  Jcoi^x  jcos^x  6;i— A^j  /^     '  '^  ' 

—  (4  -  3  k^)  V\~=lc^L     ^\  -f^^  {\-^cos^x)  (1-feg)  -4~  !•  •  (^^^> 

6.  Dergelijke  herleidingen  kan  men  even  goed  toepassen  op  die  herleidings- 
formulen,  welke  in  plaats  van  de  geheele  x  de  halve  x  bevatten,  namelijk  (XL), 
(XLI)  en  (XLII);  maar  ook  hier  zal  men  weder  stuiten  op  enkele  vreemde, 
onbekende  eindintegralen,  die  dan  den  rol  van  nieuwe  transcendenten  vervuUen. 

Beginnen  wij  met  de  herleidingsformule  (XL),  zooals  zij  eerst  rechtstreeks 
was  afgeleid,  dus  voor  dat  zij  verder  veranderd  was,  en  voeren  wij  daarbij  de 
goniometrische  vergelijking  in 

sin^\x.cos\x  =  ^^  co^\x~-^  {\-sin^\^)^-^{^^^^ 
cos\x         *  cos\x  ^  <^os\x 

dan  verkrijgen  wg 
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^  —  ainx.tinP-f^^x.A^  +  SplcAnttP-i^x.E (p  —  2)  ij tinP-*^x.E — j 

-  Li,.P-Hs.E-^\  I  _[(;,_  4) +  (p~2)4i«]j«'P-*i*.£- 

1  I    f  dx  f  dx     ^    \ 

—  ^(r  — 4)       IsinP-^^x.E —   /  8inP-^\x.E —  )   |   + 

+  (P— 5)  \sinF-^^x,E—  '(p—6)[  [sinP-^^^x.E — f mif^ \x.E  —^\\. 

(  2  \J  cos\x      j  eo9\x!} 

Ten  einde  deze  in  een  geschikten  vorm  te  brengen,  vervange  men  eerst  p 
door  p —  1,  en  brenge  vervolgens  de  gelijknamige  integralen  bij  elkander ;  dan 
verkrijgt  men  na  behoorlijke  herleiding 

/dx  \  K  f  dx 

f                         dx 
_  [  (p  _  5)2  +  rp  _  3)  (3p  —  7)  4  ^2  ]   i  ,n,p-4  j ^.  ^ +  [(2?»— 23p  +  67)4- 

J  C09\X 

+  0^—3)  (p— 5)4^2]  ishP~^\x.E — ^^  _(p-6)(^-7)  \ nvP-^\x .E -^  — 

J  C08  \X  J  C0S\X 

--[6cosx^{{p-^7)'^{p+])cosx\A^]sitiP-^x.E-'2sipx.sihP-^x:LA^  .  (XLVni) 

Evenzoo  kan  men  in  de  niet  herleide  algemcene  herleidingsformule  (XLT) 
gebruik  maken  van  de  goniometrische  herleiding 


cos^  \  X  cosi  \x  1 

[rin  \ X . cosl  \x  — s^ffi  \x  = (1  —  cois^ i ^)  =  (cos^ \x  —  cos'"*-^  \ x)^ 

sin  \  X  s7n  \x  s<n\x 

en  langs  dien  weg  de  volgende  vergelijking  afleiden. 
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(fl+2)4*«  j  cotP^x.E-\--p  (    [eotP-^».£-^ [  otP+^^x.E -r^  ]  (  = 

^*^^    '  '  '  ^2*^^]  '  tin^w       j  '         nn\x  j  ) 

i  1  /    /  dx 

=  «««.<»»»'-«  i  ar.  A'  +  8pi' \eotP-»^x.E+ ~{p—2)[    1  eo  P—^^^x.E -— 

\  2  \  J  •••  1  * 

+  lip-6)[jco.P-H^.^£^^-  fcotP-^x.E^^"^  |. 

Ook  hier  moet  men  p  —  1  voor  p  in  de  plaats  stellen,  daarna  de  gelijkna- 
mige  integralen  bij  elkander  brengen;  daarop  zal  eene  behoorlijke  herleiding 
de  volgende  formule  opleveren. 


dx 
sin  \  X 


C  dx 

-  [  (?  -  5)*  -h  (P—  3)  {Zv-1)  4*8  ]  /  co:P-^\x.  E  — -  +  [  (2/;»-23/.+67)  + 

[  dx  C  dx 

4.  (^—3)  {p—h)  4  fc2]  I  c(?f "-«  i  a? .  i?  — —  —  (/^—6)  (p-  7)  /  rm^'-8  i  or  J?  -—  — 

—  l6cosx+  {{p-'l)—{p+l)co^x}A^y^oi^-Ux.E--28inx,c.>a^-^\x.l^^\.  .  (XLIX) 
Eindelgk  gebruike  men  de  goniometrische  herleidiugaformule 

cofr  \  X 

bg  den  niet  herleiden  vorm  van  de  algemeeae  herleidingsformule  (XLiTI),  zooals 
deze  rechtstreeks  wordt  gevonden;  dan  komt  er 

B19 

KATUUBK.    VKKH.    DER    KONINKU    AKADBMIlfi.    DBEL    XXII. 
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(p  —  1)  I  iatiffP \r.E—  -pl   j  tanffP-^  ^x.Edir  +  j  tanffP-*-^  ix.Edx  |   |  == 

=^1^7^  A»-[{3p-7)-(p-4) 4  ^] I  tangP-^ \ *-^(p-2)(  jtangP-i\x.Edx^ 
+    jtangP-i^x.Edx]    j  —  [(8p  —  11)  —  (p  — 2)  4*«  ]   \  (anpF-*  i  x .  E  — 

—  «(P—*)!   I  ('"'fff-^i^-Edx-^-j  taHgP-^\x.Edx\  ^—{p—S^^tanffP-fi^x.E— 

—  5  (P  — 6)  (    han0^Hx-Edx+  l  tangP-^\x  .Edx  j  j. 

In  deze  vergelijking  stelle  men  eerst  p  —  1  voor  j),  vereenige  dan  de  gel^k- 
vormige  integralen,  en  voere  de  noodzakelijke  herleidingen  uit,  zoodat  men  ten 
filotte  verkrijgt 

jtanffP^x.Edx=      _  ^^ ^    _.    j  -  [  (2p8  -  llp  +  16)  - 

—  (p— 3)(p  — 5)2A»]2  j  tanffP-^\x.Edx  —  [{Sp»—  24p  +  50)  — 

—  (p  — 3)(p  — 5)4/fc«]2  ( tangP-*\x.Edx  —  [{2^  -21p+56)  — 

—  (P— 3)(p  — 5)2A«]2  \tangP-^\x.Edx--{p—Q){p—l)  \  tangP-^ \ » . E dx  — 

—  [3w««~(p--4  +  w«j)A«] 7-^E ^77— ^A" (L) 

Zoodra  men  hier  bij  deze  drie  algemeene  herleidingsformulen  de  eindintegralen 
bepalen  wil,  treden  er  weder  eenige  vreemde,  onbekende  integreden  als  nieuwe 
transcendenten  op,  namelijk 

/dx  ^  f  dx  f  »in  \x  ^        ^ 

cosix  J  8in\x  J  cos^Jt 

['^Edx  =  /9,  +  S,,  l—^^—-E=2(h (S) 

J  8in\x  /  1  -r     1,  J  8in\x.co8\x  '^  ^^ 

Zoo  vindt  men  voor  de  eindintegralen  van  de  herleidingsformule  (XLYIII), 
als  men  vooreerst  p  even  onderstelt,  voor  ^  =  8,  de  integralen 
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/-^i?=fi, (170) 

/9in^lx                  t    dx  f 
^-   Fdx=  I  £dx  —  I  co8\x.Edx=,  Ci  —  2Ww  ior.i?  — 
C08\X                       J  COi^X                    J  =»1  » 

met  behulp  van  de  integraal  (143); 

J    C08\X  J    COS\x  J 

+  45A^2lfc  1  (i-^Xi-ia^^sJ^^^y^-a  +  i^A^^e^C^y)- 

-[(l+44*+4i*)-4(l+A)W-H^i±M±«^l^  .  (172) 

wanneer  men  daarbij  gebruik  maakt  van  de  integraal  (144). 
Verder  is  nog 

/^'fik^  „,  fsin^^x  „,  f  ,  , 
:^Edx=  I  — ^Edx—  l  8tn^\x.co8\x .Edx. 
C09\X                       J   C08\X                        J 

Ten   einde   deze  laatste  integraal  te  bepalen,  stelle  men  ^  ::=  4  in  de  herlei- 
dingsformule  (XL) 

J8in^\x.co8\x.Edx=  — —  |  120*^  j 8in^\x.co8\x.Edx  — 

/jp 
cot\x.Edx  +  [6eotx  +  {l  —  7eMar)AM h  2-^^aH, 
tin  ^x         tin\x       ) 

of,  met  inyoering  van  de  integralen  (144)  en  (143), 

=  3^  i  l*^*""'i*-^-37rA[^^  +  l2k-12i^)il-k)F{l,y)  - 

—  (11  +  12  i^)2kE{l,y)—  [(—1  +  4)t  +  44Jl»  +  16 /fc»)—  16 (1 +k) k» cot x  — 

OAS      »  .  (15  +  20^  +  28  A»)  -  (1  +  4^)  2  A»,        ,       .    .— il 

—  SA»  — 2A ,    ■    '      ^ ]  'ot^x.A[/2i\\;  .  .  .  (173) 

1  +  A  +  icoex  -1'  ' 
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en  hiermede  wordt  nu  de  vorige  int^fraal 

f^^Edx  =  ?i  +  -^  |_  (78  -  16«».«  +  3  «>«»»)^i*»«ni«.i?  + 
J  cos^x  oloA*  V  2 

+  p^pl  +26A-  180A«)(l-*)3  2f(/,y)-(5  +  36i»)80A^(^y)  + 

+  [_  (3  —  26  A  —  728  *«  —  lUi^)  +  104  (1  +  k)  l^cotx  +  9  A"  — 

(63  +  95/1  +  364)1«)  — (1 +  4A)  13  A»        ,     ,    .— t  i 

—  2*^ — -!- ^   .   .    /  ■    ^    ^ ^ =-]«Mi^.Al/2i  1     (174) 

Wanneer  men  daarentegen  p  oneven  onderstelt,  dan  komen  er  als  eindinte- 
gralen,  voor  p  =  7,  de  integralen 

/  dx  „ 

/  -T — -E=  2/9i, (175) 

/^*^'  =  '»'-*- '"«) 

^J&rfar=  / \-  Edx  —  I  sin^x.cos^x.Edx  =  fii  —dr  + 

COi^X  J  C08\X  ,   J  *  *  . 

+  -C08X  .E  ^ — —  Bgsin{ksinx) — -««ar.A  » (177) 

volgens  de  int^raal  (127) ; 

/si^hJ^  ^  X                  f  siffi  ^  X  t 
—Edx  =  / T^  Edx—  I  sih^ix.co8\x.Edx=z/9i  —  ^i  + 
COS^X                         J    C09^X                        J 

+   — -  j  [4  —  {l  —  Qcosx)2i^  —  3A«]^—  {l  —  lc^)  F  —  9i  Bg8in{k8inx)  — 

—  (9  —  cosx)  i^sinx.l^  |    , (178) 

wanneer  men  daarbij  de  integraal  (132)  invoert. 

Ten  aanzien  van  de  eindintegralen  voor  de  algemeene  herleidingsformule 
(XLIX)  kan  men  op  soortgelijke  wijze  te  werk  gaan;  men  neme  vooreerst  p 
even  aan,  en  onderstelle  daartoe  />  =  8,  zoo  komen  er  de  integralen 
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/ir.^='- '"" 

feot^ix  f    dx  t 

\—--Edxz=z   l— E—  I  tinix.Edxzzini  +  2iotix.E  — 

—  3F2I  !  2*^('.^)  +  (1  -  ^)  ^^''.^)  +  rTTZJ^/"^'"''^^'  1'  •  •  (180) 

na  invoering  van  de  integraal  (146);  terwijl  die  van  dezelfde  en  van  de  integraal 
(147)  noodig  is  bij  de  volgende 

fC08^\X  [cofi\x  f  1 

I—, Edt  =  I  —, hdx —  lcos^\x.8in^x.ISdxz=:m  +  -  (7+co*a?)co*la?.  A^  — 

J  8in\x  J  8in\x  J  3 

~  45171*  f  ^^  +  12i«)6i?(/,.)  _  (1  _  *)(1  _  12*)  3F(/,e)  + 

+  [(i+44*+4*»)-(i+*)4w-H^i±^:^!Hi±i*i^^^^^^  .  (isi) 

•-  1  +  i  —  kC08X  -»  )       ^        ' 

Vervolgens  is 

C  C08^  i  «P  f  C08^  ^  X  f 

/«iii;r  /;i«i^  J 

Deze   laatste  integraal  echter  kan  men  afleiden  uit  de  algemeene  herleidings- 
formule  (XLI)  voor  ^  =  4. 

1 8in\x.cc8^\x.Edx  =  ——  |  120*«  l  rin\x.co6^\x.Edx  — 

f  ^        E  8inx         \ 

—  (1  +  12*2)  I  tin\x.Edx  +  \_6co8x  —  {l  +Tco8x)L^-\ — -  +2 — -  A»    = 

/  e08  \  X  C08  \x  J 

—  (1  +  12A_12*»)(1  — *)F(/,«)  +  [(— 1  +4i  +  44i«  +  16A»)  — 

.    „  ,         (15+20A+28il«)-(l+4*)2A*,  .  u 

-16(l+*)A«oo»;p+3  A8-2  i''—^ — J.    ,       .  ]mia>.A|/2*     , .  (182) 

1  +  *  —  kcoix  -'> 

bij    welke  herleiding  men  zich  van  de  integralen  (146)  en  (147)  heeft  bedieud; 
en  nu  volgt  ook  dadelijk 
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/eot^lx  l       i  1 

■^^  Edx  =  iji  +  gYg^     21  (73  +  16«w«  +  3  w»«*)  -k^eo»k^.E  - 

—  p;=[(5  +  36A»)30ib^(/,«)  — (1  +  26A  — 180A«)3  (1  —k)F{l,t)  + 

+  [_  (3  —  26*  —  728)1»  —  104*8)  —  104  (1  +  h)k*eotx  +  9  A»  — 

„,  (63  +  95*  +  364*8)  — (1  +  4*)  13 A«      .    ,       .    .— T 

—  '* 1+*-*«:, ■ ]-*-^^^2*] (183> 

Verder  neme  voor  de  onevene  waarden  van  ^,  hier  2>  =  7,  dan  verschijnen 
er  de  integralen 

/dx 
mi..co>i.^=^^^  • (175) 

;j^J?d.  =  /?,+^,. (184) 

-——Edx=  /-r-r-  ^^^—  I  sinix.cos^a.JBdx  =  fii  +  ^i  + 

+  2<?M«.^— — 5^*tn(ifm«)  — -«««.A,  •  .  .  • (185) 

wanneer   men   daarbij   de   int^raal  (127)   gebruikt;    en  eindelijk  evenzeer  met 
behulp  der  integraal  (133) 

I    .   ,      Edx  =  I    .    ^     Udx—   I  8inix.coii^ix.Eda  =  /?i  +  ^i  + 
J  nn\x  J  sm\x  J 

+  rj-  {[—4+  2k^{l  —  9cosx)  +  3A*]J?+(1  —  k^)  F— 9kBg8in{ksinx)  — 

—  {9  +  cosa)k^Binx.L}.    .  .  .  , (186) 

Ten  slotte  heeft  men  nog  de  eindintegralen  te  zoeken  voor  de  herleidings- 
formule  (L),  altijd  op  dezelfde  wijze;  dat  is,  men  beginne  met  evene  waarden 
van  p  en   stelle  daartoe  p  .—  8,  dan  wordt  men  teruggevoerd  tot  de  integralen 


j  Ildx  = 


«1, (162) 
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jiang^\x.Eda:=  —  \  Edx  +   i     /*     jg  =  —  «i  +  2iang\x.E  — 

_2^Z^^t^"-2Z^^-7y  +  ^>  +  2A-2 (187) 

met    behulp   der   integraal    (137) ;   terwijl   deze   en  de  integraal  (139)  evenzeer 
noodig  bevonden  worden  voor  de  integraal 

/  tang^ \ x . Edx=—  1  tang^  \ x .  Edx+  \  ^^^rr^ Edx^B^-^--    —(1  +  2 cos x) ^^"f       -^+ 
J  J  J  ^^^i^  3|  eos^\x 

Daarop  volgt 

ltang^\x,Edx=i—  j  tang^\x.Eda  +   I  f^^T^  ^^^^ 

en    deze    laatste   moet   men   eerst    uit   de  algemeene  herleidingsformule  (XLII) 
itfleiden  voor  ^  =  4 ;  deze  bewerking  levert  dan 

[tang^\x  ^  fs'm^\x^^  1    i  ^^        .  ,r.    ^    f        «  ^     ^^ 

/  — TT^  ^dx  =   /  — rf"  J&rf^  =  —      -    8  -  4F)  3  /  «5^«^n^--^-Tr-  - 
y  cos^\x  J  cos^\x  20  I  J  co8^\x 

f        dx  2     ' 

-(4-12*«)|j.  — -[3<.,.-i2+....)A«],-r^^^;^,- 


1  +  A         ^      '  '  2w»2a? 

—  2  (5  +  2*«)  —  [  5co8x  —  (2  +  co«a?)  A*  ]  — —  +  [  (3  +  2*»)  + 

sin\x.cos^  \x 

+  (3  +  P)  2co*:r  +  co»2;i?  ]  — =—  (, (189) 

cos^ \x  ) 

waarbg    de    invoering  van    de   integralen  (139)  en  (137)  noodig  blijkt  te  zijn; 
en  nu  volgt  door  middel  van  deze  uitkomst  ook 
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iang  ^  x 


o        ^  — 


ltang*\x.Edx  =  —  *i  +  ^  j  [(l  +  12*«)  +  (23  +  6/«)  fM»]  2 

\  +  k  ^       ^  ^  isiifix 

-  2  (65  +  %k^)  -  [  3cM«  -  (2  +  coBr)  A*]  ~rrA — TT  —  l^  (13  +  2i2)  4. 

+  (84  +  8Jfc«)  2co«iP  +  23<?M«ir  ]  ~—  1 (190> 

C0li^\x    j 

Wanneer  men  vervolgens  de  eindintegralen  voor  onevene  waarden  van  p  wil 
zoeken,  onderstelle  men  i>  =  7,  dan  vindt  men  de  volgende  integralen 

/St;^'" ="■+*' <"** 

/'^H'^'^'''-*- <■"' 

I  tan^ix.£dx=  —   l  tang^x.Edx  +    f  ^—  Edx  = 
J  J  Jco^\x 

=  8^—P^'\-^{2'^9ec^\x)E—(\--'k^)2F^2kBgrin{k9i%x)—2tang\x.tl,  .  .  (19j) 
volgens  de  integraal  (136  ;  eindelijk  de  integraal  (134)  gebruikende, 

l  (ang^\x.Etlx  =  —    \  tang^\x.Edx  +    J  ~~  Edx=  fl^  —  <^i  + 

+  7    (1  —  '^*)  20 F—  [(23  +8  /<«)  —  - — — - (3  +  6  co*ar  —  cot^r)\  E  ^- 
6  f  L  4  vos'  \x  J 

+  24/r5^«fi(^«fiir)+  [(7  +  2it»)  +  (4  +  A»)  2 <?(?««?] —^^aI (192) 

COfr  \   X      I 

7.  Eiodelijk  kan  men  nog  eene  dergelijke  herleiding  toepassen  bij  de  alge- 
meene  herleidingsformule  (XLIII)  en  (XLIV),  die  beide  eene  macht  vancosinus 
in  den  noemer  hebben. 

De  goniometrische  formule 

sin  X  ain^  x  1  —  cos^x  1  1 

009^  X        sin  X .  coa^  x        sin  x .  cos^  x        sinx,  eos^  x        sin  x .  cos^-^^  x 


Digitized  by 


Google 


EEN  AANHANGSEL  TOT  DE  TAPEL8  VAN  ONBEPAALDE  INTEGRALEN.        158 

moet  men  aanwenden  bij  de  verandering  der  herleidingsformule  fXLIII),  en 
wel  op  de  oorspronkelijke  gedaante,  zooals  zij  rechtstreeks  was  afgeleid.  Dit 
geeft  dan 

(p_i)(i_^) I J-  ^_p(  / .  ^%,  E-  f-Ji—A  I  = 

(  cotpx  \J  $tnx.eofP+^a!  /  atns.coiP—'x      ]  ] 

—  J^l±.^z^  [(,»  — 2)-(p  — 3)2*8]  j — ^-—E  — 

_(p_2)(    /   .       ^"  E-l  £f__^U+(p_  5)^8  1-1-  £- 

\  J  itnx.cotP^^x  J  nnx.coO^—^x      j  )  {cosP-^x 

_  (,_4)(    f  .      "     ,   B-  (  ,-^'  -.-  ^)j. 
\J  nnx.eoaP   ^x  J  anx,eoiP~°x     J\ 

Vervangt  men  in  deze  yergelijking  p  door  p — 1,  brengt  men  de  int^ralen 
bijeen,  waarin  dezelfde  machten  yan  cosw  voorkomen,  en  herleidt  men,  zoo  is 

}  nnx.eosPx  ^  ~  (p  —  1)  (p  — 2)  (1  -  A«)  j  ^  ^^^*  "  9/»  +  H)  — 

-  (3p»  -  17p  +  26)  U8  ] /^T^^;^^  J^  -  [  (P  -  3)*  - 

-  (3,8- 25,+ 54)  .n /— ^,i^+ (.-^^ 

—  r  3cM8iP  _  {  4  +  (p  —  6)  «««ar  }  A^  ]  — ^  —     ^"^^    lA (U) 

^  ^  ^  ^        -'cosP-^^x       cosP-^x      J  ' 

Voor  evene  p  kan  men  als  eindintegralen  gebruiken,  wanneer  men  ^?  =  2 
stelt,  de  vroeger  gevonden  integralen  (159),  (157)  en  (156) ;  voor  onevene  ^ 
daarentegen,  als  men  ^  =  3  stelt,  de  integralen  (161),  (160),  (153). 

Er  blijft  nu  slechts  de  herleidingsformule  (XLIV)  over:  in  hare  rechtstreeks 
gevonden,  niet  herleide  gedaante  voere  men  nu  de  goniometrische  vergelijking  in 


%%n  \  X 


|jr  _        zin^\x        _    1  —  g/>^^a?   _  /  1 1  V 

co«/ \x        %m\x.  cotf' \x        wn\x. co^ \x        \9in\x. cos^ \x        wn  ^ a? . coif'^^ \^  V 

dan  verkrggt  men 

B20 

1VATI7UILK.    VKHIJ.    DEB    KONINKL.    AKAD£M1K.    DEBL    XXII. 
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^^^  '        |co«P-«i:F  2*'         '\y«ni*.CMP-»4*  j nn\x.co^-1\x    }\ 

In  deze  vergel^king  moet  men  vooreerst  p  —  1  yoor  p  in  de  plaats  stellen, 
daarop  de  gel^knamige  integralen  bijeenvoegen,  en  eindelijk  de  noodige  herlei- 
dingen  uitvoeren,  om  te  komen  tot  de  volgende  herleidingsformule. 

-[(p-3)'  +  (p-5)(3,-17)ii']/^.,^/;^,.^,^  + 

+  (P  -  7)  (8p  -  191 IJ'  /  .  ,     ''*.  ..    £  - 

-  (P  -  7)  (?  ~  9)  4A»  /    .   ^     ''^,  ,^     J?  -  [  6«»«  -  {  (p  -  1)  - 

-(p-l)co,x)L^^-^--^^  L^  I (UI) 

Voor  de  eindintegralen  vindt  men  hier  voor  evene  ^,  als  men  ^?  =  2  stelt, 
de  integralen  (183),  (181),  (180)  en  (179)  terug:  en  onevene  ^,  als  men^  =  3 
fitelt,  evenzeer  de  vroegere  integralen  (186),  (185),  (184)  en  (175). 

8.  Voordat  wg  verder  gaan,  willen  wij  eerst  de  gebezigde  nieuwe  transcen- 
denten  iets  nader  beschouwen.  Men  kan  op  alle  de  methode  van  het  gedeeltelgk 
integreeren  toepassen,  en  daama  nog  soms  die  van  het  ontwikkelen  van  een 
factor  onder  het  integraalteeken  in  eene  reeks. 

=  E.L(anff{-^  +  -x\  —  2S  ~^-  /«•«  (2«  +  1)  «.  Arf* , (149) 

\4       2    /  0  2«  +  1  y 
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^  f  ds  f  d  f 

P\—  I —. —  E=  I  Edx~.Ltang\a!  =zE.Liang\cf — I  Ltanj^\x.Ada  = 
J  Mfior  J  dx  J 

oo        1  r 

=  E.Ltang\x—2  S r   1  co»  (2«  +  1)  x.t^dx  , (156) 

0  2«  +  1  J 

fnnx  f  d  f 

Vi  =  I  Edxz=z^^l  Edx —.LcoBx=  —  E.fsCo$x -{-  I  Leosx.£idx= -^  E.Lcosx  + 

J  co$x  J  dx  J 

^  ( Ldx^—  L2—S  {—lY^'^^=—E.L{2co9xyS^  .  (154) 

di=  I  - —  Edx=  j  Edx—.LHnx  =  E.LHnx—  JL9inx.£^dx=  E.Lsinx—j £^dx[— 

—  L^  —  S^^^^^^^E.Li^dnx^+S^fcos^nx.Adx, (160) 

l        n      J  i  nj 

8i=  JEdx  =  x.E—  jx.Adx,  .  .  .  .  , (162> 

/dx  f  d  /    75  1     \ 

— —  E=2  I  Edx  -.LiangX  -  +  -a?)  =  ^E.Ltanff^  {n  +  x)  — 
00$  \x  J  dx  ^44y 

—2  i  Ltang\  (n+x) .  t^dx=2E.Ltang  i{n+x)  — 4  J^^^  /  «n  (2  n+\)\x.t^dx  , .  (170) 
J  o2n+iy 

1/1  =  /    ,   ^     E=  2  \  Edx  —.Ltang\x=2E.Ltangix —  iLtang  \  x.  t^dx  = 
J  nn\x  J  dx  J 

=  2E.Ltang\x  —  4^- [ co9  {2n  +  1)  ^x.Adx; (179) 

0  2«  +  1  y 

uit    welke    uitkomBten  duidelgk   blgkt,   dat   de   integralen    a^  tot  i?i  werkelijk 
nieuwe  transcendenten  zijn. 

9,  Ook  bij  deze  soort  van  integralen  kunnen  wij  overgaan  tot  hetonderzoek 
van  zulke,  die  behalve  de  elliptische  integraal  J5,  ook  nog  eene  zekere  macht 
van  A  onder  het  integraalteeken  als  factor  bezitten.  Is  die  maoht  eene  onevene, 
zoo  wordt  de  integraal  in  dit  opzicht  irrationeel;  is  zg  eene  evene,  dan  blgft 
de  integraal  daarentegen  rationeel.  Met  dit  doel  voor  oogen,  vindt  men  door 
de  methode  ran  gedeeltelijk  integreeren 
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w(x\  f  dx       r       d  T 

=  f^^~  /  ^^-U'^-' (*)+(«— 2)*'«''*-«"''--K'^)J  .••••• W 

bij  welke  herleiding  ondersteld  is,  dat  de  tennbuiten  hetintegraalteeken,  ——^E^ 

voor  w  =  0  verdwijnt,  hetgeen  met  den  factor  E  het  geval  is.  De  bruikbaarheid 
van  deze  herleidingsformule  hangt  echter  geheel  af  van  den  vonn,  dien  de  groot- 
heid  tusschen  haakjes  in  de  laatste  integraal  verkrijgt,  en  deze  is  wederom  af- 
hankelijk  van  iederen  vorm  van  de  functie  9. 

Beginnen  wij  nu  met  de  onderstelling  qp  (x)  —  sinP-^^  Xj  dan  verkrijgt  de  her- 
leidingsformule  (d)  de  gedaante 

/dx        8inP~^^x  f    dx  , 

«i«P+l x .  -^=  —^E—  j E—^ {A\p  +  l)sinP X.COSX  +  («— 2)4« miP-^^x. co9 x},.(E) 

r^**^^^  —  J  E—alnPx.cosx.  {  (;?  +  1)  +  (,,_p_  3)  k^siifix  },....  (KJ 

sifiP'^^  X             f      dx 
=  "^^^-  1  E  —  8ivPx.co8x .  {(n  ^  2)  —  {n  —  p  —  Q)  A^  ) (K^) 

De  beide  laatste  herleidingen  zijn  daarin  onderscheiden,  dat  in  de  eerste  (Ki) 
de  exponent  n  en  in  de  tweede  (Kg)  de  p  standvastig  blijft ;  en  dus  omgekeerd 
in  de  eerste  de  p,  in  de  tweede  daarentegen  de  n  verandert,  en  wel  beide  ex- 
ponenten  telkens  met  2. 

Een  oppervlakkige  blik  op  beide  doet  ons  zien,  dat  zij  zeer  worden  vereen- 
voudigd  door  de  onderstelling  p  =  n  —  3,  omdat  alsdan  een  der  termen  onder 
het  integraalteeken  in  het  tweede  lid  verdwijnt,  en  alzoo  de  eenig  overgebleveno 
dadelijk  kan  opgelost  worden,  waarbij  beide  hetzelfde  leveren. 

/d  X        «iVi*""2  ^            f                d  X 
sin''-s^.cos..E-  =   -—^E-jnn--^x—. (K3) 

Maar  ook  de  vergelijkingen  (Ki)  en  (K^)  kunnen  zelve  opgelost  worden,  en 
alsdan   komt   er,   nadat  bij   de  eerste  de  p  door  p  —  2  vervangen  geworden  is, 

/^dx           1       (  ««P+ia?  ^        r  .     .,       dx 
8\nPx.co8X.E —  =  1   T-  E  —   \  sinP-^^x r  + 
A**       «  —  2  j    A»-^             J               A»-^ 

+  («  —  P  -  3)  jsinPx.cosx.E'^-^     , ^  |  .  .  .  .  (KJ 
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1  I  sinP^^ X  f  dx  C  dx   \  „. 

Beide  algemeene  herleidingsfonniLlen  kan  men,  naar  de  behoefte,  tot  zeer 
yersehillende  oogmerken  nuttig  gebruiken,  en  alzoo  ons  doel  bereiken,  om  voor 
bepaalde  waarden  van  n  niet  alleen  de  herleidingsyergelijking,  maar  evenzeer 
ook  de  daarbij  behoorende  eindintegralen  afteleiden. 

Vooreerst  stelle  men  daartoe  n  =  3,  =1  en  =  —  1  in  de  bijzondere  verge- 
lijkiag  (Ks)>  zoo  Yerkrijgt  men 

t           ^dx        9inx  ^         [                      »i*fx  ^                      ^  ,^^«v 

lca9X.E—=  E  —   I  sinx.dx  =  —E  +  eosx~  1, (193) 

J  sin^  X       A  sin  x  J         sinx  sfn  x  f    \  stnx  / 

=  — E  +  i^cosx  —  A»  +  Liang^Xj I  I  •  #  •  (194) 

sinx 

Ccosx   „        ^  11  A^    „    .     f  ^^    <**  1  (  A^     „   , 

J  stn^x  3  I         sin^x  J         stn^x        3  (        stn^jp 

J   \  sw?x       smx                    /         J         3  I         sin^x 
+  i  (l-4i«)i^an(,i:r +  **-(!+ 2  ^./«2a:)^^j (195) 

Bij  de  herleidingsformule  (K4)  zijn  deze  integralen  alleen  te  gebruiken,  wan- 
neer  p  even  is,  maar  niet  voor  onevene  p^  wegens  den  factor  n  —  2 ;  alsdan 
moet  men  de  afzonderlijke  integralen  telkens  rechtstreeks  trachten  te  vinden, 
als  volgt. 

j»na>.cosx.E~  =  -y^jEds£.A  =  —~^  A-E-  j^.l^ds^  = 

=  -^{  —  2A.^+(2  —  i»)a>  +  i*9inx.eo$x  } (197) 
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Voor  de  volgende  integraal,  stelle  men  eerst  n  =  3  en  =1  in  de  herleidings- 
formule  (E4) 

\  smPx.eosx.E  —  =  E—   InnP^^xdx  —  p    \  HiiPx.co$x.E — ,  .  .  .  (Kr) 

jnnPx.eosx.  E-^=—8inP-^^x.A.E^  l8iiiP'^^x.A^dx+{p+2)jMinPx.eoix.E.l^dx^ .  (K^) 

welke  laatste  vergelijking  voor  j>=  1,  en  wanneer  qien  dan  daarin  deint^raal 
(197)  overbrengt,  voor  ons  doel  oplevert 

j  sinx.cosx.E.£^dx  =  -\    I  sinx.cosx.E —  +  sin^x.^.E  —   I  sin^x.A^dx  [  = 

=  — T^     —8A^.E+{8  —  Sk^  +  ik^)x+  m2—lfl)+2L^]k^sinx.cosx  L(198) 

Nu  is  men  zoo  verre  gereed  gekomen,  dat  men  met  vrucht  in  de  algemeene 
herleidingsformule  (UII)  n  =  3,  =1  en  =  —  l  kan  stellen,  om  het  volgende 
stel  te  erlangen. 

/sinPx.cosx.Ih^='- — - 1  ——-—E+  [ sinP-^xdx+{p—l)  \  sinP~^x.cosx.jEh^  L .  (IJV) 
A*     (p— 2)A»^  A  J  J  A*^ 

jrinPx.cOs^i.E^::::'-^  I  —sinP-^x.A.E+  jsinP-^x.A^dx+^p-^l)  jsinP-^x.oosx.Ih^h  •  .(LV) 

l8inPx.eosx.E.Adx=- — — — t  \— sinP-^x.A^ .E  +  IsinP—^x.A^dx  + 
J  (p  +  2)^  ^  J 

+  {p—l)jsinP-^x.eosx.E.Ldx^ (LVI> 

Wat  de  eindintegralen  aangaat  voor  dit  drietal  herleidingsfonnulen :  wanneer 
de  exponent  p  onevene  waarden  heeft,  zoo  komt  men  voor  p  =  3  tot  de  integra- 
len  (196),  (197)  en  (198).  Maar  wanneer  de  p  daarentegen  evene  waarden  heeft, 
kunnen  ^e  voorafgaande  integralen  (193),  (194)  en  (195)  niet  dienen  als  eind- 
integralen,  omdat  voor  p  =  2,  =  0  en  =  —  2,  de  overeenkomstige  herleidings- 
formulen  (LIV),  (LV)  en  (LVI)  oneindige,  of  liever  onbepaalde,  uitkomsten  op^ 
leveren.  Het  is  dus  noodzakelijk  die  integralen  zelve  rechtstreeks  te  bepalen. 
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dwk 


-rrE.Ldx=  I — -Edx=  /-^^Y  — **  \cosx.E~. 

sirfix  J       siffix  A  js%fflx     L  J  ^ 


In  beide  herleidingen  zijn  de  eerste  integralen  de  zoo  even  vermelde ;  maar  de 
laatste  is  telkens  dezelfde,  die  bij  de  herleidingsformule  (LY)  voor  ^)  =  0  ont- 
«taat.  Men  kan  haar  wel  vervormen  door  gedeeltelijke  integratie,  en  wel  aldus 

[  „dx         1     fdx  „  ^    ,,    .      V       ^    /t;,,      d    ^     .    /i.   •     \ 

lcosx.E—  =  -  l  —  E—.(ksinx)=';   lEdx —.Bg  8tn{kstnx)  = 
J  A         k  J  A      dx  */  ^^ 

=  -    \E.Bpsin(ksinx)—  j Bff sin(ksinx).£^dx\  =  0i; (l^®) 

maar,  zooals  men  duidelijk  inziet,  blijft  zg  toch  eene  afzonderlgke  nieuwe  transcen- 
dente.  Voert  men  haar  nu  echter  in,  dan  worden  de  beide  vorige,  gezochte  in- 
tegralen 

\in»s.co*^.E-^^  =  ^\-e,  +  '^EJ^cos.-l\, (200) 


'—E.Ldx=-i*0. ^E+}^eo»x—i»-£tanff^* (201) 

iin'x  nnx 


Zoodra  men  overgaat  tot  evene  waarden  van  n,  worden  de  integralen  daar- 
mede  van  een  rationeelen  vorm;  de  negatieve  exponenten  n  komen  alsdan  niet 
in  aanmerking,  omdat  men  alsdan  met  geheele  machten  van  A^,  dat  is  van 
{\—Jc^sin^x\  te  werken  heeft;  en  deze  integralen  zijn  in  het  begin  van  dit 
Hoofdstuk  behandeld.  lets  anders  is  het,  wanneer  wij  de  A  in  den  noemer  be- 
houden,  en  dus  positieve  waarden  aan  n  geven ;  bijv.  =  1 ,  =  2 ,  =4. 

Begint  men  met  de  waarden  n  =  2,  dan  kan  men  uit  de  vergelgkingen  (Kg) 
en  (K4)  niets  afleiden;  men  heeft  echter  rechtstreeks,  wanneer  men  dergelijke 
transcendenten  als  in  (85)  en  (86)  invoert, 

(sinx.cosx.E%=—^^  f^— .r--A»  =  :r75  {-J?.iA»+  llL^.LdxX  =.i,..(202) 
J  A*  2A»j     L^dx  2A»(  J  ^ 

/dx      1   f        2dx       d   ,,  .     ,      1  (        l  +  ksinx      fl+isinx  j 

cosx.B—=-  I M' — r^-T-a  T-(**^»»^)=:r;  ^^^rp-T-' /  ^l — TT-.Afl^^  =xi;.(203) 
A*     2kJ     l—k^sin^xdx^         '     2i(        \—ks%nx     J     \—ks%nx         1 
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welke  integralen  echter  beide  nieuwe  transcendenten  blgken  te  zgn.  £n  nu  kan 
men  uit  de  algemeene  herleidingsformule  (LIIl)  voor  n  =  2  de  meer  bgzondere 
afleiden 

1 8in'^x.co8x.E-^=       —  I  -*ifiP-lar.  jB+  innP-^x.Ldx+{p-\)  J  shF-^x.eosx.Br—  | , .  (LVII) 

Waarbg  nu  de  vorige  (202)  en  (203)  als  eindintegralen  behooren,  naarmate2?  =  3 
of  =  2  wordt. 

Stelt  men  vervolgens  in  dezelfde  algemeene  vergelgking  (LIII)  n  =  4,  zoodat 
er  komt 

/dx  1       i      &inP'^^x         f  dx  C  dx  j  ^^^^^ 

BtfiPx.coBx.E—=——  j  —^E^  I mP-i^- +  Ot;-l)  / sif,P'^x.cosx.E—  | , . .  (LVm) 

dan  moet  men  nog  voor  deze  de  eindintegralen  zoeken. 

Voor  evene  waarden  van  p^  stelle  men  eerst  n  =  4  in  (K4),  dat  is 

/dx       liifiitP-^^x^        f  ^    dx  [  ,  ^dx  I       ^^ 

8inPx.eo8x.E-—=-  J — --^  E—  jsinP-^^x  —  —  {p—  1)  l8ihPx.eo8X.E—l...(K^) 

Ten  einde  deze  te  kunnen  gebruiken,  moet  men  eerst  de  laatste  integraal  tus- 
schen  de  haakjes  voor  p  =  2  trachten  te  vinden ;  daartoe  zij  |?  =  2  in  de  her- 
leidingsformule  (LVII). 

jsin^x.cosx.E — ^=  —  | — sinx.E-^-  jsinx.Adx  +  jco8x.E—\  = 

=  i|„-.»..i+i(l-*.)i^ij±^^  +  i-i-...At. (204) 

naar  (ps) ;  en  thans  kan  men  uit  de  vergelijking  (K7)  voor  p  =  2  afleiden 

/.o  -r^dx         1    iSin^x  ^       f  .  o    dx        r     .  „dx\ 

stn^x.cosx.E — :  =  —  1 — -- E —  Istn^x — —  Istn^x.cosx.E — r>  = 
A*        2   (  A*  J  ^       J  A*' 

=  it'.  +  "i^M^-T^.t. -^) 

waarbg  de  volgende  integraal  gebruikt  werd,  die  uit  de  herleidingsformule  (Ci)  volgt, 
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Nu  alzoo  de  eindintegraal  voor  evene  p  gevonden  is,  moeten  wg  eene  derge- 
lijke  nog  voor  onevene  waarden  van  p  zoeken,  bijv.  voor  p  =  1.  Daartoe  neme 
men  »  =  4  in  de  vergelijking  (K3);  dan  volgt 


/^dx         1   i  sin^r  „  [   .  ^     dx  \  lil„ 


(206) 


Ten   slotte    stelle  men  achtereenvolgens  in  de  herleidingsformulen  (LVII)  en 
(K7)  den  exponent  p  =  3,  waardoor  men  verkrijgt 

(  '^^  1       1  o  /  f  dx\ 

1  «f|S;p.c»«a:.^—  =  — j  I  — aiffix.E-^-  j  sirfix.jl^dx  +  2  j  Hnx.cosx.  E—^\  = 
=  gij  {  Qk^ii  +  (1  —  k^)  F  --  [2  {2  —  Jk^)  —  Z  h^]E  —  i^sinx.eoax.  £^\, .  {207) 

en  hiermede  weder 

(                          dx        1  I  sin^x              f            dx  f  dx    i 

1  Hn^x.eoix.E  —  =  -   !  — r  E  —   1  nn^x  — 2  /  nn^x.cosx.E  —  \  = 

=  2i|-'*'*  +  Z^^-^r <'''> 

zoodat  nu  de  gezochte  eindintegralen  alle  gevonden  zijn. 

10.   Stappen  wij  over  tol  de  onderstelling  q>[x)  =  cosp-^^z^  dan  leiden  wij  uit 
het  algemeene  theorema  (d),  na  herleiding,  achtereenvolgens  af 

f        ji        dx           cosP-^^x  „         f^dx    ,         ,      .     ^,  .         .Q     . 

I  cotf +1 X  — —  =  —  E  —   lE  —  {  —  (p+1)  eosPx.  sm  a? .  A     + 

+  (n  —  2)  i^sinx.eo^^x  }  , (L) 

cosP^^^x  f      dx 

—  'An-^2    ^+   /  ^  —  sinx.co^ X  .{{p  +  1)  {1  --  i^)  —  (n  '-'  p  —  S)  i^cos^  x) ,  .  (Li) 

=  -^E+  j  E^^sinx.eoBPx.{(n  -  2)(1  -  k^)-{n-p-3)  L^)  ;  .  (L,) 

de   eerste   van   welke   vormen  (Li)  naar  de  machten  van  cosx  is  gerangschikt, 
zoodat  de  exponent  A  niet^  maar  de  exponent^?  welverandert:  terwijl  de  tweede 

B  21 

ITATinJBK.    VEKH.   DBE   KOKINKL.   AKADBMIE.   DEEL   XXII. 


Digitized  by 


Google    — 


162        BEN  AANHANGSKL  TOT  D£  TAFELS  VAN  ONBEPAALDE  INTEaftALEN. 

(Ld)  gerangschikt  is  naar  de  machten  van  Ay  zoodat  nu  omgekeerd  deexponent 
n  wel,  doch  de  andere  p  niet  verandert. 

Vooreerst  kan  men  uit  beide  door  de  bgzondere  onderstellingj?  =  n  —  3,  waar^ 
door  telkeus  de  laatste  term  tusschen  de  haakjes  yerdw^'nt,  de  volgende  veel 
eenvoudiger  vergelgking  afleiden. 

f                              dx              cotP'^ — ^w  f  dx 

{n  —  2)  (1  —  i^)  I  mar.co*«-8a?.^  —  = —  E  +   1  co^^x  —;^^'  •  •  (Ls) 

Maar  men  kan  ook  even  goed  uit  de  algemeene  herleidingsformulen  (Li)  en 
(I^)  zelve  telkens  dc  laatste  integraal  oplossen;  wanneer  men  daarbij  in  (Li) 
de  p  door  p  —  2  vervangt,  zal  men  verkrijgen 

i    .  -^^^  1  f         cotP-^^x  „  f         .,        dar       . 

/  A"       (« —  2)  (1  —  A»,  l  A»-»  /  A»-» 

+  (n  _  p  _  3)   I  sinx.coFPx.E  — —  [  , (I44) 

1  (coiP^^x  C  dx  f  dx\ 

Thans  stelle  men  n  =  3,  =  1  en  =  —  1  in  de  herleidingsvergelijking  (L3) 
om  tot  de  volgende  uitkomsten  te  geraken. 

/„dx  1        (         cosx  f  i  1      &      cosx  1 

—  k^tinx  -  (1  —  it«)  2;<«ffj;  (  J  +  i  *  )  i » ^210) 

f  nnz  1  J  _A^       __  f  A*  I  1  (  Al  R  _ 

J  C08*x     ^^    *  ~  3  (1  -  A2)  (  co»8a:  /  cofix*  "  \  ~  3  (1  -  *«)  (  ^o*»» 

-[(l-A8)(l-3A«)-2^8A23^^-^(l-*8)(l+3A')/</«^j  +  i;r|j..(211) 

Bij  de  herleidii^formulen  (L4)  kunnen  deze  drie  integralen  alleen  dienst 
bewijzen,    wanneer   de  exponent  p  even  is.    Bg  onevene  waarden  van  p  daar^ 
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ent^n  weigert  de  herleidingsformule  (Lg)  haar  dienst,  dewijl  alsdan  de  factor 
n  —  2  nul  wordt:  wanneer  men  in  die  gevallen  de  integralen  rechtstreeks  zoekt 
te  bepalen,  wordt  men  tot  de  vorige  integralen  (196),  (197)  en  (198)  terugge- 
voerd.  Men  zoude  deze  echter  ook  hier  hebben  kunnen  afleiden,  door  eerst  in 
de  herleidingsformule  (L4)  w  =  3  en  n  =  1  aantenemen,  zoodat  men  daardoor 
komt  tot  het  volgende. 

/„rfa?          1     I     eosP-^^a  n  .     f       ^^    ^  f  -  «      i^^^l      n  \ 

iinx.cosPx.E — 1= rl -^  +   I  co^-^^xdx  — p\  stn x . co^ x .  Jii  --'|i  •  (1^5/ 
A^     \—^\          A  J  J  A) 

fsinx.cogPx.E'^  =  |  co«P+i d? .  A .  J57  —   j  cosP-^^x.h^dx  + 

+  (P  +  2)  J  sinx.coOPx.E.t^dx  | (Lfl) 

En  stelt    men  nu  in  de  algemeene  herleidingsformule  (LIX),  n  =  3,  =1  en 
=  —  1,  zoo  verschgnt  er  het  volgende  drietal  vergelijkingen. 

i  dx  1  I  COSP'^^  X  f 

—  (p  _  1)  (1  —  i«)  fsinx.coO^-^x.e-^  I   , .      .   (LX) 

/ainx.eosPx.E—'  =  -7^  \  —  cosP-^x.L^E  +   /  cosP-^x.l^^dx  — 
A        pP  I  J 

—  (p  —  1)  (1  -  *2)  j 9inx.coa>-^x.E-£  j   , (LXI) 

\  sinx.coiPx.E.Ldx  =, ^7-72!  —  (?<?aP-'^a?.  A^.-S?  +   \  coaP—^x.t^dx  — 

J  {p  ^  2)k    {  J 

-.  (p  _  1)  (1  _  A2)  fsinx.cosP-^x.E.Ldx     ; (LXH) 

waarbij  nu  voor  het  geval  dat  p  oneven  is,  voor  |?  =  3,  de  bovengeraelde  in- 
tegralen  (196),  (197)  en  (198)  als  eindintegralen  behooren.  Indien  daarentegen 
die  exponent  p  even  is,  kunnen  de  integralen  (209),  (210)  en  (211)  hier  geen 
dienst  doen,  omdat  in  die  gevallen  de  noemers  p  —  2,  jp  en  j)  +  2  zelve  ver- 
dwijnen,  en  derhalve  de   vergel^kingen  een  onbepaalden,  zoo  niet  oneindigen, 
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vorm  bekomen.  Dientengevolge  blijkt  de  noodzakelijkheid,  om  die  eindintegralen 
rechtstreeks  te  bepalen,  hetgeen  voorloopig  aldus  geschiedt. 

—-E.Ldx=  I ^ —Edx  =  {l-e^)l  —r-Edx^lfi\iinx.E—. 

En  nu  ziet  men  dadelijk,  dat  beide  zijn  teruggebracht  tot  eene  nieuwe  inte- 
graal,  die  ook  in  de  herleidingsformule  (LXI)  voorkomt,  als  men  aldaar  p  =  0 
stelt;  doch  zg  blijkt  weder  eene  nieuwe  transcendente  te  vormen,  al  kan  men 
haar  dan  ook  herleiden  door  de  methode  van  gedeeltelijk  integreeren. 

/.         dx  1/     dx  d        icosx  ^   [  tpj    d        keosx^L 

nf,s.E-^--jE-—:^^^^j^.^^==^=.-.^jEd^-.L^^_^  = 

1  1  /• 

=  -  -^E.Likcosx^h)  +-   j  L(kcosx  +  A)  .  Ldx  z=  X^  ; (212) 

en  hiermede  worden  nu  de  vorige  integralen 

/dx        1    I   .          cos  X                     I 
sinx.cos^x.E  —  =  -   1  Ai  +  —  E  —  sinx       , (213) 

/^.^•'^''^  =  **^^  +  ^f^^-  *^«n.-  (1  -*»)!.««,  (^  +  ^.).    .   .   (214) 

Gaan  wg  nu  van  de  onevene  waarden  van  n  tot  de  evene  over,  dan  heeft 
men  met  rationeele  integralen  te  doen;  en  hier  wordt  de  toestand  zeer  ver- 
schillend,  naarmate  de  A*  in  den  teller  of  in  den  noemer  voorkomt.  In  het 
eerste  geval  toch  wordt  altgd  A^'  =  { (1  —  h^)  +  k^cos^x  )',  dus  na  ontwikke- 
ling,  eene  som  van  positieve  evene  machten  van  de  cosinus;  dat  wil  zeggen, 
men  is  teruggekeerd  tot  de  algemeene  integraal  van  de  herleidingsformule  in 
den  aanvang  van  dit  Hoofdstuk.  Geheel  anders  is  het,  wanneer  de  factor  A^' 
in    den   noemer   blijft,   en  dus  de  exponent  n  positief  is.     Laat  ons  beginnen 


Digitized  by 


Google 


EEN  AANHANGSEL  TOT  DE  TAPEL8  VAN  ONBEPAALDE  INTEGEALEN.  165 

met  de  bjjzondere  waarde  n  =  2 ;  de  herleidingsvergelijkingen  (Ls)  en  (L4)  zijn 
alsdan  onbruikbaar;  men  moet  dus  de  eindintegralen  rechtstreeks  afleiden,  dat 
is  de  vorige  integraal  (202),  en  vervolgens 

—  1         l    „  kcoix       ^        f  ^  kcoax  ) 

wederom  eene    nieuwe  transcendente,   zoo  als  duidelijk  uit  de  herleiding  blijkt. 
Vervolgens    kan    men  in  de  herleidingsformule  (LIX)  n  =  2  en  n  =  4  stellen, 
waardoor  de  volgende  uitkomsten  ontstaan. 

/sinx.cospx.E  —  = -— r  |  —  cosP-^x.  E  +    l  coiP—^x.^dx  — 

—  (p  —  1)  (1  —  A»)  jsiux.coa>-^x.E'^     , (LXIII) 

/dx                 1           I         co^-^x    „         f          ,    dx 
sinx.cotlPx.E — ;  =  : :;rT^  ! ^•^+    lcoSP—^x 
A*       (/^  -  3)  AM           A«           "^  I             A 

—  (p  -  1)  (1  —  *»)  fsinx.coiP-^x.E—^  j (LXIV) 

Voor  de  herleidingsvergelijking  (LXIII)  zijn  de  eindintegralenreedsgevonden: 
naar  gelang  immers  de  exponent  p  even  of  oneven  is,  zijn  zij  de  integralen 
(215)  of  (202).  Wat  daarentegen  de  andere  herleidingsformule  (LXIV)  betreft, 
heeft  men  vooreerst  als  eindintegraal  de  integraal  (206);  en  verder  vindt  men, 
door  in  de  vergelijking  (LXIII)  p  =  2  te  nemen, 

1  siux.cos^x.E—  =  TJ  {  —  C08X.E  +    /  cosx.Adx  —  (1  —  k^)  j  siux.E  —\  = 

=  T^  I  —  eoix.E  —  (1  —  k^)  /^i  +  Zl  Bgsiu  {JcBtux)  +  ~ma?.  A  |   .  .  .  .  (216) 

Thans  kan  men  verder  slagen,  door  in  de  herleidingsvergelijking  (Li)  n  =  4, 
^  =  2  te  onderstellen ;  want  dan  wordt 
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/_       _da?                 1           I         co^x  _         [      ^     ^^ 
stn  X  •  cor  X  •  E  —  = r   !  —  E  A-   l  cor  x  —  — 
A*       2  (1  —  A»)  I         A*  /  A 

r  <^;p    )  1     (  C08X  1  ) 

—   /  sinx.cof^x.E—      =  ^      —  i"l  +  TT^"  -By«fi(A«nir)      ,  .   .  (217) 

waarbij   men  de  volgende  integraal  noodig  had,  afgeleid  uit  het  algemeene  her- 
leidingstheorema  (C2), 

/■ 


dx          \     i                       1                                                ) 
cofix  —  =  —  J  9inx.L.  —  j  (1  —  2i»)  Bgnn  {krinx)  | {O^ 

Op  dezelfde  wijze  stelle  men  nog  ^?  =  3  in  de  formule  (LXIII),  —  hetgeen 
wegens  den  factor  p  —  3  niet  mogelijk  zoude  geweeet  zijn  in  de  volgende  ver- 
gelijking  (LXIY);  dan  komt  er 

/dx        1  \  f  f  dx  I 

aifix.cot^x.E  —  =  —}  — cot^x,E+  leojfix.tldx — 2(1 — lfi)\  dnx.coax.E—^-rr: 

=  ^{-6ll-i»)ife»i  +  [2(2— it«)— 3A^]-E7H1— ^^^^^^^«'''^•^^^^•Ah.C^lS) 

en  nu  kan  men  in  de  vorige  vergelijking  (L^)  n  =  4  en  jp  =  3  onderstellen, 
en  vervolgens  deze  laatste  uitkomst  invoeren,  om  langs  dien  omweg  te  gera- 
ken  tot 

/«      -r,^^              1         l        cos^^x^        [     ^    d^      ^f  .  o      ^^^\ 

sinx.cofix.E—  =  — —       —  — r"J5?  +   I  co^x 2  I  nnx.cos^x.  E  —  \  = 
A*       2(1  —  A«)  I          A^            j           ^        J  ^  * 

=i^h*''-'~^r''-g+('-*')^j (2>») 

Geleid  door  de  ondervinding,  opgedaan  in  N^.  11  van  Hoofdst.  II,  behoeven 
wij  hier  geene  andere  substitutien  voor  9  (x)  in  het  algemeene  theorema  (d)  te 
beproeven,  dewijl  wij  toch  hier,  evenmin  als  daar,  tot  bruikbare  uitkomsten 
zouden  gevoerd  worden. 

11.  Gaan  wjj  dus  over  tot  de  algemeene  herleidingsformulen  (Fi)  tot  (Fs), 
in  Hoofdstuk  I  gevonden.  Ten  einde  hier  tot  vruchtbare  toepassing  van  het 
theorema  (c)  te  kunnen  komen,  is  het  allereerst  noodzakelijk,  om  de  hier  te 
huis  behoorende  eindintegralen  te  zoeken.  Enkele  dezer  integralen  zijn  reeds 
vroeger  gevonden,  namelijk 
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jsinaf.Edx,  .  .  .  (127)  j t^E,  .  .  .  (131)  jcosx.Edx,  .  .  .  (126) 

/dx  f  f     dx 

— r-  E,  .  .  (128)  /  kingx.coi^^x.Edx,  .  .  (121)  /  ^TT-  ^t  •  •  (138) 

coh*x  J  J  8in^\x  ^       ' 

fain^x.Edx,  .  .  (146)  ( ^^J^^'  '  '  ^^^^^  (cosix.Edx,  .  .  (143) 

jiang\x.co»^^x.Edx, (133)  1  fang^  ^x.cos^^x.  E dx; (132) 

terw^l  daartoe  nog  behooren 

I  tin^ix.Edx=:  X   /  (1  —  ^^^)  ^^^  ~  9  \  ^^  ~  «*«*  -^  "^"  2  "" 


jcot^\x. Edx  =  -  I  (1  +  C08X)  Edx  =  -  | 


Bi  +  sinx.E  —  -  + 


1  A  +  kcosx        1  ) 

+  21^^  -*'>^  Stt- + §«-^-^ } <22^) 

Yerder  zal  men  de  nog  ontbrekende  eindintegralen  moeten  afleiden  uit  de  in 

Hoofdstuk  I  gevonden  int^ralen  (Si)  tot  (£15),  en  wel  door  middel  van  het  theo- 

rema  (c).    Daar  hier  de  <p  (x)  overal  uit  een  produkt  van  twee  factoren  of  een 

dw(x) 
quotient  ontstaat,  zal  -j^  steeds  twee  termen  bevatten;  waarvan  naherleiding 

de  eerste  eene  der  bovengemelde  bekende  integralen  zai  blijken  te  z^*n,  terwijl 
daamaast  de  tweede  de  nieuwe,  gezochte  eindintegralen  opleveren  zal.  Langs 
dezen  weg  verkrijgt  men  achtereenvolgens  het  volgende  zestiental,  —  de  eerste 
formule  (Sd  ^^^  levert  met  behulp  der  integraal  (161)  twee  uitkomsten  — 


/  sin^x.Edx  =  -  |  61  —  sinx.cosx.E  +  ^-7^  (1  —  A')  [» 
/  cofix.Edx  =  o  I  *i  +  9%nx^cosx.E—  rrj^l  —  t^)  ( »  • 


(222) 
(223) 
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jmi*x.Edx  =  -  I  3*1  —(3  +  2««**)  linx.eotx.E  + 

+  — i[(2  +  3A«)5(l-A8)-6(l-A5)]  j. (224) 

/1  ( 
eos*x.Edz  =  -     3«!  +  (3  +  2cot^x)  ainx.eotx.E  + 

t  j^J(2-5i»)5(l-A8)-6(l-A»)]  } (225) 

Inn^x.Edz  =  — -r^  {—  (2  +  sin*x)  Slfieotx.E  + 

+  (1  +  Bifi)  Bgiinikninx)  +  (1  +  8/fc«  —  2  A»)i«n«.  A  }  , (226) 

/1      (                                                                                    A  +  ieoix 
eofix.Edx=z—  j(2  +  «w»«)8A»«««.l?  — (1  — 9*«)(1— A»)2i=Y-— -^^ 

—  1{1  +9^)  — [(1-  9k»)  —  2A*]kcoix.h\   ,  .  .  , (227) 

/3  1 

lang^x.cos^x.Edx  =  —  ^€i  +  -  (2  +  eos^s)  tangx.E  — 
2  2 

^^r=ri?Lj^^^^-==^^X^-~{{\-L^)  +  Qk^{l-L)) (228) 

(1  +  y\  —  k^coax        oP 

/co9^x    _^                3             l^          .-^             „.^  2sinx    . 
—  Edx  =  —  -61  —  -  (2  +  Bin^x)  cotx.E  +  L + 
tanff^x                       2^2^           ^                ^       1+h 

+  g^,  {  (1  -  A«)  -  6  ^2(1  _  A)} (229) 

fmn^.^da:==-^(5-co.a-).(,*i^.J?+jg^^^ 

—  (1  —  8i^)6£(l,$)  —  [(1  — 16* +  4*2)-  4(1  +k)keo8x  - 

—  '<^  +  »^  +  '0^.-(l  +  ^^)A'j,.,  -,. „3,> 

1  +  *  —  *CMa?  -i  > 
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jeofii».I!d*  =  ^(h  +  cosx)sinix.E+  ^gj^   {  (1  +  Sk)il  -  k)SF{l,,)- 

—  (1  —  8*8)  6E  {l,y)  —  [  (1  —  16*  +  4>i8)  ~  4  (1  +  *)  kmx  — 

2  (4  +  5i  +  20A«)  —  (1  +  4*)  A»  n       ,       a    y;^  1  ,«„,v 

-—^ 1    .    t   /  I.  \cos\x.Lv/2k\  , (231) 

1  +  K  +  kcosx  J  j 

\sM*\x.Edx  =  -—  j  9i»ei  —  (4  —  cot»)  3/fc»«nar.J5  — 

A  -4-  kcosx  \ 

—  6i(l— ifc8)Z^^Y— 1  +6*8  — 6*»rM«.A  + AM,  • (232) 

jeoi*\x.Edx  =  — -^  j  9*8«^  +  (4  +  cm»)  3;fc8„-„a,.^  ^ 
+  6A(l  —  A8)Z^^t-^^— .1  —  6*8 +  6>t8«,»a».A +  A'[   , (233) 

I  nifiix.Edx  =  —  -  (43  —  Hcosx  +  Seo^x)  cos^x.E  + 
+  63*^^2*  {  (-  1  +  16*  +  9« -l*)  3 (1  -  *)  fi^U, »)  -  (17  -  96 i^)  6*^ (/,;»)  - 

—  [(  —  3  +  16*— 160*8  + 64*8) +  64(1  +k)i»eosx  — 

_^^e7  +  80t  +  2a4t.+  ,i  +  4.)»^.    .^^^^_. 

1  +  *  —  *eo««;  J  J 

/c«M«i».JS?d«=  -(43  +  14<?o»«  +  3«M»«)««4«.J5  + 

+  63*8^/2*  {<-'  +  16*+  96*8)3(l-*)f  (/,y)- 

—  (17—96*8)  QiE(l,  j,)  _  9  —  [  (—3+16 *— 160*8+64*»)  -I-  64  (1+*)  *8ca»*  — 

„.67  +  80*  +  224^  +  (l+4*)5A»n       ,       ^    yr^A  ,„oi.v 

—  2* 1    ,   ,    ,   7         — '—=-  \eo8\x.Ay/2i\,  .  .  .  .        ..(236) 

X  +  *  +  keosx  -•  I 
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f  tang* \x  o  o  1  +  A 

-  ^(1  -  5  *»)  ^^fi^  +  ^»{(1  -  36i»,+(4-m*)  12A» A-A»},  •  •  (236) 

/15  1 

tcm<fi\9,eoii*\x.EJit  =  —  —«1  +  -[{^—co»x)h]^tin»^\Q»in*\x.tang\z]E  — 

+  ^a  {(1  -  60*»)  +  (4  +.0*^)  12*«  A  -  A^) (237) 

Terwijl   later   nog   blgken  zal,  dat  men  verder  de  volgende  integralen  bij  de 
herleidingen  behoeft 

j  Edx,  .  .  (162)  /  E,  .  .  (161)  /  tang^x.cos^x.Edx,  .  .  (155) 

I  eot\x.coB^\x.Edx  ^ (186)  j  iun^^x.cotl^^x.Edx^  .  .  . 

/  tfx  i    dx 

1—    E,  .  .  (149)  /  — -J?.  .  .  (170). 

J   C08X  I   C08\X 


(178) 


12  En  hiermede  zgn  nu  alle  noodige  nitkomsten  gereed,  zoodat  wg  kunnen 
overgaan  tot  de  toepassing  van  het  theorema  (c),  of  liever  van  (Ci),  op  het 
stelsel  algemeene  herleidingsvergelijkingen  (Fi)  tot  (Fg),  om  daaruit  een  ander 
stel  afteleiden,  dat  den  fiu^tor  E  bevat. 

Vooreerst  geefk  deze  toepafising  bg  de  formule  (Fi) 

(/>  +  2)*»|  8inPx.co8X.E—  1  EdxlpainP-^ x .ca^x  —  sinP-^^ x^  |=— «nP-l«. A'^ +. 

+  (p  — 1)     8inP-^x.co8X.E—  JEdxl^p  —  2)8inP-^x.co^x  —  ««?-!«]  |. 

Door  telkens  de  herleiding 

A^in^^^x.cot^x  —  «iV+i«  =  Asin^^x  —  (J  +  1)  »»«+14: 

toetepafisen,  en  daama  p — 1  voor  p  te  stellen,  verkrggt  men 
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jsinPw.Edx=       ^            j  [(p  — 2)»  +  (p»— l)Jfc»]  jdnP-^x.Edx  — 
_  (p  _  2)  (p  —  3)  iHi^x.Edx  +  [  —  3  + 
+  (p  +  \)  L^^^nnP-^x.cosx.E  —  ni^^x.t?  j (LXV) 

Hierbij  moeten  als  eindmtegralen  dienst  doen,  bi)  evene  waarden  van  den 
exponent  ^,  voor  ^  =  2,  de  integralen  (131),  (162),  (222)  en  (224);  en  bij 
onevene  waarden  van  ^,  voor  i>  =  8,  de  integralen  (127)  en  (226). 

Wanneer  wg  de  herleidingsformule  (Pg)  op  dezelfde  wijze  behandelen,  zoo 
komt  er 

(p  +  2)A^  I  sinx.cosPx.E—  1  EdxlcoiP-^^x —  psin^x.coO^^x']  |  =  1  — 

—  cogP-^x .  A^— (p— 1)(1  — *»)  \8inx.cosP-^x.E—  j  Edx[co8P-^x—{p—2)6iffix.eoeP-^x]  |  . 

ffier  behoeven  wij  de  herleiding 

cos^-^^x  —  A sin^ X . 006^"^ X  =:  (J  +  1)  eos^^^x  —  Acos^x\ 
vervangen  wg  dan  later  p  door  p  —  1,  dan  wordt 

jeosPx.Edx=      ^  j  [(p  — 2)^(1— *«)  +  (?» —1)**]   icoSP-^x.Edx  — 

—  (p  —  2)  (p  —  3) (l  —  ]^)(coi^x.Edx  +  [  —  3  (1  -  ^aj  + 

+  (p+1)  A*]«n;p.c(?«P-3«.J?— 1  -{^cosP-^x.L^  \ (LXVI) 

Wat  de  eindintegralen  betreft,  moeten  wij  wederom  onderscheid  maken  tus- 
Bchen  evene  en  onevene  waarden  van  p;  voor  het  geval  dat  p  even  is,  stelle 
men  p  =  2,  dan  vindt  men  de  int^ralen  (128),  (162),  (223)  en  (225);  evenzoo 
voor  het  geval  dat  p  oneven  is,  de  integralen  (126)  en  (227). 

Ook  op  de  formule  (F^)  kan  men  hetzelfde  algemeene  theorema  toepassen^ 
zoodat  er  komt 
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(p_3)(l—  i»)  I  iangVm.cof^x.E  —   \  Edx^^pim^-^x  —  ^tangPx.Binx.coBX^  |  = 
.     =  tans/P-*x.t?  —  [2(p  — 3)  — p**]  J  tangP-^x.cafix.E  — 

—  jj5da{(p  —  2)tangP-^x  —  ^ktngP-^x.iinx.cosxll—ip—SU  tangP^x.cof^x.E — 

—  I  Edx  [{p  —  4)  tangP—^x — 2tangP^x.sinx .cosxl  >. 

De  goniometrische  herleidingsformule,  die  wij  hier  telkens  hebben  toetepassen, 
luidt 

Atangf^^x  —  2tang^x.nnx .cosxzn  (A  —  2)  to»i^+la?.co«*a?  +  Atang^-^x.cofix. 
En  stellen  wij  daama  p  —  1  yoor  p  in  de  plaats,  zoo  erlangen  wij 

—  {p  —  \)  (2/?  — 9)*»]   ItangP-^x.co^x.Edx  —  [  (p  —  4)  (3p— 13)  — 
—{p—l){p-~^k^'\\tan^'^x.cof^x.Edx—(p  'i^^p—b^jtangP-^x.coi^x.Edx  + 

+  l~deo^x  +  {(p  —  A)  +  dcoifix  \  A^l^-^^^v-^*— ^«''i7P--*«-A»!;  .  (LXVII) 

COiTX  ) 

waarbg  nu  de  volgende  eindintegralen  behooren.  Vooreerst  bg  evene  waarden 
van  Pj  voor  jp  =  8,  de  integralen  (22«),  (223),  (222)  en  (228);  en  bij  onevene 
waarden  van  jp,  voor  p  =  b  ie  integralen  (161),  (121)  en  (155). 

10.     Het  volgende  drietal  herleidingsvergeljjkingen,  waarin  -x  het  argument 

is,  laten  ook  eene  dergelijke  toepassing  van  ons  theorema  toe;  dit  levert  toch 
vooreeerst  bg  de  formule  (P4)  de  volgende  uitkomst. 

{p 4- 3)4 Jk^8inP\x.cos\x.E—j  Edx- [p sinP-^\ x . co9^x -m!»+4:F] |  —2nnP-^\x.t?+ 
+  4p*2  \sinP-^\x.cos\x.  E—  \  Edx-[(p—2)8inP-^\x.co^^\x  —  siuP''^\x\t  — 

—  rp— 3)  I  shiP-^ \x.cos\x.E—  j  Edx-[ (p— 4) sinP-^ \x.cos^\ x—sinP-^ \^lU 
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Wanneer  men  den  tweeledigen  vorm,  die  hier  overal  onderhet  integraalteeken 
voorkomt,  goniometrisch  aldus  herleidt, 

ilm«-«  Ja?.cM»4a?  —  m«  ia?  =z  Arin^-^\w  —  (z/  +  1)  «««^0?, 

en  vervolgens  den  exponent  p  met  de  eenheid  vermindert,  verkrggt  men  na 
oploBsing  de  gezochte  integraal 

+  (P— 1)(P  —  3)4*3]  fgif,p-^^x.Edw  +  {p  —  i)(p~S)  {rinP-^\x.Edx  + 
+  [6(1— /t»i  +6it»<(?*a?— (p+2)A*]rittP--«4a?.«n^.^+4«ViP-*l^.  A^  j.  .  (LXVIII) 

AIb  eindintegralen  treden  hier  op,  voor  het  geval  dat  de  exponent  p  evene 
waarden  heeft,  voor  i)=4,  de  integralen  (138),  (162),  (220)  en  (232;;  voor 
het  andere  geval  daarent^en  dat  p  onevene  waarden  heeft,  voor  jp  =  7,  de 
integralen  (146),  (230)  en  (234). 

Wat  de  algemeene  herleidingsformule  (Fg)  betreft,  zjj  geeft  na  toepassing  van 
ons  theorema 

(p  +  3)4i»  I  nn\x.c(Mf\x.E—  j  Edx-lcosP-^^  \x  —  p8in^\x.coiiP-^\x]  |  = 

=  2  —  2w«P-84a?.A^+  4pia  j  Bin^x.eoa^-^^x.E  — 

—  I Edx-leoa»-^\x  —  {p''2)sin^ix.c6tP-^\x]  |— (p— 3)  ^gin^x.cod^-^^x.E— 

—  /^^*o  \.co^^\^  —  (p  —  4)«n«i«.co*P-5  4a?]  |. 

De  goniometrische  herleidingsformule 

coi^\a  —  Jsiif^^x.cos^^-^^^x  =  (//  +  !)  co8^\x  —  Acoi^-^\x 

moeten  wij  hier  telkens  gebruiken  bg  iederen  vorm  onder  het  integraalteeken, 
en  daama  den  exponent  p  door  p  —  1  vervangen.  Op  dcze  wijze  geraakt  men 
tot  de  herleidingsvergelgking 
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jcofP\w.Edx=:      ^       ^^  ^{p^l)8plt^  [eo^P-^^w.Edx  — 

—  [(P— 4)*  +  ip^l){p—S)U^jcoiP-^\x.Edx+{p^A){p—5)jeotP-^\w.Edx— 
—l6(l—k^)—Qk^cosx—{p+2)A^co8P-^\x.9inx.E—^+^coiP-^^x.l^^^. .  (LXIX) 

Ook  voor  haar  zijn  de  eindiiitegralen  reeds  allen  bekend  en  moet  men  ook 
hier  onderscheid  maken,  naarmate  de  exponent  p  eene  evene  of  onevene  waarde 
heeft.  Bij  evene  p  stelle  men  ^  =  4  en  vindt  alsdan  de  integralen  (137),  (162), 
(221)  en  (233);  bij  onevene  ^,  stelle  men  jp  =  7  en  vindt  dan  de  integralen 
(143),  (231)  en  (235). 

Eindelijk  hebben  wg  ons  theorema  nog  op  de  herleidingsformule  (Fe)  toete- 
passen,  waardoor  men  verkrijgt 

V^  i  f  1  X 

{p—h) I tatiffP  ^ X* coB^ \ X . E—  \Edx-\p tangP—^  ^ x . cos^ ^ a?— 4 iangP  \ x . $in^x.eoi(^ix]  |  = 
=  2langP-'^^x.A^  —  [S{p  —  5)  —  {p  —  S)Ak^'\  |  iaivP-^^x.co^^x.E  — 

—  I  Edx-l{p —  2)iangf^^^x.eos^^x — ^tansP-^ix.sinix .eofi^x']  i  — 

— [8(p— 5)—  (p— 2) 4*2]  j  tans/P-^ix . cos^x . E^  jEdx-l{p-- 4)/air^»  ^x.cos^^x— 

—  AiangiP-^\x  .rinix.cos^\x']  |  —  (p  — .  5)  j  tangP^^x.cos^^x.E  — 

—  I  Edx-l{p  —  d^tan^^f^x.co^^x  —  ifangP-^^x.sin^x.eoiflix^  |. 

Hier  hebben  wg  de  goniometrische  herleiding 

A  tang^"^  \x.eos^\x  —  4«a«^— 1  \x.8in  \  x  .  coifi  \x  =  {A  —  4)  tang^  i  x  .  cjs^  J  «  + 

+  A  tang^^  X .  m^  \  x 

noodig:  tevens  moeten  wij  p — 1  voor  p  in  de  plaats  stellen.    Langs  dezen  weg 
komt  er 
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ftan9P\x.coifi\x.Edx=       _^        _       j  -  [(p  -  6)  (2p  —  U)  ~ 
_  (p  _  7)  (p  _  9)  2*2]  2  flangP-^\x.€08^\x.Sdx  —  [8  (it?  —  6)«  — 

—  (p  —  3)  (p  — 9)  4*2]  2  /ia«f^iiP.co**ia?.iFd«—  [(p  — 6)(2p—  13)  — 
_  (p  _  3)  (p  _  5)  2*»]  2  j  tan9P-^\x.€08^\x.Edw  — 

—  (P  —  6)  (P  —  7)  llangP-^  \x.co^\x.  Edx  +  [—  3  <»«  «  + 

+  (p_6  +  3c(?*;r)AM^^^— ^— 4to«i?P"n  (^^^) 

Ten  aanzien  der  eindintegralen,  waarbg  men  weder  de  gevallen  moet  scheiden, 
dat  de  exponent  p  even  en  oneven  is,  verkrijgt  men  in  het  eerste  geval,  voor 
2)  =  8,  de  integralen  (236),  (233),  (222),  (232)  en  (237),  en  in  het  tweede  geval, 
voor  j>  =  7  de  integralen  (186),  (133),  (132),  (178). 

14.  Ten  slotte  blijven  er  nog  de  twee  laatste  der  algemeene  herleidingsfor- 
mulen  (F)  uit  Hoofdstuk  I  over.  Beginnen  wijmet  detoepassingvanonstheorema 
op  de  vergelijking  (F7),  dan  komt  er 

(p_l)(l_A2)      e—   I  Edx\ —  +p  — TT  =~n 

^^  '^  '   l    COgPX  J  lcO^'^X   ^  ^  CO^-^^X-^    '  €08P-^X 

i      8%nx  C  r        1  .  «.    ******     1J 

Wanneer  wg  de  goniometrische  herleiding 


hier  toepassen,  en  daama  p  vervangen  door  p  —  1,  erlangen  wg 

t—Sss 1  r(p-2y»  — (2p»  — 12p+19)i»]  1—^  s  + 

J  eo^x         (p_l)(^_2)(l-/fc»)  1  •■^'^         '        ^^  ^^     '     ^l-ioiP-^x 

+(,_4)(p-5)i«|^^+[3(l~*«)+(p-5,A«];^J5- J^+1 1  •  •  (LXXI) 
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Hierbg  zijn  nu  de  trouwens  reeds  vroeger  gevonden  eindintegralen  bijeen  te 
zoeken;  is  de  exponent  p  even,  dan  vindt  men  daarvoor  de  integralen  (128)  en 
(162):  is  hij  echter  oneven,  alsdan  de  integralen  (126)  en  (149). 

Ten  laatste  heeft  men  nog  de  herleidingsformule  (Fs),  die  door  middel  van 
het  Bteeds  gebruikte  theorema  (c)  dadelgk  levert 

(p  _  1)  j  i!^  E  -  iEdx^-  r  —V-  +  p -^^  1 1  =  -^  -  2  + 

^^         '\coiP\x  j  2  L«mP-4*  ^'^c<mP+4»J  )        eotP-l^x  ^ 

^^^         '         \  cotP-i\x  j  2^coiP-^\x^^^         'co^-^\x^S 

^^        *  \  co«P-^4a?  ]  2Lco*P-*iiF       ^^        ^co*P-8iarJ  > 

Geheel  overeenkomstig  met  het  vorige  gebruike  men  hier  telkens  de  gonio- 
metrische  herleidingsformule 

1  An^\x  _       _1 _  1 

CO,*^-*  \  X  e09^  \X  C08^  \x  cos^'-'^-  \  X  * 

en  stelle  vervolgens  p  —  l  voor  p  in  de  plaats,  zoo  komt  er  eindelijk 

-(,_5)(,_6)8*.J^^^+(,-6)(p-8)4*.|^j^JS  + 

+  [6(I-*0-6A.«..  +  (p-8)^.]^^Jf+4-;^  j  .  .  (LXSU) 

Voor  de  eindintegralen  moet  men  weder  onderscheid  maken  tusschen  de 
gevallen,  dat  de  exponent  evene  dan  wel  onevene  waarden  bezit.  In  het  eerste 
dezer  gevallen  komt  men  voor  jp  =  4  tot  de  integralen  (137)  en  (162);  in  het 
tw«edo  tot  de  integralen  (143)  en  (170). 
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YEBELABINa. 


/=/''  A=^/T=^.,         F:=:j'^^^^^,         ^=/%»/T3OT;. 

0  0  0 

Verder   is   bg    A(^y),    P{l,y),   E{l,y),   en  L{l,z),   F(l,z),   E(l,z), 
tangky  =  cos\x.\/2k,  ^  =  5  (1  +  A), 


tmg\z  =  rin\x.\/2k,  f»=  —  (1  +  2kf. 


2 

1 
8i 


Er  komen  als  nieuwe  transcendenten 

/dx  „  t  dx  „ 
E,  n\=  l-rr'  E, 
CO8»  J  itnix 


/?i=  [^E,  ^1=  fcosx.E^^, 
J  stnx  J  A 

/sinx  „ ,  /  ,  „dx 
Edxj  *i  =  1  stnx.oocx.E  —^ 
CO8X                                            J  A* 

^  [coix  „ ,  [  •n.dx 

«1=1  jBrfiP,  ^i  =  /  iinx.E—^ 
^          f    dx     „  C  .        -r^dx 
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TAFEL   68. 
jrinPx.Bds  =  ,p^\^pi»  j  [  (P  -  2)«  +  (p«  -  l)i»  ]  |««P-«».^d*  - 

— (p— 2)(p— 3)fmP-*«.^d«+[— 3+(p+l)A']«»nP-'»-«w»-^— «■«'^**^'  j. 

/■  d*     _  „       ,    .     .  2«««  (  dx  » 

J  nn*x  1  +  A  y  "^* 

I  Edx=rei.  j ninc.Edx  =  —  cotx.E  -{■  —  j^«in{k$inx)  +  -mar.A. 

I  rin^x.Edx  =  r  |  «i  —  nnx.eoix.  E  +  — jj  (1  —  A')  }  • 
L«8*.itf*=-^{^2+m»«)8A8(W*.^+(l+8ib2)5?«tn(4««*)+(l+8A>-2A«)^^^ 
/^«n*« .  -Brf^zi^  j  3  «1— (3+2  «•»««)«•«  x.eot  ip.^+y|^[(2+3*«)5(l— AS^-S^l-A")]  j . 


TAFEL    70. 


jrinPx.eo,x.Edx=     ,^y},^y^  ^Hp^l)+{p+\)l^](p-l)jsinP-^x.co>x.Edx- 

-(p-2)(p-3)  l$inP-*x.eotx.Edx-[Beo^x+  {l-{p+2)eoi*x)  A«]«nP-««.^-»»«?-'».«»*-A8  j . 

feotx^  1     „       ,A  —  eotx       ,^£^  +  icotx  /"<'<"*  »j         » 

y  «n»«  «tnar  «na;  1  +  *  /  «»* 

f         ^  1        1  »  ,A +  *«»»»  .  1 

leotx.Edx=  nnx.E 1- —  (1  —  ^)L      ,    .   . —  +  -«»«. A. 

/  2       2i  1  +*  2 

[tinx.cotx.Rdx=:  —^  {  (4  —  2i>  —  3  A*)^  — (1  — -l')  ^  +  A«««».c<»«.A  }. 

|«n»*«»««.iafc-^J8i»«n8«j:+(l-3A«)+i(l-*»)(l+3A«)2i^^^ 
/«nSir.cMx.fr^l^^ -^  {  (2  +  3ifc»-8i*+15ife*«in*«)£- (1— A«)(1+2*»)2F  + 
+  [2(1  +  2*»)  — 8 A' ]**»"»«•<»«»  A  }. 
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TAFSL    71. 

/«"'^'  ^£  =  0^1^)^»  I  [  (P  -  8)»  +  (.  -  1)  (2,-8)  i»  ]  /«-^-«-i^^  - 

-[(2/^-15p+29)+(^3)(p-l)*»]  f«nP-*ar.^— +(p_4)(p-5)  [nnP-^w.S  —  + 

J  eosx     ^*^     ■'"^     'J  eoBx 

+  [3co«*«  +  (1  —  p «»«>*)  A*]««P-*».iE+  »«w^-*ir.cM«.A8  j. 
J  nnx.eosx  '^  J  cotx  ^  J  eo»x  '* 

/m*ip_  1 

— i?d*  =  n  -  eJs  {i'i-2e^-SA»)E-  il- ifi)F+lfirinx.eo,x.A  ). 

/tin*x  „ ,  1      ( 

—  J?i«  =  «1  +  —  j  (3  +  «•»»*)  8i«««*.^  +  (1  -  15*8)  + 

+  ^(l-F)(l  +  15A8)Z^±i|lf  +  [(l  +  15i»)~2A»]««*-AJ. 


TAFEL    72. 


j»inPx.eMx.A.Edxs=-———-^  j  —  «»P-i « . A» . i?  +  f  sinl^^x.A^dr  -^- 

+  (p  —  1)  I  tin/^^x.cosx.l^.Edx  j. 

/co»  a;  1 4         1  1  /vm  »   ^ 

—  A.Edx  =  -^-—AKE+-il-U>)Ltang^x+l^-il+2k*sin»x)^y 

/eoax        _ .  A 

j  sinx.eotx.  A.  ^<'«=^{[8(l-P)+3ifc*]«  +  8  A^E+\Si2-]^)+2A»]i^sinx.eotm). 
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TAFEL    78. 

1  sinPa.cosx.E—  =  —  j  —  ««P-la?.  A.-B  +   j  sittP-^x.£:^^(1x  -f 

f  dx  \ 

+  (P  —  1)  /  BinP^^x.cosx.E—  \  . 

feosx        dx  A  [  dx 

1— -if  — = —E^k^eosx    -- k^ -{-  Ltang\x.  1  eosx.E—  =  0i. 

1  s%n*x       A  9inx  1  h 

/dx  1 

iinx.cosa.E —  =  — ^  {(2  —  Ifi)  x  —  2  A.-E  +  ilfisinx.cosx\. 

TAF£L    74. 

/sinPx.eosx.  E  — = , 777^  \  —  nnP^^x.  iS^+  /  sinP-^x./^dx  +  (  p —  1 )  /  sinP^^x.cosx.  E—.  { . 
A*   (p— 1)*^|  ;  /  A^) 

cosx.E  —  =  Xj.  I  «na?.<?Ma?.  JB—  =  ij. 

Im^x.eosx.E—zzz^^  ^Xi-stnx.E- —{1  —  il^)  L -^:^  +  ^  —  cosx.h^. 

/^mS^r.co**.^^  = -^{  6*»ii +(1— A2)F-[2(2— *«)  -3  A*]^^ 


TAFEL    75. 

dx  1        (      ririP— 1. 


/dx            1        1      »triP— ^a?          /■  f          Q               ^^9 

sinPx.cosx.E—=^ — rl : £+  IsinP-^xdx+ip+VilsinP—^x.cosr.E—ii. 

A^     (P— 2)A2|          L            j  J                        AM 

r                dx        sina                           ,                /"    .                      rfd;  1    i    1                j 

I  cosx.E—  =  £  +  cMiP  —  1.             I  stnx.coSiV,E—  =Ti  l  ~  E  —  x  \. 

J             A^         £1                                    J                      A^  *^  \  A             ) 

/dx         1    t         ^         sinx  \ 

sin^x.cosx.E  ~^  =  75  J  —  ^i  H T"  E  +  tfo«:c  —  11. 
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TAFEL    76. 

/<ix  1     I  1  1 

«««ar.cojar.JB  —  =  rri      —  2*»  «,  +  —£?—  F  }  . 
A*       2i*  )  ^  ^  A*  i 

T  A  F  E  L    77 

lcoiPx.Edx=:  ^ ; [(p  — 2)«(1— fc», +  (»»— l)jfc»]  ieo^-^x.Edx  — 

J  (/'  +  1)  if  ^'  I  / 

—  (p  —  2)  (f  —  3)  {l—1fi)(eotP-^x.Edr  +  [  —  3  (1  —  fc»)  + 
+  (P  +  1)  A'  ]  ttnx.coa>-^x.E  —  1  +  fo*P-*<p.A'|. 

J  co^x                                                           ()  +  l/l  —  i2)tfMa?  y  coBx 

j  Edx  =  By  I  C08 X . Edx  =•  sin X . E  —  ^  +  oT^^  — **)  ^  "^ -— +-co««.  A* 

1  cos^a.Edx  =  ^  J  6i  +  sinx.cosx.E—  —  (1  —  A^)  |  . 

jcofix.Edx  =  ^  j  (2+(?o»»:rJ8i8*ma*.^—  (1  —  9i«)  (1  — i»)  ''^tt^^^ 
—  k{l  +  94»)  —  [(1  —  9*»)  — 2A*J*c(Ma?.A|. 
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T  A  F  E  L    78. 

+  (p  _  2)  (p  —  8)  {1  —iflf  j  iinx.coi^x.Edx  + 

+  [3ca«»ar—  {4  — (p  +  2)m»«}  A*]  cwP-8d?.£+  iinx.co^^x.t?  I. 


—rEdx  = E—hBg9in[k9tnx)  —  V/\  —  i^  L — ^     . 

JSaii?  =  Vi.  1  nnx.Eax  —  —  eo9x,E^  —  Bgsin(k$mx)  +  — «i»d?.  A. 

«war  '*  y  "    2A  2 

jsinx.eoBx.Edxzzi  —   {  (4  —  2**  —  3  A*)  i^  — (1  —  *•)  F  +  Jfe»«i«a?.<?Ma?.  A  ). 

/m  ;i?  •  «>a»a? .  JE?Ja?===— ^  j  — Sife»^»»*.^— -(1— 4ife»)5;^m(&^^  j . 

jsimx.eo^x.Edx^—-  (  (1  _  i»)  (1  _  3A»)  2  #»  — 
—  (2  —  7  A"  —  3**  +  l5ife*<>o»*a?)  ^  —  [  2  (l  —  34»)  —  3  A«  |  ife»ma?.(?Ma?.  A  }. 
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TAFEL    79. 

+  [(2^— 16f»  +  29)  — (8|B»— 19p  +  82)*»]  jeoiP-^g.E-^  — 

j  stnx 

_( p_4}(p-5)(l-*»)  /  £'o«P--«a?,£'-r^[8co«»«-(4-^fi»a?)A*]<»J'^«.^jW^  . 

J  Btnx  ) 

smx.eosx  /i  j  j  ^j^jp  #  x  y  ^^^  i 

1  -;; — Edx  =  /ji  +  eosx.E  —  —  Bgsin  (ksinx)  —  ;-«««.  A- 
J  stnx  2i  2 

/ 

/eosl^x  ^  1      l 

^£iar  =  A+  ^  I  (3 +  c«M««)  8  *»«>.».£  + 

+  J  (1  —  16ft»)  ^^«t«  (ik«M«)  +  (1  —  16 i»  —  2  A»)  «•«*.  A     . 


C<?**  d?  ^  1 

-r-  Edg  =  ^i  — —  {(4  — 2i>— 8A')£— (1  — *«)^+  i»«n«.«w». A}. 
tm»  6ife»  *  /  \  /       •  j 

e«w*<r ^  1 


T  A  F  E  L    80. 


/  tinm.coiPx.tk.Ed*  =  — —  I  —  «mP— i«.  A*.^  +   /  cotP—^x./H^^dx  — 

—  (P  —  1)  (1  —  't')  Snnx.eoa>-^x.L'Edg  j . 

/^^A.  JE?d«  =  A>Ai  4-  —E—  k*titt<t  —  a  —  lfi)LUmg  {  \n  +-»  V 
ew^a  eot»  ^  '         *  \  4  2     ^ 

innm.oott.  L^Ed^-—i\-%  A».£+(8-8il8+8**)«+[8(2— 4«)+2A«]t»«W.(»»*). 
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T  A  F  E  L    81. 

l»iux.eosPte.E—=-^i  — waP-'ar.A.iS?H-  jcosP-^x.A^dx—[p—l){l-li^)  j 8iHx.eo^-ix.E—\ . 

fsinx       dx^       1     |_A_^  _  ^,^.^^  _(!_*»;  Uang  {\n  +  i^  \|. 
J  eos^x       A        l  —  i^\eosx  ^  '  \4     ^  2     /1 

/dx  C  dx  1 

sinx.E~  =  Xi.  I  sinx.cosx.E—  =  — { — 2 A.-E-(-(2— Pjir+/i*»»n».cojir}. 

T  A  F  E  L    82. 

/sinx.cosPx.E —=.  ■ — -  I  — eosP—^x.E-{-    \  coSP—^ x.t\dx  — 
A*        (p  —  1)  ^  I  j 

—  (p  —  1)  (1  —  /fc«)  isinx.cosP-^x.E-^    . 

/dx  f  dx 

sinx.E  —^  =  f4i.  J  sinx.cosx.E  ——  i^. 

I  sinx.cos^ x.E — •  =  --  j  —  (1  —  k^)  f^i  —  cosx.E  -f  —  Bgain  {isinx)  +-miF.  A  j  • 
jsin  X .  co!^^  X .  J5;-^=— (— 6(1— it2)ifc2^+[2(2— A^)— 3A^]-E?-  {\—k^)F-Jrkhinx.co8x.L  | . 


T  A  F  E  L    83. 


/dx             1        l      co^^^^x  [  [  dx  \ 

iinx.cosPx.E—= — -  — E+  1  cosP-^  x  dx^p—l){l  —i^)  1  sinx.cosP  '^ir.E—    . 
A^     (/^— 2)(-2(          L  I  J  A^) 

/^dx  1         r        cosx  „  ] 

f .  ^^     1/ 1  ^      \       r .       o    ^^^    1  f  n  .  cosx  „       I 

/  sinx.cosx.E—-  z=  -[  —  E  —  X  \.  1  smx.cos^x .  E~  =  77)  AiH £^stnx\  . 


B  24 

XATUUBK.    VEEH.   DBB   KONINKL.    AKADSHIE.   DEEL   XXII. 
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TAFEL    84. 

/dx  1  l        coO^^x  „    .      f  .     d* 

—  (p  -    1)  (1  ~  *•)  fnnx.coiP-ix.I!  ^  |. 

/dx         1    {   1  \  [  .      ^X         1    k  «0M  1 

T  A  F  E  L    85. 

j^n^x.Edx  =  ^^_i)(^22)(i_,.)  I  -  [  (2P»  -  15p  +  20)  - 

—  (p  —  1)  (2p  —  5)  )l»  ]  (tan^^x.Edx  _  [  (3p«  —  21p  +  38)   - 

—  (P  —  1)  (P  —  8)  **  ]  [tanjf>-*x.Edx  ~;(p  —  4)  (p  —  5)  S imtfi-^x.Edx  — 

—  [  8co»««  —  (p  _  1  _  m«»)  A«  ]  iiltilf  J?  _  ^^*^"**  A»  )  . 

coiP—^-x  nnx.coax        ) 

I Edx-=idi.  JEdx  =  $i.  I  tangx.Edx  =  Yi' 

/tang»x.Edx  =  —  «1  +  tanffx.E  —  1  —  l/l  _  i»  L      ^^  ~ZJ^J^ h  A- 
(1  +  j/1  _*»)  co»« 

jtanjfix.Edx^  — /i  +  „  {  (1  +  ««««)  JE?_  F—  tangx.t^  }. 

(tang^x.Edx  =  «i  +  ^      |_        j  (l-4co«»;r)(l -*«)^y.g  +9  (1-  *»)  + 
+  (8  -  9i«)  l/rZTFX  ^j-^^^^  -  (1  +  8C..».)  (l  -  *»)  ^-^J  , 
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TAFXL    86. 

-  (/'+l)*n(p-l) /'«"l^**-^^- (^2)(;»-3)/'<a,VJ^*.^^- 

-- — T  E  — j-  =  -  coix.E—  1  +  L  rT~r+  ^-      I :; —  ^  -^  =  yi  +  ^i- 

iang^x      eot^x  1  +  A  /  tangx      co^x 

y       «)«»«  (1  +  ^/1  _  ifc»)  «>«a:  ^ 

/i«  1 

tangx.E  —5-  =  '  {  (1  +  9e(^x)E—  F—  tangx.t^  }. 
COr  X  2 

+  (2  _  3 1^  ^T^  i  ,^^^+A^.  -  (1  +  W)  (1  -  i.)  ;^J . 

—  3  (1  —  ifc«j  <a»y*»  ]  ^  +  [  4  (1  —  A»)  +  4»*»«  —  5  A»  ]  ^  A     • 
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T  A  F  E  L    87. 

jtangP..co.^..Ed.  =  ^^^  _  3^  ^^  ^  .^  ^^  _  ^^  |  "  [  (p  -  *)  (3p  -  H)  - 

—  (p  —  1)  (2 p  —  9)  k^l  jlangP-^x.cos^jr.Fdx  —  [  (p  ~  4)  (8p  —  13)  — 

—  {p—l){p—3)k^']  1  tatfffP-^x.cos^x.Edx—^p — i^^p-^^^l  tangP-^x.m^x.Edx'^ 

—  [icoB^x—  [{p~4.)  +  3co^x)  L^]^-^^^^^—^  E  —  tanffP-^x  .  A^  \. 

COB^X  I 

/1  3  1 

^ — r- cos^x.Edx  =  ^  -  ^i  —  -  {2  +  «n*  x)coix.E  4- 
iang^x  2  2 

2  ^/n  X  1 

/ coh^x.  Edjc  z=zSi  —  —  {  (4—2 i»— 3  A*)  ^  —  (1—*^)  F  +  i^ainx.eosx.l^  } . 

1  cos^x.Edx  =z  -)  si  +  sinx.cosx.E  —  —  (1  -   A^)  1 . 

I  langx.coh^x.Edx  =  —  |  (4  —  2  A»  —  3  A^)  ^—  (1  —  i^)  F  +  k^sinx.cosx  .A  }. 

I  tang^x.coh^x.Edx  =  -      g^  —  sinx.cosx.E  +  —  (1  —  A^)  j. 

j(ang^x,cos^x.Edx  =  Yi  ~"  ^s  {  (4— 2>l«— 3  A^)^— (1— **)  ^+**Mn^.cM«.  A  }. 

/3  I 

tang^x.cos^x.Edx  =  —  -  ^^  +  -(2  +  (70«»a?)  tangx.E  — 
2  2 

l/'l  —  k^  +  A  1 


-  "^'  -*'^rtpT-n^,-6-^  «'  -  ^''  +  «*•('  -^»- 
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T  A  F  E  L    88. 

/11  ^        A4-kco9X       1  ,  /„, 

eo3x.Edx  =  »inx.E—-  +  ^^^""^^  ^     iTF'  ^  ^"^'^-^  I  Bdx:=z9. 

tdx^  i    dx     ^  «       .  y b  r    l/r=rJM-_A 


T  A  F  £  L    88. 


['J^Edx  =: ^^ i  [(«-3)— (p-4)2A»](/>— 3)  f -^^V-Bd^  + 

jeoffix  (^-l)(p-2)(l— A^)  (  ^^^       "^       ^       ^  /  ^^^''-^^ 

+  (p  —  5)  (p  —  6)  j-^^^Edx  +  [3(?o«»ir  - 

_  /  4  +  (p  _  6)  m»2r  }  A*  ]  r-  ^  +  'I.rr"  ^    1  • 

f  l  1  /«na? 

/«na:.fida?  =  —  cosx.E  -(-   —  Bg sin  (k sifi x)  +  -««ir.A.  I  -—Edx  =  /!• 

I  2*2  J  tf<>«« 

\  — r-  J?<ia?  =  E^  k  Bg  sin  (kninx)  —  [/1  —  k^  /'   ^ • 

J  eoii^x  cosx  y         V  eo^a? 

/  «M  X  1 

/  ——  Edx  =-(:!+  *^c»a?)  ^—  F  —  langx.L)' 
J  cov^x  2 
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T  A  r  a  L  M. 

-r-Edx  =  ^i  —  r^  {  (4-2ft«-3A»)£  — 1(1  -- A»)  1^+ *»«m«.c<»*.  A  ). 

/eoi^x  ^  1  1 

I^Ed.==:8,.  /4^£=A.  /"^-^^=/,  +  ^1. 

J  *ma?  J  8inx  j  sina.coix 

y  stnx.cos^x  cosx 


C08X 
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TAFEL    91. 

-»- (p  —  IJ  (p  —  3)  4i»  ]  f»UiP-*^a,.Edw  +  {p—4){p—h)  jiwP-^k».Ei»  + 
+  [6(1— i«)  +  6i»<so»#  — (p  +  2)A»]«n^i*-«»»«--^+*««^**-^'|- 
d»  i  L  +  *»»*    ,    ,  2  (A— coM   .     .   I 


m^jr 


^  —  Vi* 


1  J?^^  =  £!• 


m^ 


m* 


i#.J?d#=-2c«i*.^+g^[2*^?^)+(l-*)^^e)+jq-p-^»«i*-^»^2*j. 

1  i                               11               «    ^  A  +  ictw*       1  ^    I 

.Vi*.J?rf*  =  ||*,-««<r.^+|--(l-*»)i-^';jf-^ -m:r.A[. 

W.^i.  =  -l(5-««^)««i..^+|5j^j(l+8*)(l-*)8^(/.')- 
—  (l-8*«)6^(^*)  -[  (1-164  +  4*«)- 4(1  +  A)*«w«- 

__2(4  +  5*+20*«)-a  +  4*)A»-.,^^  ,^2l|. 

1  +  *— *co«#  J  * 

j *in*^x.Ed9  =  — —  I  9i«ei  —  (4  —  «»'')  3**««*-^  — 

-6i(l-*«)2,^-±-^-l+6it«-6A»««*.A+A*  j. 
1  +  i  ' 

f««H*--Ete=— J(43-14«x«*+W«)««4».^+g3^^7^[(-l  +  16*+»6*»)3(l-^)^ 
—  (17  — 96*»)  6 AiJ (/,«)  — [(  —  3  +  16 A  — 160^  +  64*»)  + 

^      *     '  1  +  k  —  kcasof  J  ; 


Digitized  by 


Google 


192   EEN  AANHANG8EL  TOT  DE  TAPELS  VAN  ONBEPAALDE  INTBGEALEN. 

T  A  F  E  I.  92. 

(sinP  ^x.cosix. Edx='  ,  i)/  ,  3.4^) (/^—1)8 *^  UnP-H x . coa^x.Edx—l{p—9)+ 
+  (^—1)4  li^^ip—9)  jsinP'-^\  x.cos^x.E  dx+{p — 4)(p— 5)  jsitU^^i  x.cos^x.  Edx  + 
+  [Qcosx—  {(p  — 5)  +  {p+^cosx  I  ti^^sifiP-^\x.E  +  2sinx.si¥P-^\x.t?  j- 

j  s%n^\x  1  +  A  +  *CMa;        14-2£1 

1  —  2*„  1  (Zi  +co*i«)* 

/^^^.  =  A  +  *,. 

/  «(»»4«.«»^«.^^«  =  —  -coax.E  +   -—  Bgsitt  (ksinx)  +  -«tnar.  A. 

/  «».« i ar . c(w i ar .  J?rfar=-«n8 ^ «.^-^^^^-^^{(1— 2)fc)(l— A)3F(i,y)— (1 +2A«)6^/^)-- 

-r(i+i4i+4i.H4(i+»)»»»,.-5<i±5^±i2e=£±iM.v,..^^2i}. 

f  «V/Siar.coaiar.  AVa;  =  — ^  {  —  [  4  — 2*2(1  _  3«>«a-)— 3  A*  J  ^  +  (1  —  **)  i?  + 
+  3  kBgsin{k»inx)  +  (3  —  <»« ar) F m a; ,  A  )• 

Li,n  a; .  w«  i  ar .  ^(^ar  =  —  1 14  A«  ««6  i  ar .  JS^g— [(1 + 12  ft-12  *»)(! -A)^X/, ,)  ^ 

—  (11  +  12A«)2iJ?(/,t/)— [(       1  +  4A+44ifc»  +  16ifc3)_16(l  +  i)*«(»w»  — 

„    «      •    ,(15  +  204+ 28F)— (1  +  44)  2  A*n       ,        ,    ,_  t  ) 

l+«+ifeco«a;  -•  J  I 
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T  A  F  £  L    98. 
f.i^i..E^^  =  (^d[5i^  |(p-l)(3p-5)4*./'«»r-«4..^^-[(p~5)«+ 

+  (p  —  3)(3p  — 7)4*8]  [ rinP-*\».E-^  +  [i2f^ --ZSp  +  61)  + 

I  eoB  4  ^ 

+  (p  —  8)(p-5)4*«]  f«nP-^^a!.E~ (p— 6)(p-7)f«V-«i«.J&-^^ 

—  [6«»#—  {(p  — 7)  +  (p+l)c(»ar  }  A*]»»''-'**.-^^— 2«»l^7^iP.«n».A'|* 

\-r~—-E=2l)..  f-^E=Ci.  [$mlx.E-^=/9i—3,. 

J$m\x.cot\x  '  ^  Jeo$\x  ***  /  eo*\*  * 

/dx  4     r  1— £4-Jta»«  ) 

/nn^\x.E — —  =  /?, — ^,  +  -cosx.E  —  —  Bg$iH{k$inx) —  -sinx.t^  . 
coi\x      '  ^  2  4*  4 

/''''H-^.^~;=^i-g(7-w*;r)««i;r.l?+^-^A^ 

-r(l+44.+4.8)-4(l+.)*oo,.-2ii±iA±iOM 

—  (l  —  *2)i?  — 9* B^«« (*«•»»)  — (9— «<»*)*««n«.A  |. 
/««•i«.^--~=  ^i  —  — (73— 16co*«  +  3co»8«)«fni«.^  + 
+  815*8^/2*  {  (1  +  26*  -  180*»)  (1  —  *)  8  J-^/.y)  —  (5  +  86  *»)  80*£(/,y)  + 

+  [(-  8  +  26*  +  728*»  +  104*8)  +  104  (1  +  *)*»«»«  +  9  A»  — 

^ ,  (68  +  95*  -  364*»)  —  (1  +  4*)  18  A«  i       ,        ^   y—\ 
1  +« +  keosx  J  I 
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TAFEL    M. 

/co«P\g.Edx  z=  ^ — ,   „.  .    ,,  1  (P  —  1)  8;>i«  \eoif-*\»,Bd»  — 
KP  +  2)  4p*»  «  J 

_  [(p— 4)«  +  (p— IKp— 8)4*«J  LMP-*4<t.^(i«+(^— 4Xp— 5)f  «>iP-«i».JB» — 

—  [ 6 (1  — i»)  —  6i»w»*  —  (p+2)  A' ] «M»'-»i«.m*. ^— 4  +  4c«»P-*i».  A"  j . 

/d»      „       ^  i  „     ,       .^Zi  +  tco»»      ,(A  —  «««Xl+AV.    ,  ) 

/^.^=^-  /^"*  =  '^- 

|«,,J*.J?rf^=2«V,J*.^+gji=^|(l-W^)+2i^;,i,)+^=^^ 

i"  1  i  11,,.».  ,A  +  ieo«»      1  ) 

l<»»»4«.£d»  =  - j  «1  +«t»»..g--+^(l— *»)/^      ^^^     +-«>«a>.A[. 

/"c<«3  J^.JErf^  =i  (6  +  co«<r)  rin\x.E  +  454^  j  (1  +  8A)  (1  ~i)  SfCM  -- 

—  (1  ~  8ifc8)  6£(/,y)  —  [  (1  —  16i  +  4i»)  —  4  (1  +  *)  «»«  — 

_2(4+5A  +  20l^)-(l  +  4t)A'n    ^,^^,^^^^^1 
1  +  i  +  ifcco»»  J  ' 

jeot^^x.Bdz  =  ^^  j  9ifc««i  +  (4  +  «««)  3i««««.i5  + 

+  6*  (1  -  i^)  L^  t^T"  -  1  —  6*«  +  6il«<»««.A  +  A»  j . 

/"«M«it.^ir=i(48+14co««+3»»»«)«/»i«.»+gg;^|^j(-l  +  16*+ 

—  (17-96*»)  6*£(Ay)  -  9-  [(-  3+16i-l60A»  +  64*^  +  64(1  +*) ft»cM»  — 

_  ^^67  +  80*  +  224*»  +  (1  +  4*)  5A»  n  ^^^^  ,  ^  ^^^^  > 
1  +  *+  hcosa?  J  J 
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TAFEL    95. 

+  [6«af«+  {(p  —  5)  — (p  +  8)(»»iF}  A2]<»«P-»i«.^+  2««».<»«P-»i«.A'  j . 

SS^  g,.  =  2»i..  J  +  /*7>';^    -  ?£g  1  (1  +  2i)  2S(/..)  - 
]eoJ^\x  1  +  A—  AcMfl?       1  +  2*  ( 

1  —  2  *  I  ( A  +  m|a?y 

-2*F(/.*)+-j^ir(-r,/..)j-i^j^^_2,j2^^j_^^j^^,. 

|««i*.£<i*=-2<««ia>.J?+3j^J2*Z(/..)+(l-A)i^/,*)+[=^=^«^^^^^ 

lain\x,cot\x.Edie=  —-<»»«. ^+ —5^m(A«n*)  +  jm».A. 

ftmk».m» i *.-B<fe=-^e<«»i«.£+l5;|^{(l+2A»)6i?(Z.*)-(l-2A)(l-  W/,*)  + 

+[;a+u.+4*^^i+»,»«..-2^1±^f±H5i^±i2^"]  -»..^H  • 

jn»\».ew,^».Ed»=-^  {[4— 2i3(l  +  3<r<»*)-3An^- 
^(1  — £^f +3ibf9«M(iE;«M»)  +  (3+co««)il»«t«d'.A  |. 

[n»i».co^k».Ed»=i^  {  -  U*»<«)*«  i«.J&+  ^p=  [(11+12*»)2*^(/,») - 
-  (1  +  12*  -  12*«)  (1  -  *)^(/,»)  +  [(  —  l  +  4*  +  44*«  +  16*»)  - 

-i»(i+»^«..+3A'-»'"-"f^;^,!!-l+"'^^>>>-A./ai] }. 
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T  A  F  E  L    96. 

jcoa^^s.E-^  =  \  !  (P  -  1)  {^P  -  5)  4i»  lcoa>-*\x.E-^  - 

J  mfa?       (p*— 1)4**1  j  m^dr 

+  (/;— 8)(p— 5)4A«]  fcw/^iar.^-^— (p— 6)(p— 7)  I eoiP-^^x.E— 

—  [6C0SX+  {  (p—7)  —  {p+l)coax}  h^leofP^'^ ^x . E ^  ZcosP-^^ ^x.Hn x .  A^  j. 

J  m\x.cos\x  J  ^n^x  J  stn^x 

/cofi  \x  1  1  1 

,  Edxzzzfli  +  8i  +  -C09X  •  B—  —Bf9in{krinx)  —  -ma?.Zi . 

sin^x  2  4  A;  4 

|'^««=i„+i(7+«».)«™j».B-jjj|;^jj(l+ia^8B(V)-(l-i)(l-12*)3*'('^)+ 
+  [(l+44*+4P,- ,l+i)4*»..3i±5i±M^fcMlM']rf,j,.^^j . 

^r^  Edx=ft,  +  8^  +  —{i-^  +  2*»  (1  -  9co,x)  +  3  A»  ]  ^  + 
+  (1  —  ft«)  f  —  ^khgrin (icrinx)  —  (9  +  cotx) l^rinx.t)- 

tewfikx  1  1         ( 

/^7;Y;-E?rfa-=  ^1+  g3(73+16  «>.«+3«;(M««)c(»i«.J?-gjg^^p;u|(5+36A»)30^£(/,«)— 

-(1  +  26-i-180i»)3(l-i)F(/,«)+  [(  — 3  +  26ft  +  728i»+  104*»;  — 

.     „.(63  +  95*  +  364/t8)  — (l  +  4*)13A»n  .    .        a./tt.I 

—  104(l+il)A«c(?««+9A''— 2F — — 7.   ,       ,  1«»  i  '.  A'/2A[. 

1  +  *  —  kcotx  J  > 
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TA7EL    87. 

_  [(3p»_24p+50)  —  (f — 3)  (p— 5)4*»]  2  f /ai^P-^i*.  J5J«— [(2p»— 21p+56)— 

—  (p  —  8)  (P--5)  2  *»  ]  2  /  <a«s«^  i  « .  ^i»  — ,(p— 6)  (p— 7)  f  te»^»  ^  « .  £dit  — 

—  [3«a»«  — (p  — 4  +  «»«)A»] rr-^ \,        A»  |. 

I —  J?  =  /?j  +  ^i .  1  ^(/jj  =  «1.  /  tanff  I  x.Sdx  =  /?i  —  ^i. 

/'(a.^«t..Jgd.=  --,,+2<a>yi..Jg^2tI^±^-2Z<^-rf'f"*"^^+2A--2. 
y  1  -p  A  2nfi^^ 

feai^\».Bdie  =  ^i—/?i+(2+wc»iir)£'—(l—)l«)2jF'—2tJ!flr»t»(*  «»»«)— 2te«<^4«.A. 

/^faiv4«..Brf«  =  /?i-^i+^|(l—i>)20F— [(23+8*8)— ^^^^(3+6cM»-«?«»«)^^ 
+  24k£grin{krinx)  +  [(7  +  2-t»)  +  (4  +  ib») 2 co« a>]  ^^'     A  )  . 

jian^^x,Edx=-  «1  +  1  j[(l  +  12i«)  +  (23  +  6A»)  m*]  2  ^|f  ^- 
-180*jA±jy_(23  +  281»-6**)4Z<^-7y+^^-.  2(65+6^- 
^J3cM«-(2+CM«)A»]^ —, [3(13+2  l?)+{U+5k^)2co8x+23cos^x]--^\. 
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TA7EL    08. 

-[(8p_8)--(p-l)4fc«)]0»-3)/to«^ix.J^^-(p-4Kp-5)|fa.V^4».jr^ 
—  [8c<M«  —  (p  —  2+  eo$s)  A'  ]       -.1. TT A»  I . 

/1         „     dx  _(  ,,       „       ,.,_A  +  heoa»  .    _  2  (A — «»«)  .   .  » 

J     eos^ia  I      •>"  i^fc  2«n««  ^"J 

«w^  l » .  ^  — ;— =  l2  +  Mc«  4  «)  ^  —  (1— *»)  2  ^— 2  *  Z^  m  (A  «n»)  —  2  toiv  i  * .  A. 

/•^i-^;^.»!  i '•'^"•^+'"^TTT-' + 

/<an(,Ha.-»-i^  =  |  j  (1-  i«)8^— (11  +  8i»  —  8<a»/4*)  ^  + 

+  12ifcB^«n  (*«»«»)  +  [(1  +  2A»)  +  (1  +  i«)  2cM*  ]  -^Jf-  A  L 

eot*%M       I 

|,,„,*4,.j,_J^^  ^  ^  j  .  [  (3  -  4*»)  -  (1  +  2i^  «,.*]  2  ^i^- 

-20.xAJ^-  +  (X  +  6^-2^)4X<^--^^^^^  +  ^>-2(5  +  2i»)-> 

-[8ca.,-(2+ca,.)A«]^^^^|^.^^+[(8+2i«)+(8+J^)2ca>>+ca,»>]^|. 
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TA7EL    99. 

—  [8  (p— 6)«  —  (p—S)  (p— 9)  4l»]2  (tangP-*  4  ».«»«•  4  « .  ^rf«— [(p— 6)(2f»— 18)  — 
_  (P_8Xp--8)2*»]  2  l^toWf^4«.<»i*4«JSyap— (p— 6)(p— 7)  ftoi?^-«4*.o»*4».i?a«  — 

—  r  SoM»  —  (p—  6  +  8co»«)  L*}    ^"^  —  4ter^P-«4».A'  j. 
i2f!!M£i,  =  _^,j-i[(4+<»,*+5*W+16«c.»*i«.co<i«]^+2X^^^^ 


_1  (1  _  5i»)i^^^*  +  2^(  (1-86*»)+ (4-ra.«)12ifc»A-AM. 


££?!if  i!'^.  - 


|^£rf<r  =  /?i  +  ^i  +  2^  {  [-4+  2i»  (1  -  9««««)  +  3  A»  ]  ^  + 
+  (1  —  A»)F—  9*  Sffiin{iHnx)  —  (9  +  «»»)&»«««.  A  }• 

c«^i*.i&=^  j  9it««i+(4+ea.«)8^m;r.J?+6t(l-i»)i^j^^  |  • 

««v4«.c(»*4«.^rf«  =  2jjj  {  [4-  2*8(1  +  80»«)  — 3Zi»]^- 
—  (1 —  *»)*'+  BiBfrin{i»inx)  +  (S  +  eo»ir)i^»inx.L  }. 

teiv"4«.c<»*4«.i&rf«  =  g  I  «1  —  ««««•«»«-^  +  3pi(^  ~  ^*)  r* 

<aiv»4*.««*4«-E<it  =irj^  {  (1  -  i»)  ^- 1 4  — 2A»(1  -  3«»«)  -  3  A»]  ^  + 

24  iB' 

+  SkBgnn  {isinx)  +  (3  —  ea»«)  A»nn«.  A  }• 
<aj^4«.<»**i«.ld«  =  r7^  J9il»6i  —  (4  —  c<»«)  3 *»«««. i?  — 

-6i(l-i»)2i~ti£2L*_l  +6A»-6ik»ca.«.A  +  A»  (. 

tan^\x.co6^\^.Ed^z=z  /9^  —  9,  +  ^  {  [  4  -  (1  -  9co*a?)  2*»  — 3A»]i?  — 
_  ^i  —  i»)  /»  _  9*  J5y«m  (i«iiip)  —  (9  —  eosx)  h^sinx.L  }. 
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"       TAFEL   100. 

+  [6(l-t^-6*.ca.,+'(p-8)A»];^iB+4-^;i^j. 

1«)^  \x.Edx=^y6  ^eo$x)sin  iar.g+^g^^^j(l  +8*)(l-*)3ft/,y)-(l-8*»)6^irf^)— 
-r(l-16*+4*»)^4(l+*)*co,.-^<^-^^^+^^^^)7(^+^^)^V.|>.A^/2-l}. 

L.^i^.£d«  =  ^jei +  «•»«. ^-^+^(l-ife>)2;^±i^  +  lco#«.A  |. 

jr<«i*.Srf<r=2miar.^+gp|=j(l-*)fl(/,^)+2iiJ(/,y)+^=|±^^ 

/^'^*^*-  J7^x^=^' 

J  cot^ix  i  1  +  *        '  2ritfix  V 
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TAFEL   101. 

-  (P-  5)  (p  -  7)  8*»y^^^^^  +  (p-7)(p  -  9)4^/;^,^^«  + 
f#w4».<».^#.JBa«==--Hca.8i«.i?+j5j^p7= 

1«,  i  *.  ^«to=-2««i».E+gp^  j  2ifc£(/^)+(l-i)f\/,«)+ j=^^^««  4  « -^^ 

J  eo9\m 

— T— JS?rf*  =  2«»ci».JB  +  -— 7 ,  ,  ,.      (1 +  2*)2i?U,«)  — 

«o(»is  l+^  —  iicM*      l+2i  ( 

1  — 2*„  J  (A+««i*)» 

/^^^^  .Bd#  =  (2  +  »«c«i«)  JB—  (1  —  i»)  2/"—  2* Jf^«n(*m«)  —  itang^x.L^. 

l^^Ed»=.  i|(4— 8A»+8«-c*i«)J^(l— il»)4i'— [2(1— J^^+Cl-S*')'?*"*]^^ L  • 

/^|^£d«=~  j  (16  +  24ifc«-64ifc*+15»tfc«iar)^— (1 +  2/:«)(l-A»)16^  — 

—  [4(l—i«)(l  +4A«)+(l+2i*)(3— 4A*)2co««+2w»«*+(8-8A«)A*]^^  A  j. 
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TAFBL    102. 

+(p-7)(3p-19)4*8  /..      ^"^  .,    ^-(p-7)(y-9)4ife»f  .   .     ^^_  -   E~ 

-  [6««*-  ( (p-i)_(p_7)co»«)  A«]— ;5t  -  -!St-  A'  I- 

-  i?rf*=,i+g^73+16  «»^+3co»»*)a„  i  * .  i?_^^^^  j  (5+36i«)30tJ?[/^)_ 

-  (1  +  26A-  180A»)  3(1  -i)  f  (;,*)  +  [( -  3  +  26*  +  728i»  +  104*»)— 

-104(l+*>l»ca..+9A»-2/^^  +  ^^^t!'t*'^"^''^''^''^>i--A  V^2*i. 

/ca«64d?  />  cw  1 

-^  i?rf«  =/?i  +  ^i  +  —  {(-_4  +  2*8(l-  9c«,«)  +  3Zi«  ]J7  + 

+  (1  —  k^)F~-  9kBgtin(km,x)  —  (9  +  c<).r)i««n».  A  }. 

+[(1^44*+4*»)-(l+*)4*o...-^<^+^^+^;V^''^^>*--^»^2-ll. 

/eofiiw      ,  X,         ^        1  1  1 

(C0B^\X  4        (  II.       ^/./k««  1 

/~^"i ;-E=2/9i. 
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HOOFDSTUK    IV. 


ONDERZOEE    VAN    INTBGBALEN,     DIB    BEHALVB    GONIOMBTRISCHE    FUNCTlfiN    NOG 
PBODUETBN  OP  MACHTBN  VAN  BLLIPTISCHB  INTEGBALBN  BBVATTBN. 

1.    Wanneer   men   nagaat,   dat  in  de  beide  laatste  Hoofdstukken  algemeene 
herleidingsformulen  gevonden  zgn  voor  integralen,  die  onder  het  integraalteeken 

den  factor  F-j-  oi  E.L  bevatten,  dan  ziet  men  lichtelijk  in,  datmenvoordeze 

1  d  l  d 

iSEU^toren  ook  o  J~  •  -^  ^^  9  T  '^  Bchrijven  kan.  En  evenzeer  bg  die  integralen, 

waar    de    overeenkomstige   gedeeltelijke   fiau^toren  —  of  A  voorkomen,  zal  men 

deze  ook  knnnen  vervangen  door  de  andere  — .  JP^en  — .  E.  Uit  deze  opmerkinir 

dx  dx  r  -o 

blgkt  verder,  dat  men  in  zoodanige  gevallen  de  nieuwe  theoremas  kan  afleiden. 

/,.4=/,4i.^=i,.^-i/^^-i^, (., 

fq^.F.Adx^  jip.Fdwj^.E^tp.E.F—  i Edx  \  ^  +  J?'^^^  j   » (/) 

jip.E-^^  jip.Edx~.F=fp.E.F—  I Fdx  j  p.A  +  E-^  L {g) 

(^.B.Ldx—  l^f^^^J-^^J^  —  ^^^  —  ^  l&^^dw. (ft) 

Hier  leveren  nu  de  eerste  en  laatste  theorema'8  (e)  en  (/1)  integralen,  die  den 
£Gtctor  F^  of  E^  bezitten;  terwijl  de  beide  middelste  theorema^s  (f )  en  (<r)inte- 
^ralen  doen  ontstaan  met  den  factor  EJF\  indien  althans  dedaarbg  voorkomende 
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integralen   f-B.q^ —  en  JF.q>.Adx  bg  de  te  behandelen  gevallen  bekendzgn; 

eigenlijk  zgn  deze  beide  laatste  theoremas  elkandersomgekeerdeyzooalstroawens 
te  yerwaeliten  was. 

Uit  dit  nieuw  aangegeven  oogpunt  ons  stel  Tafels  35  —  102  onderzoekende^ 
blijkt  het  gereedelijk,  dat  onze  oogst  van  nieuwe  uitkomsten,  hoe  belangrgk 
ooky  slechts  zeer  schraal  kan  zijn. 

2.  Beginnen  wg  met  de  algemeene  herleidingsvergelijking  (XIX)  van  Hoofd- 
stuk  llj  en  passen  wg  daarop  het  theorema  (e)  toe,  dan  komt  er 

+2  fw>iP-la?J«  +  {p—l)\sifiP-^x.eosx.P^'-  j  F^dxl{p—2)rinP-^g.(^x-^9itiP-^x]l^ 

Bedenken  wg  echter,  dat  algemeen 

A #w«— 1 X .  eos^  X  —  «n^+l  x=z  A  iinfl^^  x  —  (it  +  1)  «n**-l  x 
is,  en  vervangen  wij  tevens  p  door  p —  1,  zoo  verkrggen  wg  na  oplossing 

jiiHPx.F^dx  =  ^^_\^^j^  I  [(p  _  2)«  +  (p  -  l)^i^}jiinr^x.F^dx  - 

—  (p  —  2)  (p  —  3)  jiinP-^x.f^dx  —  [  1  _  (p  —  1)  A*  ]  sinP-^x.eosx.F^  + 

+  2  liinP-^xdx  —  2sinP--^x.L.F  I (LXXIII). 

Op  dezelfde  w^ze  kunnen  wij  nog  de  algemeene  herleidingsformule  (XXV) 
van  Hoofdstuk  II  behandelen,  en  daarop  vooreerst  het  theorema  (e)  toepassen, 

pk^  J  sinx.eoiPx.F^  —  1  P^dx  [  co^^x  —  psin^x.eotP-^x'}  |  = 

=  — .2ttMP-ia?.A.-P+  2  jeoa^^xdx  —  ip—  1)  (1  —  *»)  \sitkx.eosP-^x.F^  — 
—  JF^dx  [  eo^^x  —  (p  _  2)  iin^x.eo^x  ]  1  ; 

en  vervolgens  daarbij  de  bekende  goniometrische  herleiding 
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OM«+l«  —  AsiH^x.coi^^at  =  {d  +  l)  coBf^^^x  —  Aeo^^m 

gebniiken,  waama  men  den  exponent  p  met  de  eenheid  moet  verminderen,  om 
ten  filotte  te  verkrijgen 

JMfw.F^dx  =  j—^^^ 

+  (/^—2)  fjB— 3)  (!—*»)  Lo^^x.  F^dx  —  [(1  —  i»)  —  (p— 1)  A»]  sin  x .  eoiP-^x.F^— 

—  2  jcoa^^xdx  +  ^coiP-^x.A.F  l (LXXIV) 

Ten  einde  voor  deze  beide  algemeene  herleidingsformulen  de  daarbg  noodige 
eindintegralen  te  vinden,  ga  men  alzoo  te  werk  in  dergelijken  zin,  als  bij  ge- 
noemde  formulen  zelve ;  dat  is,  men  passe  het  theorema  (e)  toe,  vooreerst  op  de 
integralen  (82)  en  (95),  die  dan  leveren 

20  =:  cosx.F^  -{-   j  F^.rinxdx^ 
en 

2X  =  rinx.  F^  ^    j  F^.coixdx; 
waaruit  door  oplossing 

jiiMX.F^dx  =  2d  —  cosx.F^  , (288) 

I  eoix.F^dx  =  —  2X  +  sinx.F^. (289) 

De  integraal  (80)  geeft  evenzoo 

2,  f 

p(«—  A  .-f)  =  sinx.coix.F^  —    1  Fdx  {eo^x  —  wfix). 

Daar  echter 

cot^  X  —  tin^  X  =  1  —  2  «»•  X  =  2  cotl^  x  —  1 
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is,  behoeven  wij  hier  ter  bepaling  der  overige  int^ralen  eerst 

F^dx  =  V, (240) 


/ 


weder  eene   nieuwe   transceDdente;   daarmede   ecliter  verkrijgt  men  dan  uit  de 
vorige  vergelijking 

««*a?.^«rfd?  =  -i/ +  --(«?  —  L^F)  —  •^tma.eoasf.F^  , ^241) 

a  ir  2 


/ 

/11  1 


(242) 


Uit  de  integraal  (77)  leidt  men  af 


2A 


X  "^         stifix        J  \     nnx    ittflxl     nrflx         J  \UfUg    stgfixj 


Wanneer  men  hier  de  nieuwe  transcendente 

F^  —=  ^ (243) 

sinx 


I 

invoert,  vindt  men  na  oplossing 

Terwgl  men  de  integraal  (93)  evenzoo  behandelt,  komt  er 

l_it«  (  eotx  *  \4  2    }\        cM^te  J  \  eota         eofi*  J 

eoi^  9  j  \  cofl  X       eosx  I 

Ook  hier  behoort  men  weder  de  integraal 


/ 


F»—  =  (> (245) 

C08X 


als  eene  nieuwe  transcendente  te  beschouwen,  en  is  alsdan  in  staat  de  int^raal 
Bn 
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ff^^  =  U-  -^  1-^  F^Ltan,  (\n  +  l.]\  +  ^  ^  •  •  •  (246) 
J       eo^9       2^        l—l^]co9x  ^  \4     ^2    }\  ^  2cofix 

Van  deze  integralen  behooren  nu  (240;  en  (241)  als  eindintegralen  bg  de 
herleidingsformule  (LXXIII)  voor  evene  waarden  van  p ;  terwijl  bij  onevene 
waarden  van  p  daartoe  de  integralen  (244),  (243)  en  (238)  dienen.  De  eind- 
integralen  voor  de  herleidingsformule  (LXXIV)  worden  voor  het  geval,  dat  de 
exponent  p  even  is,  bepaald  door  de  integralen  (240)  en  (242),  en  voor  het 
geval,  dat  p  oneven  is,  door  de  integralen  (246),  (245)  en  (239). 

3.  Voor  de  algemeene  herleidingsformule  (XX)  van  Hoofdstuk  II  geldt  het 
tweede  theorema  (D;  zijne  toepassing  levert  hier 

(p+2)4»  I  nnPx.eo9x.E.F'-'\Edx\9wPx.co8x—^  FipsifiP-^coB^x—sinV-^^x)^  |  = 

—  —nfO^^x.l^^.F^  jsinP-ix.A^dx  +  {p  —  1)  \  stHP-^x.cosx.E.F  — 

—  /  Edx  r  rinP—^x.cosx \.  F  {  {p  —  2)  sinP-^ x .  cos^ x  —  sinP-^  *  I  J  I ' 

Van  de  beide  integralen 

E.stn^x  .  cosx — , 

die  hier  voorkomen,  kan  men  er  eene  verdrijven  door  bij  deze  uitkomst  lid  bij 
lid  optetellen  de  herleidingsformule  (LV)  uit  Hoofdstuk  III, 

p  *»  jsifiP  x.cosx.  E~=z—sirU^lx .  A .  -B+  jiinP—^x .  A*  dx^(p—l)  j  tinP-^x .  cos  «?-2^ » 

want  dan  is 

{p  +  2)lflsinPx.eosx.E.F—2l^  j  sinPx.cosx.E  -^—{p+2)k^  j  E.F.dxlpsinP  '^x  — 
—  (P  +  l)«nP-»-l«]  =  — (A*.^+  E)sinP-^x.A  +  2  f  sii^-^x.h^dx  + 
+  (p_  l)siia^^x.easx.F.E^{p^l)  f  E.Fdx[{p—2)sinP-^x—  {p—1) sinP-^x]; 

waaruit  door  oplossing  volgt,  indien  men  tevens  p  door  p  —  1  vervangt. 
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I^».E.  Fdm  =  ^j-^^^  j  [  (p_  2)»  +  (p«-  l)i«  ]  jrinf-^w.E.fdx  - 

sinP-^a.cosx.JE-^—lS^^pJ^l^l^^-lsinP-^it.eosx.E.I^].  .  (LXXV) 

Eindelijk  kan    men   het  tweede  theorema  (/)  eyenzeer  toepassen  op  de  alge- 
meene  herleidingsformule  (XXVI)  van  Hoofdstuk  11. 

(j?+2)i*|  nnx.eosPx.JB.F —  1  Edx[s%ux.eoa^x-  +  F{coiP+^x  —  prin^x.eoiP-^x)^^ 

=  —ewfi-^».t?.F+  fcMP-la?.A*rf«— (p  — 1)(1  — A»)  [sinx.eMP-^x.B.F  — 

—  \Edx{s%nx.eofP-^X'--+F{eoifiP-^»  —  (p  —  2)rin^  \. 
Hier  komen  weder  twee  integralen  van  den  vorm 

I  Hmmnx.eoiPx — 

;  ^ 

voor;   eene  daarvan  kan  men  elimineeren  door  de  algemeene  herleidingsformule 
(LXI)  van  Hoofdstuk  m, 

plfl  j  tinx.  cotP  9 .  E—  =  —  cmP— ^  x.tk.E^   j  ootP^^  x.^^dx  — 
—  (p  —  1)(1  —  Ifi)  fsinx.coiP-^x.E-, 

lid   voor  lid   bij   de  verkregen  uitkomst  optetellen,  waardoor  inderdaad  de  vol- 
gende  verkregen  wordt 

(p  +  2)k^sinx.coa»x.E.F—2i^  jsinx.eofPx.E—-^{p+2)k^jE.Fdx[{p+l)cofP+^x-^ 

—  pcoO^^x^  =  — (A*.-P'+  E)coiiP-^x.L  +  2  l  cofP-^x.t?dx  — 
-{^p—l){l—i^)sinx.eoiP-^xJE.F+{p—l){l^k^)JE.Fdxl{p''l)coa^^ 
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Stelt  men  nu  daarin  ^ — 1  in  plaats  van  den  exponent  ^,  zoo  komt  men  door 
oplossing  tot 

fco^x.E.Fd»  =  -      j  {[(P*— 1)**— (/^— 2)»(1— *»)]  fcoiP-^w.E.Fdw  + 

+  (p  —  2)  (p  —  8)  (1  — i»)  jcog^x.E.Fdx  +  {E  +  A*.^  cotP-^x.L  — 

—  2   f  co^-^x.L^dx  —  2  k^   f  iinx.coflP-^x.E^  — 

—  [i(\—k^)^{p+l)t^^-\$inx.co^-^x.E.F  1 (LXXVI) 

Hetzelfde  theorema  (/)  zal  ons  hier  dienst  moeten  bewijzen  bg  het  afleiden 
der  eindint^ralen^  noodig  voor  het  nuttige  gebruik  der  zoo  eyen  gevonden  al- 
gemeene  herleidingsformulen.  Daardoor  leyert  vooreerst  de  integraal  (81) 

^  {(2— *»>»+*«  nn  X .  cos  x—2t?.F  \  =sinx.cosx.E.F—  fsdx^^^^^^ +Flcoi^x~rin^x)\. 

In  het  tweede  lid  dezer  vergelijking  komen  onder  het  integraalteeken  drie 
termen  voor,  die  dus  drie  integralen  opleveren:  de  eerste,  die  hier  niet  tehuis 
behoort,  kan  men  elimineeren  door  lid  voor  lid  de  integraal  (197)  bg  te  tellen, 

—  {(2  —  i*)*  +  1fiiinx.eoix-^2^.B)  =  \  iinx.coBX.E —\ 

waardoor  er  komt 

-L  ((2  —  i«)  2x  +  2t^sinx.cosx  —  (l^^.F  +  SE)  A  )  =. 

z=z  rinx.cosx.E.  F  —   1  -^  *  ^^^  (^^ *  ""  "•**  *)• 

Maar  men  heeft 

cos^x  —  siH^x  =  1  —  2sin^x  =  2co9^x  —  1 ; 
zoodra  men  dus  de  integiaal 

JE.Fdx^tT, \  \ (247) 

B  27 

ITATUUBK.    V£RH^   DBE  KOKINKL.   AKADISMDI.   DEBL   XXII. 
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eene  nieuwe  transcendente  wederom,  invoert,  leidt  men  nit  het  yoorgaande  af 

ftiH»s.F.Fdx=\f-{-^{{2—lfi)2x^{2—SRFilfl»im.cos»—(l^*.F'\-9E)li,)  ....  (248) 

/cM««.E.i!'rf«=J<T— —  {(2— ife«)2»+(2— 3E.f)4>«W.<»«t— (Mif+S^A).  •  .  .  (249) 
Verder  geeft  de  integraal  (84)  evenzoo 

8tnx  sm^x  J  iMirx  A        \     stnx       wfixj} 

Ten  einde  hier  de  vreemde  integraal,  —  die  in  het  tweede  lid,  als  eersteder 
drie  aldaar  voorkomende  integralen,  gevonden  wordt  —  naar  behooren  te  ver- 
wgderen,  telle  men  lid  voor  lid  de  integraal  (194) 

.a  .A         A     „  .    .^  feosx    _  rfa? 

k^coix  —  *« =-E+Ltanaix=i  I-tt^  E  — 

smx  jnnrx       A 

bij,  om  te  verkrijgen 

—i^0+k^cosx-i^—{E+P)^+2Ltang\x=^E.F—[E.Fdx('^—-^^ 

stnx  "        sin^x  J  \s%nx     sin^x} 

Stel  dus 

/^•'£=" <««') 

eene  nienwe,  hier  noodige,  transcendente,  dan  wordt 

/dx  1  r  iS.  OOBX  1 

Eindelijk  geeft  nog  de  integraal  (97)  langs  denzelfden  weg  door  het  theo- 
lema  (/) 

eosx  \4     ■  2    /     eofix  J  leos^x  A        \cosx  *     cofix}) 
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waaniit  nu  weder  in  hei  tweede  lid  de  eerste  term,  die  daar  onder  het  inte- 
graalteeken  voorkomt,  moet  geelimineerd  worden:  dit  gelukt,  indien  men  lid 
Yoor  lid  de  integraal  (210) 

1        (     A    „        .«    .  r,  ,«v  ^  /  1       .    1      \   I  fsinx    „  dx 

bgtelt,  want  dan  komt  er 

co^»  J  \  co^x       casx  I 

Men  is  verplicht  hier  wederom  de  integraal 


/ 


E.F—  =  v  t (252) 


eosx 


hoezeer  eene  nieuwere  transcendente,  in  te  voeren,  maar  erlangt  dan  ook 

/'•^J;  =  5l''-*'*-rb<*+<'-*'>''i;  + 

+  2i'^(i'  +  i')  +  (^-f+'-T^)5i! (*»»> 

De  algemeene  herleidingsformule  (LXXY)  gebruikt  van  deze  uitkomsten  als 
eindintegralen  bij  onevene  waarden  van  den  exponent  p^  de  integralen  (251) 
en  (250);  bij  evene  waarden  daarentegen  de  integralen  (247)  en  (248).  De 
andere  herleidingsvergelgking  (LXXYI)  vereischt  evenzeer  verschiUende  eind-* 
integralen,  naarmate  p  even  of  oneven  is ;  in  het  laaiste  geval  vindt  men  daar- 
voor  de   integralen  (253)  en  (252),  in  het  eerste  de  integralen  (247)  en  (249). 

4.  Met  hetzelfde  recht  en  met  dezelfde  hoop  op  goeden,  en  niet  minder 
merkwaardigen,  uitslag  mogen  wij  nu  Hoofdstuk  III  opslaan.  Yooreerst  vindt 
men  de  algemeene  herleidingsformule  (LY),  geschikt  voor  de  toepassing  van 
het  theorema  (g).  Daardoor  verkrijgen  wg  dan  ook 
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pjfc»  I  n}iPx.co9x.E.F—  I  Fdxl8%nPx.eosx.A  +  E{p sinP-^ x . eos^ x—ainP+^ x)]]  = 
=  —  sinP-^x.A^E  +   1  sinP-^x  .  £x^dx  +  (p  _  1)  |  sinP-^x.cosx.E.F  — 

—  j  Fdx[sinP-^x.cosx  .t^  +  E  {{p  —  2)sinP-^x.eos^x  —  siiO^^x}  ]  |. 

Hier  komen  twee  integralen  voor  yan  den  yorm 

/  Fdx .  sinP  X .eosx .  A] 

eene  daarvan  kan  men  gemakkeljjk  elimineeren,  door  bij  deze  uitkomst  lid  voor 
lid  de  algemeene  herleidingsformule  (XX)  van  het  tweede  Hoofdstuk 

(p  +  2)  ifc»  Aw«P X  .cosx.A.  Fdx  =  —  sinP-^ x.L^.F  + 
+   I  sifiP^^  X  .  £i^dx  +  {p  —  1)  1  sinP^^ x  .cosx.  A  •  Pdx 

op  te  tellen;  deze  8om  wordt 

pk^sinPx.cosx.E.f  +  2l^  l  sinPx.cosx .L..F dx  —  pjfi  j  E.F dx  {psinP^^x 
._-  (^  +  1)  m'»PH-1  -r  )  =  —  (A* .  F  +  -B)  sinP-^x.l^  +  2  j  sinP-^x .  A^ dx  + 
+  {p—l)8inP-^x.cosx.E.F—  (p— 1)  j  E.FdxKp^^^sinV^^^x—ip—l^nnP-^xl 

Vervangt  men  nu  eerst  p  door  p — 1,  dan  geeft  de  eenvoudige  oplossing 
fsinPx.E.Fdxzrz—^—  |[(p -  2)»  +  (p- 1)«^]  jsinP-^x. E.Fdx  — 
_(^_2)(7>— 8)  lsinT-^x.E.Fdx  —  {L^F+  E)sii}P-^x.L  +  2  IsinP-^x.L^dx  — 

—  2A»  (sinP-^x.cosx.L^Fdx--'\\—{p—l)L^'\siuV-^x.^08x.E.F^.  .  .  .  (LXXV«) 
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YerYolgens  ontmoeten  wg  daar  de  algemeene  herleidingsformule  (LXI),  waarop 
men  evenzeer  het  theorema  {g)  toepassen  kan ;  daardoor  ontstaat  de  Yergelijking 

p}^  XHnx.eotPx.EmF —  l Pdw\sinx .cobp x . tk  +  E{co^^*  —  pm*a?.cotf— la?)]|  =r 

=:_CMP-1«.A.^+  feo^^x.A^dx'^{p—l){l  —  i^)\ginx.coaP-^x.E.F— 

—  /  Fdx  [ginx.  cotP^^x .  A  +  -E  [eoiP—^  «^ — (P — 2)s%n*x  •  coiP—^  ^}  ]  |  • 

Ten  aanzien  van  de  beide  integralen  van  den  vorm  iFdxsin^w  .co&x  .L^ 

die  hier  eigenlijk  niet  tehuis  behooren,  kan  men  wederom  op  dezelfde  wijze  han- 
delen,  als  reeds  vroeger  gedaan  is;  hier  telle  men  bij  het  vorige,  lid  voor  lid, 
op  de  algemeene  herleidingsvergelgking  (XXYI)  uit  het  tweede  Hoofdstuk, 

(p+2)**  I  ««a?.co<P«.A.Prfj?=-(r(wP-lir.A'.  P+  jco8P'^x.A^dx-^l){l-k^)  jrifix.coiP-^x.L.Fdx; 

dan  verkrijgt  men 

pJfisinx.co^xJ!.  P+21^\Hnx.eotPx.tk*Fdx—pl^  jE.Fdx^^p+l^cosP-^^x—pcosP-^x)  = 

=  —{l^iF  +  E)coiP-^x.  A+2  jcosP-^x.t^^dx—{p—l){l—k^)sinx.cotP-^x.E.F+ 

+  {p^l){l^Jfi)  [E.Fdx{{p—l)coiP-ix  —  (p'-2)cosP-^x}. 

Dit  deze  vergelijking  kan  men  nu,  nadat  men  vooraf  den  exponent  p  met  de 
eenheid  verminderd  heeft,  de  integraal  oplossen,  waarom  het  ons  te  doen  is, 
als  volgt 

jcosPx.E.Fdx=     _^      .2  j[(jP— 1)^^^— (P  — 2)^(1— *^)]  fcosP-^x.E.Fdx  + 

+  {p—2){p—3){l—k^)lcoa>'^jp.E.Fdx  +  (L^F+E)cosP-^x.A—2JcosP'^x.A^dx+ 

+  2k^fsinx.cosP-^x.L.Fdx—[{l—i^)—{p—l)L^]sinx.cosP-^x.E.F^..(J^^ 

De  beide  laatste,  zoo  even  gevondene,  algemeene  herleidingsformulen,  zijn  met 
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voorbedacht  (LXXV'')  en  (LXXVI*)  genoemd,  omdat  zij  voor  de  herleiding  van 
juist  dezelfde  integraal  dienen,  als  waarvoor  de  vroegere  formnlen  (LXXY)  en 
(LXXYI)  bestemd  waren.  De  uitkomsten  hebben  dan  ook  in  veje  opzichten  eene 
groote  overeenkomst,  maar  in  een  bijzonder  punt,  dat  hier.alB  hoofdzaak  kan 
gelden,  wgken  zij  van  elkander  af,  Het  is  ons  toch  telkens  wel  gelukt,  om  een 

der  hier   vreemde  integralen  jsin^x.cos^x.E —   of    jsin^x.cos^x.A.Fdx  te 

elimineeren,  maar  de  andere  integraal,  telkens  van  denzelfden  vorm,  bleef  in  de 
vergelijking  bestaan.  Vandaar  dat,,  hoezeer  de  beide  theoremas  (f)  en  (g)  eigenlijk 
niet  onderscheiden  waren,  toch  de  uitkomsten  van  hunne  toepassing  in  zooverre 
anders  waren,  dat  in  de  algemeene  herleidingsformulen  van  N^.  3  de  eerste  der 
vermelde  integralen,  in  die  van  dit  Nammer  daarentegen  de  tweede  van  die  in- 
tegralen  overbleven ;  en  wel  in  de  beide  herleidingsformulen  (LXXV)  voor  a —p — 1, 
6  =  1,  en  voor  de  beide  herleidingsvergelgkingen  (LXXVI)  voor  a=l,  6=^) — L 
Wat  de  praktische  toepassing  der  beide  stellen  herleidingsformulen  betreft, 
kan  men  in  de  keuze  zich  geheel  laten  leiden  door  omstandigheden  van  reeds 
bekende  integralen,  enz.  Het  spreekt  dus  ook  wel  van  zelf,  dat  men  hier  geene 
nieuwe   eindintegralen   heeft   te   zoeken,   omdat  bg    hunne  opsporing  in  N^.  i 

toch    de    integraal    jsin^x.co^x.E — ,  die   er  nog  in  voorkwam,  eerst  moest 

verdreven  worden. 

5.  Maar  toch  kunnen  wij  uit  het  derde  Hoofdstuk  andere  herleidingsformulen 
nemen,  en  daarmede  tot  nieuwe,  merkwaard^  uitkomsten  geraken,  wanneer 
men  daarop  het  laatste  theorema  (h)  toepast.  De  eerste  daarvan  is  dealgemeene 
herleidingsvergelijking  (LVI);  en  deze  levert  door  de  aangegeven  bewerKng 

(p  +  2)  fc*  IsinPx  .C09X  .E^  —  jE^dw[p  sinP^^ x .  cos^s  —  «tnP+l  x\  |  = 
=  —  2«wP-l«  .  A^  .  JE  +  2  jsinP-^x.  L^dx  +  {p  —  1)  [hhP-^x  .  co9x .  jB»  — 
—  I  L^dx[(p  —  2) sifiP-^ X . cof^x  —  m»— l «] | . 

Bodenkt  men,  dat  hier  algemeen 

A  sin^^^  X .  co^  X  —  wn«+l  x  =  J  «n^— *  x  —  (^i  +  1)  m«+*  x 
is,  en  vervangt  men  tevens  p  door  p  —  1,  zoo  komt  er 
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—  (P  — 2)(p  — 8)  jsinP-^x.E^dx  —  ZrinP-^x.L^.E  + 

+  2  i^wP-^x.L^dx—  [1— (p+l)AMw«P-»a:.co«ar.jE;»  j (LXXVU) 

Ten  slotte  is  het  nog  de  algemeene  herleidingsformule  (LXII),  waarop  men 
het  theorema  (h)  kan  toepassen;  hierdoor  zal  men  wederom  Yerkrggen 

(p  +  2)i*  I  wnx.coSPx.E^  —   \  E^  dx[  cotp-^^x  —  psirfix .  cofP-^x  ]  |  = 

=  —  2(?a«P-la?.A^,jE7+  2   lcoi^-^x.^^^^dx—^p—l^^l  —  k^^isinx.coiP-^x.E^— 

—  \  E^  dx[  cosP—^  X  —  (p  —  2)  tifflx.casP^x ]  L 

Men  moet  in  deze  vergelijking  telkens  de  goniometrische  herleiding 
cos^  X  —  A  9iffl  X .  co^— ^  a?  =  (il  +  1)  cos^  x  —  A  coi^-^^  x 

gebmiken,   en   vervolgens  p — 1  voor  den  exponent  p  in  de  plaats  stellen,  ten 
6inde  ten  slotte  daaruit  de  volgende  herleidingsformule  af  te  leiden. 

jcogPx.E^dx=  ^  j  [(p»_l)jt»_(p— 2)^  — A»j]  fcosP-^x.E^dx  + 

+  (P  — 2)(p  — 3)(1— /t»)  (coiP-^x.E^dx  +  ZeosP-^x.t^.E  — 

—  2  (co^-^T.tJ^dx  —  l^ii—h^^—ip  +  l^L^^lainx.co^^x.:^^.  .  (LXXVIII) 

Ook  voor  deze  beide  herleidingsvergelijkingen  moet  men  nog  de  eindintegralen 
opzoeken,  hetgeen  weder  geschiedt  door  de  toepassing  van  hetzelfde  theorema 
(fc)  op  daarvoor  geschikte,  reeds  govonden  integralen.  Vooreerst  geeft  langs 
dezen  w^  de  integraal  (198) 

rrr^  {-8  A^jE+(8-8it»+8iH)a?+[3(2.ife«)  ^-ZL^yfi^inx.coBx)  zz8inx.co8X.E^'-jE^dx  {cot^x-^n^x^. 
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Wanneer  men  zich  weder  van  eene  nieuwe  transcendenie 

j  E^.dx  =q> (254) 

bedient,  verkrygt  men  nit  de  vorige  yergelgking,  daar  toch 

cot^  X  —  tiffi  a?  =  1  —  2  Bin^  «  =  2  co«*  »  —  1 
iSy  door  oplossing 

+  [3(2— *«)  +  2A*— 12A^]it»«n^.cM«)  , (255) 

f  m«a? .  JS?»rf«  =^  y—  -^  (— 8  A^JB+ (8  —  8fc»  +  8^^ 

+  [8(2  — *»)  +  2A»— 12^]4«*iii;p.cM«} (266) 

Yerder  komt  er  door  middel  van  ons  theorema  uit  de  integraal  (201) 

9inx  iin^x  J  \itnw       swx/ 


Nu  is  wel 


—  1  eot^  w 1  2 

iin »  «!»•  X        9inx       ein^  x 


maar  men  moet  hier  toch  de  integraal 
dx 


f^±=' (*"> 

als  eene  nieuwe  transcendente  invoeren;  eerst  dan  kan  men  ook  uit  het  Yorige 
afleiden 

/_       Qg  \  COS  X  /\. 

^;^=5«-**^i-5^  (^+2A»-2)--^J?-*»-Zteiiiri-r.  .  (258> 
nn^x       2  2itH^x^  '       mnx 
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Ten  laatste  blijft  ons  nog  de  integraal  (214)  over,  geschikt  voor  de  toepassing 
van  het  theorema  (h) :  zij  geeft  hier  vooreerst 

2  JAUi  +  —E—khtnx^{l—i^)Ltanffa:i  +  ia;)\  =^  E^-  il?dx[  —  +  2^1. 

'  C09X  *        i    »     /J  ^^^2^  J  \cOSX  COis^xl 

T>  j    1  i.  1     j  X     1         rt  sin^oi  1.2. 

Bedenkt  men  evenwel,  dat   —  +  2  — —  =  — 1 r~  is?  zoo  is  men 

C08X  CO^X  C08X        COS^X 

nog  eens  verplicht,  een  nieuwe  transcendente  in  te  voeren,  de  integraal 


/ 


E^  —  =  iy; (259) 

coix 


en  daarmede  vindt  men  eindelijk 

6.  En  biermede  zijn  wij  aan  het  einde  van  ons  onderzoek  gekomen,  dat  tot 
raerkwaardige  uitkomsten  heeft  gevoerd,  zoowel  wat  algemeene  herleidingsfor- 
mulen  betreft,  als  ten  opzichte  van  hare  eindintegralen,  zonder  welke  toch  de 
eerste  weinig  nut  hebben.  Was  het  wel  is  waar  noodzakelijk  eenige  nieuwe 
transcendenten  in  te  voeren,  hetgeen  bij  integralen  van  zoo  bijzonderen  vorm, 
als  de  hier  behandelde,  niet  zoo  geheel  vreemd  is;  daardoor  waren  wij  danook 
in  staat  gesteld,  om  vele  onderling  zamenhangende  integralen  op  te  sporen. 
Menige  soort  van  symetrie  kan  men  daarbij  tusschen  deze  integralen  waamemen, 
zooals  bg  eene  aandachtige  beschouwing  der  Tafels  achter  het  2^«  en  3^^  Hoofd- 
stuk,  zoowel  als  van  de  hier  volgende,  herhaaldelijk  zal  blijken. 

Stelt  men  zich  de  vraag,  of  men  in  deze  richting  nog  verder  zoude  kunnen 
gaan,  dan  schijnt  deze  ontkennend  beantwoord  te  moeten  worden.  Immers  de 
onderzoekingen  in  N^.  9,  10  en  11  van  Hoofdstuk  II,  die  aldaar  tot  geene 
geschikte  uitkomsten  konden  voeren,  snijden  dus  ook  den  weg  af  voor  verdere 
onderzoekingen  als  in  dit  Hoofdstuk. 
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T  A  F  E  L  8    103-108. 


/-/ 


yERKLARINO. 

f* 

■     F    r     *** 

1  .     /i=i/l— **«(»' d 

0 

6  =  lcotx.F  —  , 
J              A 

V  =  1  F^  dx, 

X  =  ItiHx.F—, 
J              A 

J            StHX 

J        cosx 

ki=  jsinx.E—, 

a—  jE.Fdx, 

T=  JE.F—t 

J            StHX 

E=  ri/i— F««8<pdv- 

cosx 
<p=   I  F^dx, 

«»=  /^ — . 

y        eosx 


dx 


smx 
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T  A  F  E  L    103. 

_  (p  _  2)  (p  —  3)  f  iiiiP-^x  .  F^  dx  A-2   Isivf-^xdx  — 
—  2«»V-2«.  A .  ^  —  [  1  —  (p  —  1)  A*  ]  BinP-^x.coix .  /»  I  . 

J         m^A*       2  sinx  zs.n^x  J 

I  F^da  =  v.  j  sij/x.F^dx=20  —  co8X.F^. 

fgitfix  .  F^dx=-v  +  j^{x  —  A^F)~-8inx.oo8x.F^. 


dx 
smx 


T  A  F  E  L    104. 


Unfx.E.Fdx^—-^—-  Sl^p-Zf-^-i^-l^l^^ltir^-^^^-E-Fdx  — 
J  (P+  1)P**  i  J 

— (p—  2)(p— 3)  [  nnP-*x  .E.Fdx->r2  jsli.P--2x  .A^dx+21^  JHnP-^x  .coix.  E—  — 
—  (JB*  +  A8.JF)««P-2ar.A  — [3  — (p  +  V)t?-^»ipP-^x.cotx.E.F    . 

= ? i[fp-2)«+(p— l)***]/"»"'''-**--^^-^'''»— (P— 2)(F— 3)[««''-**--^-^''*+ 

+2JnnP->x.A*dx-2i!^J8inP-ix.cosx.A.FJx-iE-t-A^  F)iinP^x.A-[.\  -(p-1)  A*]"nP"'*-«'M'-^-^|  • 

/'^.i?'-^  =  ;J{T-i2<9-A2  +  2i;/tfn^ia:-(B+F)-^-(-2?"f-l  +  A»)-T^  j. 

[e.F-^  =  t.  (E.Fdx=zff. 

J  stnx  f 

j  sin»x.E.Fdx=z-(j+  -^  \{2—k^)2x-i-{2—SE.F).^sinx.eo8X—iA^.F+SE)A\. 
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T  A  F  E  L    105. 

/«11?*  .Eidx  = -^— 7",  {  [  (p  -  2)«  +  (p»  —  1)  *»  ]  ln»P-*x.l?dx  — 

J  (P  -{-  1)P^  t  / 

—  (p  —  2)  (p  —  3)  jiittP-*x  .E^dx  +  2j  «nP-^ar.  A*</«— 2««iP-2  x .  A^  .  E  — 
_  [  1  _  (p  +  1)  A»  ]  sinP-^x.co$x.E^  l. 

[ein*x.Eidx=-(p  +  —  |  — 8  A».-E +(8 - 8a«+3A*)«+[3(2  -/fc2)+2 A*  -12 £?]*««n».(»i*} . 
/  2       24/t*  ' 


T  A  F  £  L    106. 


ieotPx.F^dx  =— — ^— ^  j[(p-l)*A*-(p-2)»(l-A«)]|c<«l'-8a-.^rf;r  + 
+  (p  —  2)  (p  —  3)  (1  —  it*)  1  co«*-* x.E^dx  —  2  j  cotf-» a; i«  + 
+  2c(wP-«*,A.-F'-  [(1  -  A»)~(p  -  l)L^}nnx.coa>-^x.F^  [. 

y  co*3«       2*^       l—yfeajco»*  ^\4.      ^2     l\        2co^x 

fjri—^fj.  jl^dx^v.  jco8x.Fidx=z—2X  +  8inx.Fi. 

f  11  1 

Je0i»x.F^dx=z-v—-jj^{'>!  —  A'F)+-^»ina>.oo8X.F^. 
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T  A  F  E  L    107. 

J  (P+1)P*'/  / 

+  (p  —  2) (p  —  8) (1  —  i*)  { eoa'-*^ .E.Fdx  —  2  j eo»P-^ x.L*dx  — 

—  2k»ltiux.eo«P-^x  .  E—  +  (jB»  +  Zi«  .  F)  wf-^  x  .  L  — 

—  [3  (1  —  i»)  —  (p  +  1)  A*  ]  ««  «  .  «wP-*  «  .  -B .  J*  j . 

+  (p  — 2)(p  — 3)(1  — A»)  1  co«P-**.^.i^i«— 2  jeoa>-»x  .  h^  dx  + 
+  2A«  /^m*  .  «mP-1»  .  A  .  i^t^a--  +(h^  -  F  +  S)  co«P-«  * .  A  — 

—  [  (1  —  **)  —  (p  —  1)  A*  ]  »»■««•  coiP-^x  .E.fI  . 

l£  .  F—  =  V.  I  E.Fdx  =  <7. 

f  C09X  J 

f  cos^x.F.Fdx=  -<y l-U2—k^)2x+(2SE.F)k^8inx.eo8x—{A^.F+dE)A\. 

rf  2  Glr 
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T  A  F  E  L    108. 

/  eoiPii .  E^dx  =  — —  j  [  (|>*  —  1)  k^  —  {p-  2)«  (l—l^)]  fwP-^x .  E»dx  +- 

+  (;>  —  2)  (p  —  3)  (l  —  k^)  jcotP-^  X .  I^dx  —  2  jcoiP-^x.  A*dx  + 
+  2co«P-2«.A'.^— [3(1  —  A«)-  (p-1-  l)A']«n«.co«P-8*.^  j. 

J  COi^X  2  2C0irX  C08X 

I  E^—  =  ifJ.  [ 

J  008  X  J 


E^  dx  =  (p. 


f  11 

+  [3(2  —  A*)  +   2  A*  —  12£a]A»5/«;r  .co«j?}  . 
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E  R  R  A  T   A. 


le€»: 


A  dx 

dx  l\ 


BIz.    llireg.   2vanond. 

>  15,    >      3vanond.  U{—r,l,y)—  n{~r,l,y)  ---  j 

»  16,    ^      1  en  11  l^--=—  L  

»  22,   >      4  van  ond.  (aan  het  einde)  —  + 

»  31,   »14  —  2)  —  2  -h  A^) 

»  40,    »      5  ^2)  —  2  +  A^) 

»  59,   >      8  {coa  X  -f  ( —  cos  x  -{' 

»  63,   »      2  van  ond.  +  p  —  p 

(aan  het  eiude)  +  — 

»  63,   >      Ivanond.  +  (p— 2)  en  +  (p— 4)  —  (p  — 2)  en  —  (;>— 4) 

,  64,    >      9  +-P  — -p 

(aan  het  einde)  +  — 

.  64,   >    10  +|(p-2)en-(/;-4)  -.- (p-2)en— -(/>-4) 

>  64,   >    11  +2(;>-6)  -2  (p-6) 

»  64,   »      9  van  ond.  (aan  het  einde)  +  — 

»  64,   »      8  van  ond.  (aan  het  begin)  + 

>  66,   >      3  (P— 3)2+  (p_3)»_ 

»  130,   »      6  sirfi^x.E  sin^^x.E- 

>  136,   >      8  {[(/>-3)  {(p-3)[(/>-    3) 

*  '''^  '    ''  Z5  A» 

»  160,   »      Svanond.  x^  —  ^i 

»  206,   >    10  ^  g 
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